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REMARQUES  SUR  LA  THÉORIE  DES  EXPO]\EI\TIELLES 

Par  m.   h.  LAURENT, 

Répétiteur  d'Analyse  à  l'École  Polytechnique. 


Il  y  aurait  de  grands  avantages,  il  me  semble,  à  pré- 
senter la  théorie  des  exponentielles  en  se  plaçant  à  un 
point  de  vue  différent  de  celui  où  l'on  se  place  habituel- 
lement; et  en  effet  la  démonstration  de  la  continuité  de 
e^  présente  de  grandes  difficullés  :  elle  n'est  pas  naturelle 
et  elle  est  peu  élégante. 

Le  but  que  l'on  se  propose  en  étudiant  la  fonction  expo- 
nentielle, c'est  de  généraliser  la  notion  de  l'exposant,  ei 
l'on  rencontre  fréquemment,  en  analyse,  ce  genre  de  gé- 
néralisation. Une  fonction  étant  simplement  définie  pour 
des  valeurs  entières  de  la  variable,  étendre  cette  défini- 
tion à  des  valeurs  quelconques  est  ce  que  l'on  appelle  in- 
lerpolcr\sL  fonction  ;  on  est  ainsi  parvenu  à  interpoler  un 
grand  nombre  de  fonctions  parmi  lesquelles  on  remarque 
surtout  l'exponentielle  et  le  produit  i.2.3.  .  .//. 

Pour  qu'une  fonction  soit  interpolée  d'une  Inçon  utile 
(car  celle  interpolation  peut  évidemment  se  faire  d'une 
infinité  de  manièies),  il  comicnt  (jne,  après  l'inlcrpola- 


i  G  ) 
n'on,  la  fonciiou  ne  perde  pas  les  propriétés  doiii   elle 
jouissait  pour  les  valeurs  entières  de  la  variable.  Ainsi 
la  fonction  ^a',  lors({u'elle  sera  interpolée,  devra  encore 
satisfaire  à  la  formule  fondanietitale 


a'^ (V  zzz  n^^y ^ 


p 


et  Ton  est  conduit  à  adopter,  pour  la  définition  de  ri'7,  la 
valeur  y'Vz''-,  mais,  quoique  cette  définition  soit  très-natu- 
relle, on  éprouve,  comme  Ton  sait,  assez  de  difficultés  à 
rétendre  aux  valeurs  incommensurables  de  x-^  enfin, 
quand  il  s'agit  de  démontrer  la  continuité  de  a^,  on 
éprouve  des  difficultés  plus  grandes  encore. 

Il  me  semble  alors  naturel  de  définir  a-^'  une  fonction 
jouissant  de  la  propriété  d'être  continue  et  de  satisfaire, 
quels  que  soient  x  et  j,  à  l'équation 

c'est  à  ce  point  de  vue  que  nous  nous  placerons. 

Si  l'on  observe  que  la  division  algébrique  permet  do 
développer  en  série  une  fonction  rationnelle  quelconque, 
on  sera  tout  naturellement  porté  à  se  demander  si  Ton 
ne  pourrait  point  poser,  quel  que  soit  x, 

(i)  a^  =z  a^)  -r-  rti-TT  -+-  a^or} -f- .  .  .  -f-  <'^„^"  -4-  .  .  .  . 

Le  second  membre  de  cette  formule  supposé  conver- 
gent est,  comme  l'on  sait  par  un  théorème  dû  <à  Abel,  une 
fonction  continue  de  x^  si  x  est  inférieur  en  valeur  ab- 
solue à  une  valeur  R  qui,  mise  «à  la  place  de  .r,  rend  la 
série  convergente.  Ce  théorème,  dont  on  fait  un  usage 
continuel,  n'est  pas  un  hors-d'œuvre  dans  le  Cours  de 
Mathématiques  spéciales,  vu  qu'on  le  suppose  connu  des 
élèves  qui  suivent  les  Cours  de  l'Ecole  Polytechnique  ou 
des  Facultés.  Ceci  posé,  on  a 

{2)  /7.'*  =  r/o  -I-  r/,  ;ÎK  -f-  .   .   .  -f-  rt'n  7"  -I-  .    .    .  ; 


(  7) 
en  multipliant  les  formules  (i)  et  (r>)  membre  à  membre, 
on  a,  d'après  un  théorème  connu, 

a'aJ"  =z  al-\-  a^^a^  [x  -^  y)  -\-  .  .  . 

et  il  est  clair  que  le  second  membre  de  cette  formule  se- 
rait égal  à  a^+-^,  si  Ton  avait 

Faisant  alors  n  =  o,  i ,  o.,  3,  • . . ,  on  a  successivement 

âTorrr  (7^,       n^  [x  -h  t)  ~-  rt.^jX  -h  «.««J, 

^2  (^  H-  j)^  -"  n,a^.r:--{-  a]  xy  --  a^a^j\ 
et,  en  général, 

(  3  )  a„[x  -^  xYz=  a,n„x"  -f-  ri,a„_^  x^-'j  -f- .  .  . . 

La  première  équation  donne,  en  rejetant  la  solution 
rto  =  o,  inadmissible  en  général,  ^q  rrr  i,  puisque  <2<^  n'esî 
pas  nul  et  que «0  =:  a^^im  i-  la  seconde  équation  donne,  par 

l'identification,  «^  :::=  ai  ^  la  suivante  détermine  «o^rz  — l- 


2 

la  suivante  donnerait  «3==^  — ^j  et  il  est  naturel  d'admettre 

2.0 

a" 
que  Ton  a  «„  =:= -* •   En    effet,  celte   livpotlièse 

1.2.0.../^  '  ^ 

portée  dans  l'équation  (3)  donne 

a",  ,  a",  I  <'/'' 

J {x-hy)"z=  j. -^ x"-\ -.»:"-'; 

1.2.0...A/  I.2.0.../Z  I  1.2...  (/; — l) 

I 


1.2  i  .2.. .  .[ri —  2) 
c'est-à-dire 


.c^-'j'-u.  .  .  , 


>  ^i  n{n  —  1  ) 

[X  4-  r  "=r  X"  +  -  X"-'  Y  -f ^ .r"-'/-  H-  .  .  .  , 

I  '^  1.2 


(  8  ) 
ce  ({ui  est  une  identité.  Ainsi,  tous  les  cocfficienis  de  la 
série  sont  déterminés  sauf  «i,  ce  qui  devait  être,  car  «^ 
dépend  de  a  et  de  :r;  posons  donc 

.  , ,                            n.x         o\  r-  a"  .r" 

(4)      flx_j_|__! f_  _j — ^^ 


I  1.2  1  . 2  ...  « 


Le  second  membre  de  cette  équation  est  toujours  con- 
vergent quand  x  est  fini-,  donc  il  définit  une  fonction 
continue  de  x.  Il  est  inutile  de  vérifier  que  a"^ a'  est  égal 
à  rt''+-^  :  ce  serait  refaire  des  calculs  déjà  effectués. 

A  chaque  valeur  de  a  correspondra  une  valeur  de  «j, 
et  ^n'ce  i^^ersà.  Prenons  par  exemple  a,  =  i ,  nous  aurons, 
en  appelant  e  la  valeur  correspondante  de  «, 

5         c-'=i-{ ! h  .  . .  -I [-..., 

I  1.2  I  .  2 .  O  .  .  .  AZ 

et,  par  suite,  en  faisant  x  =r.i^ 

(6)      e~i  -] 1 h.  .  .=  2,718281828450045.  .  -- 

I         1 . 2 

Si,  dans  la  formule  (4),  on  fait  a:  ::=  i,  on  a 

a,  n\  n'] 

r  1.2  i .1. . .u 

donc  «1  est  un  nombre  tel  que,  en  élevant  e  à  la  puissance 
ri,,  on  retrouve  a  :  c'est  ce  que  l'on  appelle  le  logarithme 
népérien  de  a  ou  le  logarithme  de  a  dans  la  base  e.  De 
la  formule  (4)  on  tire 

—a,-^  --^-i- 

X  1.2 


et,  pour  X  =  o, 


!ini rrr  rt,  =  lognep«. 


(  9  ) 
On  a  ainsi,  pour  «:::=<?, 

lim ; 


X 

donc,  en  appelant  0  un  nombre  dont  la  limite  est  i  pour 

X  ==:  O, 

~      —  0,     d'où     e  —  i\-\-^xY. 

X 

et,  par  suite, 

I  I 

Si  X  tend,  d'une  manière  continue,  vers  zéro,  0,  qui 
est  éeal  à  i  H 1 -f- . . . ,  tend  vers  i  d'une  ma- 

1.2  1.2.0 

nière  continue,  et  la  formule  précédente  donne 

I 
e  =  lim(i  -f-  ^x)^-^\ 

mais,  (^x  tendant  vers  zéro  d'une  manière  continue,  on 
peut  remplacer  ^x  par  —5  et  l'on  a 

V    i      ""Y 

e  =  lim     iH pour     m  =:  co  . 

En  résumé,  la  méthode  que  je  propose  :  1°  est  plus 
courte  que  la  méthode  classique  5  2**  n'exige  en  réalité 
aucun  principe  nouveau,  car  le  théorème  d'Abel  est  im- 
plicitement dans  le  programme;  3^  est  rigoureuse;  4°  a 
l'avantage  immense  de  démontrer  en  un  trait  de  plume  la 
formule  exponentielle  et  les  deux  formules  importantes 
dont  l'une  est  exigée  : 

/         I  \  '"                     d''  —  I 
lim     iH z=z  c ,      lim  rrriog/?; 

5*^  permet  de  définir  l'exponentielle  imaginaire;  6^  est 
aussi  naturelle  qu'on  peut  le  désirer. 


(    »û   ) 
Remarqua.  —  Il  est  bon  de  faire  observer  que,  si  l'on 
a   a"^ a'  =  a'+' ,  on  a,  par  cela  même, 


'-      'I  — 
a'i  =^\  al",  etc. 


Cela  viendra  nécessairement  dans  l'élude  des  propriétés 
le  la  fonction  exponentielle. 


(le 


NOTE  SllR  LES  BISSECTRICES  DES  ANGLES  D'IJÎV  TRIANGLE; 

Par   m.  Désiré  AT^DRÉ, 
Afji'égé  de  l'Université,  professeur  à  Sainte-Barbe. 


1.  Les  théorèmes  sur  la  bissectrice  d'un  angle  inté- 
rieur d'un  triangle  et  les  tliéorèmes  sur  la  bissectrice 
d'un  angle  extérieur  se  correspondent  deux  à  deux.  Nous 
allons  donner  un  procédé  général  permettant,  lorsqu'on 
connaît  l'un  quelconque  de  ces  théorèmes,  d'établir  im- 
médiatement le  théorème  corrélatif. 

2.  Supposons  connu  ce  théorème  : 

La  bissectrice  ijiiérieure  d'ufi  angle  dhin  triangle 
partage  le  côté  opposé  en  segments  proportionnels  aux 
côtés  adjacents . 


Pour  en  déduire  le  théorème  corrélatif,  considérons 
un  triangle  quelconque  ABC  ,  et  la  bissectrice  AD  de 
l'angle  extérieur  A.  Prenons,  sur  BA  prolongé,  une  Ion- 


[  "  ) 

gueur  AE  égale  à  AC,  et  joignons  DE.  Les  deux  triangles 
ACD,  AED  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés 
égaux  chacun  à  chacun 5  donc  ils  sont  égaux.  Par  suite, 
DA  est  la  bissectrice  de  l'angle  intérieur  D  du  triangle 
BDE,  et  le  théorème  que  nous  venons  d'admettre  nous 
donne  la  proportion 

AB  _  AE 

i5B~DF/ 

Remplaçons,  dans  cette  égalité,  AE  et  DE  par  les  lon- 
gueurs AC  et  CD,  qui  leur  sont  respectivement  égales, 

nous  trouvons 

AB  _  AC 
DB  "~  Gd' 

ou  bien 

DB  _  CD 

AB  "  Xc' 
ce  qui  nous  donne  le  théorème  corrélatif  que  voici  : 

La  bissectrice  de  V angle  extérieur  d'un  triangle  dé- 
termine sur  le  côté  opposé  deux  segments  proportion- 
nels aux  côtés  adjacents. 

3.  Supposons  connu  maintenant  le  théorème  suivant  : 

Le  carré  de  la  bissectrice  d^un  angle  intérieur  est 
égal  au  rectangle  des  deux  côtés  de  cet  angle,  moins  le 
rectangle  des  deux  segments  du  côté  opposé. 

Considérons  la  figure  précédente,  et  appliquons  ce 
théorème  à  la  bissectrice  DA  de  l'angle  intérieur  D  du 
triangle  BDE  5  nous  avons 

Da'hz:  DB  X  DE  —  AB  X  AE. 

Dans  cette  égalité,  remplaçons  encore  DE  par  DC  et  AE 
par  AC,  il  vient 

Da'—  DB  X  DC  —  AB  X  AC  ; 


(     12     ) 

ot,  si  nous  nous  rappelons  que  DA  est  la  bissectrice  de 
Taugle  extérieur  A  du  triangle  ABC,  nous  pouvons 
énoncer  le  théorème  corrélatif  suivant  : 

Le  carré  de  la  bissectrice  cVun  angle  extérieur  est 
égal  au  rectangle  des  deux  segîiiejits  déterminés  sur  le 
côté  opposé^  moins  le  rectangle  des  deux  côtés  de 
l'angle. 

4.  Au  lieu  de  partir  des  théorèmes  sur  la  bissectrice 
d'un  angle  intérieur,  nous  aurions  évidemment  pu,  à 
l'aide  du  même  procédé,  suivre  la  marche  inverse  :  le 
procédé  est  général. 


SECTIONS  CIRCIILAIRES  DES  SURFACES  DU  SECOND  ORDRE  ; 

Par  m.  CROSNIER, 

Agrégé  de  l'Université,  professeur  au  lycée  d'Auch. 


Si  une  surface  du  second  ordre  peut  être  coupée  sui- 
vant un  cercle,  on  pourra  faire  passer  par  cette  courbe 
une  sphère  qui  coupera,  comme  on  sait,  la  surface  sui- 
vant un  second  cercle  5  et,  par  suile,  par  l'intersection  des 
deux  surfaces,  on  pourra  faire  passer  un  système  de  deux 
plans. 

Soit 

/  (-^j  r,  2)  =  A  j:^  -1-  ...  —  o 

Téquation  de  la  surface  donnée  qui  est  rapportée  à  des 
axes  rectangulaires  quelconques. 
Soit 

l'équation  d'une  sphère  quelconque. 


(  i3  ) 
L'équation  des  surfaces  du  second  ordre,  qui  passent 
par  l'intersection  de  la  surface  proposée  et  de  la  sphère, 
étant 

(i)  /_Â:S  =  o, 

on  peut  déterminer  A,  a,  j3,  y,  r  de  manière  que  cette 
équation  représente  un  système  de  deux  plans  qui  passent 
par  un  point  donné  arbitraire. 

En  effet,  pour  que  l'équation  (i)  représente  un  sys- 
tème de  deux  plans,  il  faut  que  : 

1°  Le  déterminant  des  équations  du  centre  soit  nul^ 

1^  Les  plans  du  centre  passent  par  un  même  point  ; 

Z^  La  surface  elle-même  passe  par  ce  point. 

Les  équations  du  centre  sont 

A.r  -4-  B'>  -4-  B'z  -f-  C  ~k[x  —  ct.)  —  o, 
B'^jc-f- A'r  +  Bz  -f-C  — A(j  — p)  =  o, 
B'.r  +  Bj   H-  k!'z  -f-  C'  —  X-  (z  —  7)  =r  o. 

'  Le  déterminant  de  ces  équations  annulé  nous  donne 
l'équation 

A  —  /.  B''  B' 

(2)  B"         A'— A-  B 

i        B^  B  M'~h 


rr:  O. 


et,  par  suite,  /e  est  l'une  des  racines  de  féquation  en  S. 
Prenons  l'une  de  ces  valeurs. 

Nous  pouvons  déterminer  a,  (3,  y  par  la  condition  que 
les  plans  du  centre  passent  par  un  même  point  x' ^y\  z' 
quelconque,  pourvu  que  la  valeur  de  Z,  que  nous  avons 
choisie,  ne  soit  pas  nulle. 

Enfin  nous  pouvons  déterminer  le  rayon  de  la  sphère, 
qui  reste  encore  arbitraire,  de  manière  que  la  surface  (i) 
passe  par  le  point  .r',  j\  z' . 

Comme  cela  résulte  évidemment  d(;  ce  qui  précède,  à 


(  '4  ) 

chaque  valeur  de  A"  correspond  un  seul  syslème  de  va- 
leurs de  a,  (3,  y,  /•-  ^  d'où  il  suit  que  par  chaque  point  de 
l'espace  passent  trois  systèmes  de  deux  plans,  qui  cou- 
pent la  surface  proposée  suivant  des  cercles  5  mais  ces 
trois  systèmes  de  plans  ne  sont  pas  tous  réels. 

Pour  que  l'équation  (i),  dans  laquelle  a,  j3,  y,  r^  et  k 
ont  les  valeurs  que  je  viens  de  déterminer,  représente  un 
système  de  plans  réels,  il  faut  et  il  suffit  que  sa  trace  sur 
l'un  des  plans  coordonnés  soit  du  genre  hyperbole,  ou  que 
(A'— A)  (A'^  — A)~B^<o.  Mais  il  résulte  de  la  dis- 
cussion de  Féquation  en  S,  par  la  méthode  de  Cauchy, 
que  la  racine  moyenne  satisfait  seule  à  cette  condition: 
donc  il  n'y  a  qu'un  seul  système  de  plans  qui  soient  réels 
et  qui  coupent  la  surface  suivant  des  cercles. 

L'équation  (i)  du  système  des  deux  plans  a  ses  termes 
du  second  degré  indépendants  de  a,  |3,  y  et  r^  5  par  consé- 
quent, les  plans  qu'elle  représente  ont  une  direction  dé- 
terminée qui  ne  dépend  que  de  la  valeur  de  A. 

Ces  deux  plans  ne  sont  du  reste  pas  parallèles  5  car  l'en- 
semble des  termes  du  second  degré  de  l'équation  (i)  ne 
forme  pas  un  carré  parfait. 

L'intersection  de  deux  plans  d'un  système  est  donnée 
par  l'intersection  de  deux  plans  du  centre  ;  or  ces  plans 
sont  respectivement  parallèles  à  ceux  qui  donnent  la  di- 
rection des  cordes  principales  \  donc  les  plans  des  sections 
circulaires  sont  respectivement  parallèles  aux  axes  de  la 
surface.  Les  plans  réels  sont  parallèles  à  l'axe  moyen  de 
la  surface,  car  l'axe  moyen  correspond  à  la  racine  moyenne 
de  Féquation  en  S. 

L'application  de  ce  qui  précède  aux  surfaces  dont  on 
a  l'équation  réduite  est  trop  facile  pour  qu'il  soit  néces- 
saire de  la  faire. 

On  pourrait  supposer  que  les  axes  des  coordonnées  sont 
obli([ues,  et  la  discussion  ne  serait  pas  plus  difficile. 


(  '5  ) 

f 

L'équation  (i),  pouvant  s'écrire  S=  y?  peut  s'iiiler- 

prêter  géomélriquement  sans  aucune  difficulté. 

Enfin  on  peut  facilement  déduire  de  ce  qui  précède  les 
conditions  pour  que  la  surface  soit  de  révolution 5  il  faut 
que  l'équation  (i)  représente  deux  plans  parallèles  et, 
par  sui  le,  que  les  termes  du  second  degré  forment  un  carré 
parfait,  ou  que  les  plans  du  centre  soient  identiques  dans 
la  partie  du  premier  degré,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 
k—h  B"  B' 


d'où 


B'' 

~  k'- 

-  X  -  B  ' 

A 

—  h 

B' 

B' 

B' 

B 

~  A'^—  X- 

A 

-X-z= 

B'B'' 
B     ' 

A'- 

~h  — 

BB" 

B'    ' 

k"- 

-A  = 

BB' 

B" 
d'où  résultent  les  conditions  ordinaires. 


SERIE   DE   TAYLORj 

Par  m.  a.  PICART, 

Professeur  ù  la  Faculté  des  Sciences  de  Poitiers. 


Si  l'on  considère  m-\-i  valeurs  j^o?  Tn  ^'25  •  •  •  ?  Jm  ^^" 
la  fonction  y  =::J' (^x)  ^  correspondant  aux  valeurs  x^^. 
X(,  -\-  h,  Xq  -}-  i7i, .  .  . ,  Xo  4-  mh  de  la  variable,  on  a 

■4-  C"     A"+'j-.,  -h  ...  -I-  C"'    ,  A"'-'  )-o-f-  A'"  >o, 

C|"  représentant  le  nombre  de  combinaisons  de  Jii  objets 
P  à  p. 
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Désignons  par  E.„  l'ensemble  des  termes  qui  suivent 
le  n  -r  i ''""',  c'est-à-dire  posons 

et  exprimons  cette  quantité  au   moyen   seulement  des 
différences  Ji  -h  1'^'""^ 
On  a 

A^+^Jorr^A^+'j.—  A«+'j'o, 

A"+3r^—  A'*+ij2—  2A"+'jr,  -h  A"+'jo, 

A"-^ru=:  A"+\}-3—  3A"-<-'/j-f-  3A"+'j,  —  A"+'jn, 

• t 

—  C^"  A«+' j^,_,  H-  .  .  .  zîi  A"+' J„ , 


ti    /o ^        J/71— n— I  ^  ,  *^        J  m—n—2     - 

En  multipliant  respectivement  ces  égalités  par  O^  +  n 
C;;V,,  Q^  3  ^  •  .  •  5  C;;',  et  ajoutant,  on  obtient 

R,  ^  A«+' n  (C\  -Cr     +  C"  .  -  . .  .  lii  C"  ) 

"  y  "  V    «4-1  /i+;j  n-»-.T  "•  / 

-4-A"+'  r  fc'"     —  2C'^     -f-  se"'     —  /îC"     -h  .  .  . 


m  —  n  —  I  C"*  ) 

m  I 


-    ^  V     n+3  1      H-+-4  2       «+S  3      «+6  ' 

_      A'.  +  I  .-  P'" 


(  -7) 
Mais  on  a,  par  la  formule  du  binôme, 

^  '  m  m — l  m — 2  m — n  - 

Si  l'on  multiplie  ces  deux  séries,  on  aura,  pour  le 
coefficient  de  a:", 

C"     —  C^-^'  C"         +  C^-^'  C"         —  C^""'  C"         -h  ....  ; 

m — M  t  m — n-+-J  2  m — n4-2  3  m — ri+3  ' 

d'ailleurs,  le  produit  étant  (i -H  a:) "'"''"%  le  coefficient 
de  x"  est  C'"Z^Zp_i;  donc  on  a  la  formule 

m—ji — p — 1  m — n  \  m—it-hi  2  m — j; +-2 

Si  l'on  y  fait  m  —  /?=  n  -i-  p  -h  i,  elle  devient 

n  n+p+i  1  n-+-p+2  2  ti+p+i  '   •  '  1 

donc  le  reste  R„  peut  s'écrire 

-1- C>"-^'j,„_,_„ 


ou 


R,=(c;;'-'-f-c;;'-^-i-...)-  "      '        ■' 


ou,  d  après  une  formule  connue, 


R.  =:  C 


ou 


M  désignant  une  quantité  comprise  entre  la  plus  grandi- 

j4/in.  de  Mathérnat.,  2^  soric,  t.  XIII.  (Janvior  1S74.)  ?. 
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ot  la   plus  petite   des  différences   (/z  H- i )'"'""':  A"+* y ^^ , 
A"+';,,   A"+\r.'---,    A"+'7^„_„_,.    Posons    maintenant 

mA.r  =^  /z,  et,  roniplaeons,  dans  réquation  (i),  m  par  —  •> 

celte  éqnallon  devient 

//(//  —  A.r '...(//  —  /2—  I  A.r)  A"jro 


I  .  7. ...  «  Ax" 

/i  (A  —  A.r  )  (h—'}.ùix)...(h—n  Ax)      M 


1.2.  .  .;/^+i)  Ax"-*-' 

Si  nous  faisons  tendre  A.r  vers  zéro,  nous  obtiendrons 

I  .2.  .  .«  1.2.  .  .1  /^-L  i) 

Ml  étant  une  quanti  té  comprise  entre  la  plus  grande  et 
la  plus  petite  des  valeurs  que  prend /'"^^  (x),  lorsque  x 
varie  de  Xq  à  .roH-  ^^.  Si  la  fonction  f"^^  [x)  est  continue 
de  Xq  à  Xq-}-  //,  Ml  est  la  valeur  que  prend  cette  fonction 
pour  une  certaine  valeur  a:^  -h  0/î,  comprise  entre  x^  et 
Xq-{-  h^  et  alors  on  a  la  série  de  Taylor  avec  la  forme  du 
reste  donnée  par  Lagrange. 

Je  dois  dire  que  la  méthode  que  je  propose  ici  n'est 
autre  qu'une  méthode  déjà  ancienne  donnée  parM.Caqué, 
mais  présentée  sous  un  autre  point  de  vue  qui  la  rend 
peut-être  plus  intuitive,  plus  directe  et  plus  simple. 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES  AU  CONCOURS 
CÉMAL  DE  i873. 


Mathénialiques  spéciales . 
Une  surface  du  second  ordre  S  étant  donnée,  ainsi 
que  deux  points  A  et  B  sur  cette  surface^  il  existe  une 
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infinité  de  surfaces  du  second  ordre  X,  qui  sont  tan- 
gentes en  K  et  ^  à  la  surface  S.  On  propose  de  trou- 
ver :  1°  le  lieu  géométrique  des  centres  des  surfaces  S^ 
2®  le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  de  ces 
surfaces  as^ec  les  plans  tangents  qu  on  peut  leur  mener 
parallèlement  à  un  plan  donnée  3^  le  lieu  géométrique 
des  points  de  contact  de  ces  mêmes  surfaces  avec  les 
plans  tangents  quon  peut  leur  mener  par  une  droite 
donnée. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  point  O,  mi- 
lieu de  AB  =  2Z,  pour  plan  des  xy  le  plan  diamétral 
conjugué  de  AB  dans  S,  ei  la  droite  AB  pour  axe  de  z. 
L'équation  de  la  surface  S  est 

S  ---  z'  -\-  Kx^  H-  ky  H-  sB"  xy  -[-  oX.r  H-  iC y  —  l-  —  o, 

^s^[x,Y)  étant  une  fonction  homogène  du   second  degré 
en  X  ex.  y^  h  trois  coefficients  arbitraires,  l'équation  gé- 
-^nérale  des  surfaces  2  est 

car  çp  =  o  représente  deux  plans  menés  par  l'axe  des  z. 
i^  Les  équations  du  centre  sont  les  dérivées  partielles 
de  S  par  rapport  à  x^  )  ,  2,  et  le  lieu  des  centres  s'ob- 
tiendra en  éliminant  les  paramètres  variables  de  o  entre 
ces  trois  équations.  Or,  c^  étant  indépendant  de  z.  le  ré- 
sultat de  cette  élimination  est 

2'-   :=  S'.  =:r:  3  =  0; 

le  lieu  des  centres  est  le  plan  des  xy. 

2"  Si  Ton  rend  la  fonction  S  H-  ç  homogène  au  moyen 
d'une  variable  ^,  cj;  est  indépendant  de  t  aussi  bien  que 
de  r,  et  le  théorème  des  fonctions  homogènes  donne 

(ï)  .r  -;,  H-  jv'^  H-  zS\  -!-  ^S;    -  ■  :>,  (S  -}-  ç;)  r.    o. 

2. 
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Étant  donné  un  point  de  la  surface  dont  les  coordonnées 
satisfont  à  cette  équation,  le  plan  tangent  en  ce  point 

(2)  xi[^.-{-Yi\.-i-zs\  -+-rs;  =0 

conservera  une  direction  constante,  si  Ton  a,  en  tenant 
compte  de  l'équation  (i), 

s;  -  s; 


Y 

7 


b  c         a  X  -\-  by 


cz 


a^  h^  c  étant  des  constantes.  Le  lieu  des  points  de  con- 
tact s'obtiendra  en  éliminant  les  paramètres  variables 
de  c^  entre  ces  trois  équations.  Or,  la  dernière  égalité 
étant  indépendante  de  (f,  le  résultat  de  l'élimination  est 

[a .T  -4-  bjr  -t-  ex;  )  Si  4-  cS[  =rr  o  ; 

c'est  un  paraboloïde  hyperbolique,  qui  passe  par  A  et 
par  B,  et  dont  les  plans  directeurs  sont  le  plan  donné  et 
le  plan  des  X). 
3°  Soient 

X  —  »        y  —  Q        z  —  /• 


P  7 

les  équations  de  la  droite  donnée.  Pour  que  le  plan  tan- 
gent passe  par  celte  droite,  il  faut  que  l'on  ait 


D'ailleurs 


X 


1'  -hyi'  -f-zS',  -i-^S',  =0. 


Le  lieu  du  point  de  contact  s'obtiendra  en  éliminant  les 
paramètres  variables  de  c^  entre  ces  trois  équations.  Or 
seuls  I',  et  S^   les  renferment;  le  résultatde  l'élimination 


est  donc 


ou 
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a 

p      V 

S'.            1 

P 

q    rs;+s; 

X 

y    =s;+s; 

a      i3 

7 

a       p      O 

P      <] 

r 

s;  + 

;?      ^      I 

X    y 

z 

X     y      I 

=  o. 


s: 


c'est  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  qui  passe  par  A  et 
par  B,  et  dont  la  droite  donnée  est  une  génératrice. 

Ch.  B. 

Note.  —  Solutions  analogues  par  MM.  V.  H.  et  Moret-Blanc. 


So lu tio  n  géo métriq ue  ; 

Par  m.  Albert  GENOUILLE. 
Élève  du  lycée  de  Sens. 

i.  Au  premier  aspect,  le  lieu  des  centres  n'est  pas 
déterminé.  En  effet,  les  données  reviennent  à  ceci  :  on 
connaît  deux  plans  tangents  avec  leurs  points  de  contact  ; 
cela  fait  donc  six  conditions  seulement,  et  il  semble  alors 
que  les  trois  paramètres  restants  puissent  être  détermi- 
nés de  telle  sorte  qu'un  point  quelconque  de  l'espace 
devienne  le  centre  de  la  surface  du  second  ordre  satis- 
faisant aux  conditions  de  l'énoncé.  Mais  le  théorème 
suivant  montre  que  la  question  est  déterminée,  et  permet 
de  la  résoudre. 

Théorème  I.  —  Le  lieu-  des  centres  des  surfaces  du 
second  ordre  tangentes  à  deux  plans  donnés  en  des 
points  donnés  est  un  plan. 

Soient  rt  et  h  (*) les  deux  points,  CDP  et  CDQ  les  deux 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  i'aire  les  figtircs. 
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plans  cloini(''s.  Considcrons  une  des  surfaces  S  répondant 
à  la  question,  et  soit  O  son  centre.  Le  plan  Oab  coupe 
la  surface  S  suivant  une  conique  tangente  en  a  et  b  aux 
droites  da  et  r/Z>,  intersections  de  ce  plan  avec  les  plans 
tangents  P  et  Q.  Le  point  ^esl  alors  le  pôle  de  la  corde  ab 
et,  par  suite  d'un  théorème  connu,  le  centre  O  ne  peut 
être  quelconque  dans  le  plan  dab^  mais  il  doit  forcé- 
ment se  trouver  sur  la  droite  dni^  qui  passe  par  le  milieu 
771  de  la  corde  des  contacts  ab.  11  est  clair  que  le  centre 
peut  être  un  point  quelconque  de  cette  droite,  et,  par 
suite,  si  l'on  fait  tourner  le  plan  dab  autour  de  «è,  cette 
droi te <777z  engendrera  le  lieu  des  centres  clierclié.Or  cette 
droite  passe  par  un  point  fixe  /72  et  rencontre  une  droite 
fixe  CD  :  elle  engendre  donc  un  plan. 

Rc7riaiqiie.  —  Lorsqu'on  prend  pour  centre  d'une  sur- 
face du  second  ordre  tangente  en  a  eib  aux  plans  donnés 
un  point  O  de  ce  plan  ttzDC,  il  n'y  a  que  huit  condi- 
tions entre  les  paramètres.  Donc  : 

Il  est  en  général  impossible  de  construire  une  surface 
du  second  ordre  ayant  pour  centre  un  point  donné,  et 
tangente  à  deux  plans  donnés  en  des  points  donnés,  mais, 
lorsque  le  problème  est  possible,  il  admet  une  infinité 
de  solutions. 

Les  deux  autres  parties  delà  question  n'ont  pas  d'abord 
Tair  d'être  mieux  déterminées.  En  effet,  si  CQP  est  un 
troisième  plan  tangent,  ou  parallèle  à  un  plan  fixe,  ou 
passant  par  une  droite  fixe,  il  semble  que  Ton  pourra 
toujours  déterminer  les  trois  paramètres  restants,  de 
telKî  sorte  qu'un  point  quelconque  de  ce  plan  soit  le  point 
de  contact  d'une  surface  répondant  à  la  question  ^  mais 
l(î  théorème  connu  suivant  montre  que  le  problème  est 
déterminé. 

Théori^me  il  —  Z<"  h'cii  des  points  de  contact  d'un 


(  ^3  ) 
plan  CPQ  et  des  surfaces  du  second  degré  tangentes  à 
deux  plans  donnés  DCP,  DCQ  en  des  points  donnés  h 
et  a   est  une  droite  qui  passe  par  le  point  C  comnuui 
aux  trois  plans» 

En  voici  une  démonstration,  qu'on  donne  d'ailleurs 
dans  plusieurs  classes  de  Mathématiques  spéciales. 

Soit  CPQ  un  troisième  plan  donné.  Considérons  une 
quelconque  des  surfaces  S  tangentes  à  ces  trois  plans,  et 
soit  /'  son  point  de  contact  avec  CPQ.  Le  plan  abr  coupe 
la  surface  suivant  une  conique  tangente  en  «,  Z>,  /•  aux 
droites  dq^  dp,  pq,  intersections  de  ce  plan  et  du  trièdre 
formé  par  les  trois  plans  tangents.  Mais  les  points  a  et  l? 
étant  donnés,  il  résulte  du  théorème  de  Brianchon  que 
le  point  r  ne  peut  être  quelconque  sur  pq.  Il  doit  être 
aussi  sur  la  droite  DS*,  il  est  donc  déterminé.  Si  main- 
tenant on  fait  tourner  le  plan  dab  autour  de  ab^  comme? 
les  plans  «CP,  Z>CQ  se  coupent  toujours  suivant  CS, 
il  en  résulte  que  le  point /■  décrit  la  droite  Cr,  inter- 
section de  CPQ  et  CDS. 

Remarque  I. — Lorsqu'on  assujettit  une  surface  du  se- 
cond ordre  déjà  tangente,  en  des  points  «  et  Z>,  à  des  plans 
donnés  CDQ,  CDP,  à  être  tangente  à  un  troisième  plan 
CPQ,  en  un  point  de  la  droite  C/',  il  n'y  a  plus  que  huit 
conditions  entre  les  paramètres.  Donc: 

Il  est  en  général  impossible  de  construire  une  surface 
du  second  degré  tangente  à  trois* plans  donnés  en  des 
points  donnés,  mais,  lorsque  le  problème  est  possible,  il 
admet  une  infinité  de  solutions. 

Remarque  II.  — La  droite  Cr  ne  change  pas  lorsque 
les  points  a  cl  b  glissent  sur  les  droites  Qa  et  Cb. 

2.  Ceci  posé,  soient  CPQ  un  plan  quelconque  parallèle 
au  plan  fixe,  et  C/'  la  droite  des  points  de  contact  de  C(^ 
plan  :  cette  droite,  restant  parallèle  à  un  plan  fixe  et  rcn- 
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contrant  une,  droite  fixe  CD,  engendrera  alors  une  surlace 
réi^lee  du  genre  conoïde.  Nous  allons  montrer  qu'elle  est 
du  second  degré,  et  pour  cela  qu'elle  admet  une  seconde 


directrice  rectlligne. 


Considérons  la  section  menée  par  ah  parallèlement  à 
CP.  Le  point  j?  s'éloignant  à  l'infini,  les  droites  d/j^ 
ap,  qp  deviennent  parallèles.  Les  droiles  pq  et  dp  étant 
alors  deux  tangentes  parallèles,  le  milieu  I  de  br  est  un 
centre  de  la  section,  et  se  trouve,  par  suite,  sur  dm.  La 
droite  a/*,  qui  lui  est  parallèle,  a  une  direction  fixe  indé- 
pendante du  plan  CPQ.  Cette  droite  ar  est  donc  une  se- 
conde directrice  rectiligne  de  la  génératrice  Cr,  qui  en- 
gendre alors  un  paraboloïde  liyperLolique. 

3.  Soit  PQ  la  droite  par  laquelle  passent  les  troisièmes 
plans  tangents  :  une  génératrice  quelconque  de  la  sur- 
lace cliercliée  admet  déjà  pour  directrices  les  droites 
CD  et  PQ.  Nous  allons  démontrer  qu'elle  en  admet  une 
troisième. 

Soit  CPQ  un  plan  quelconque  mené  par  PQ,  et  con- 
sidérons la  section  par  le  plan  ahV.  Il  coupe  le  trièdre 
CDPQ  suivant  le  triangle  dPq,  et  le  point  de  contact  r 
est  sur  dS.  Si  Ton  examine  alors  la  figure,  on  voit  que  le 
triangle  Srç  est  tel,  que  ses  côtés  passent  respectivement 
par  trois  points  fixes  d,  b,  P,  en  ligne  droite,  et  que  deux 
de  ses  sommets  décrivent  des  droites  fixes  aP,  «Q,  lors- 
(jue  le  plan  CPQ  tourne  autour  de  la  droite  PQ.  Donc, 
par  suite  d'un  théorème  connu,  le  troisième  sommet  /• 
décrit  aussi  une  droite  qui  passe  en  a.  Cette  droite  ar 
est  donc  une  troisième  directrice  rectiligne  de  la  généra- 
trice Cr,  qui,  par  suite,  engendre  un  liyperboloïde  à  une 
nappe. 
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Ma  thématiques  élémen  taires . 

Solution  par  M.  BRILLOUIN, 
Élève  du  lycée  Condorcet  (classe  de  M.  Desboves)  (*). 

Par  un  point  doujié,  dans  V intérieur  d'un  cercle 
donné,  mener  deux  cordes  qui  se  coupent  sous  un  angle 
donné  et  dont  le  produit  soit  niaxiniuni  ou  minimum . 
On  examinera  en  particulier  le  cas  où  le  point  est 
extérieur  au  cercle. 

Occupons-nous  d'abord  du  premier  cas  où  l'on  sup- 
pose le  point  intérieur  au  cercle. 

Soit  (**)  a  la  dislance  OA  du  point  donné  A  au  cen- 
tre O,  /■  le  rayon  de  la  circonférence,  BC,  DE  les  deux 
cordes,  et  2a  l'angle  aigu  qu'elles  comprennent.  Soit  AF 
la  bissectrice  de  cet  angle,  et  ^  Tangle  variable  que  fait 
cette  bissectrice  avec  OA. 

,  Je  remarque  d'abord  qu'il  suffît  de  faire  varier  ^j.  de  o 
à  tt;  car,  pour  deux  valeurs  de  y.  égales  et  de  signes  con- 
traires, l'ensemble  des  deux  cordes  prend  deux  positions 
symétriques  par  rapport  au  diamètre  OA,  et,  par  suite, 
le  produit  des  cordes  est  le  même. 

Cela  posé,  H  et  K  désignant  les  milieux  des  cordes  BC 
et  DE,  les  maxima  ou  minima  de  la  quantité  BC.DE 
ont  lieu  en  môme  temps  que  ceux  du  quart  de  son  carré, 

BH'.DK',  et  l'on  a 

Bïl,BK'=r'—  {on    -hÔK.')r--h  Ok'.OU*. 
Je  dis  maintenant  que,  quelle  que  soit  la  position  des 

C)  Premier  prix  du  ("loncours  [jénéral. 
(**)  Le  lecteur  est  prié  de  l'aire  la  ligure. 


(>) 
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cordes,  on  a  toujours 

OH     rr:  a^  siii-  (p.  —  a) 
et 

OK    ::=  à^  sin-  (  p  -h  a  ) . 

C'est  ce  que  donnent  évidemment  les  deux  triangles 
HO  A,  KOA,  lorsque  les  deux  sécantes  sont  du  même 
côté  de  OA.  Si  elles  sont  de  part  et  d'autre  de  OA,  AF 
restant  au-dessus,  OK  ne  change  pas-,  mais  on  a 

011  =r  «sin  (a  —  P-)  =^  —  <7  sin  (^  —  a), 
ce  qui  donne  bien  encore 

OH'r=rû=sin'(p.  —  a). 
On  lire  de  là 

4(0H  -4-OK")  —ia''\i%m-  [[j-^c;.)  -f-ssin^  [^.  —  ^\ 

4  VOIi    -f-  OK    )  -r:i  2  «'  j  2 [  COS  (2  7.  -j-  2  0\\  -+-  COS  (2  p.  —  2  a)  j  j , 

[\{id\\  ~-0\^')  ~^ar-[\  — cos2acos2y.;. 
On  a  aussi 

4  OH    .  OK  ==  rt^  [  2  sin  (  \j.  -\-  y,  )  sin  (  p  -—  a  )  ]- 
-szz  a'  (ces 2 a  —  COS 2 y.)-. 

Substituant,   dans  l'expression    (i),    ces    valeurs   de 

2  2  2         2 

OH  -\-  OK  ,  et  de  OH   .  OK  ,  on  a,  en  ordonnant  par 
rapport  à  cos  2  p., 

/     ,    )    4^^-     .  DK    =-rrt^C0S'2u.  —  2a^COS2aCOS  2  a  («-  —  if-) 
\  -1-4^'  —  4^^^"'  ~^ ''^' COS- 2  a. 

Remarquons  que  si  l'on  l'ait  varier  'i[x  depuis  o  jus- 
qu'à —  TT.  après  l'avoir  fait  varier  depuis  ::  jusqu'à  o,  on 
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retrouvera  en  ordre  inverse  les  mêmes  valeurs  du  tri- 
nôme, cos  9.^  reprenant  lui-même  les  mêmes  valeurs. 
Discussion.  —  Si,  au  lieu  de  cos  2/:/,  on  avait  une  va- 
riable X  qui  pût  prendre  toutes  les  valeurs  possibles,  le 
minimum  du  trinôme  aurait  lieu  pour  la  valeur 

(3)  .r  =: cos  2 a. 

Mais  cette  valeur,  devant  représenter  un  cosinus,  n'esl 
admissible  que  si  son  carré  est  plus  petit  que  l'unité  : 

«'z-  —  2  r  . 

COS^  2  Cf.  <''  I 


ou 


(4)  COS^2a<; 


(2r^—  a' Y 


Le  point  étant  intérieur  au  cercle,  a  est  plus  petit 
que  7*5  et,  par  conséquent.  (27-  —  a~y  est  plus  grand 
que  a''.  La  fraction  étant  plus  petite  que  i,  l'inégalité  (4) 
n'est  pas  nécessairement  satisfaite. 

Nous  sommes  conduits  à  diviser  le  cas  où  le  point  A 
est  intérieur  au  cercle  en  deux  autres,  suivant  que  l'iné- 
galité (4)  est  satisfaite  ou  non. 

Premier  cas  :  cos~2a  <^ 


(2/--  —  n-'Y 


Cette   condition  étant   remplie,    si    l'on    fait   croître 

ilL  entre  o  et  7:,  cos  2p.  croîtra  entre  ses  deux   limites 

+  I  et  —  I ,  et  passera  nécessairement   par  la  valeur 

fi^  —  2  /■' 

-  cos  2  a,  à  laquelle  correspondra  le  minimum  du 


a 
trinôme. . 

2/ 


D'ailleurs  la  valeur  ■:^ —  cos  ^a  est  négative,  car 
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rt'  —  2  r 


est  négatif,  et  l'angle  iol  étant  l'angle  aigu  des 
deux  droites,  cossa  est  toujours  positif.  L'angle  p.  est 
donc  compris  entre  y   et   -• 

Cela  posé,  faisons  croître  cos  2  p,  depuis  — 1   jusqu'à 

n  ^  —  2  r^ 

: — cos2a.  La  fonction  décroît  en  tendant  vers  un 


a- 


minimum.  On  a  donc  un  premier  maximum  pour  la 
valeur  —  i  de  cos  2|n,  qui  donne 

TT 
2  7.  ==:  TT       OU         a  =::  —  5 
2 

et  alors  la  bissectrice  de  l'angle  aigu  des  deux  cordes  est 

perpendiculaire  à  OA. 

a.  ^  —  2  r' 
Quand    cos2/jt.   prend  la   valeur  '—  cos  2a,   la 

fonction  passe  par  un  minimum,  qui  correspond  à  une 

valeur  de  ix  comprise  entre  -  et  v* 
^  24 

Si  cos 2p.  continue  de  croître  jusqu'à  -{-  i,  la  fonction 
qui  vient  de  passer  par  un  minimum  croît  aussi.  On  a 
donc  un  deuxième  maximum  pour  la  valeur  +  i  de 
cos2|!x,  c'est-à-dire  quand  l'angle  /x  est  nul.  Dans  ce  cas, 
la  bissectrice  de  l'angle  aigu  des  droites  se  confond  avec 
OA. 

Remarque .  —  Pour  les  deux  maxima,  les  cordes  sont 
symétriques  par  rapport  à  OA. 

Second  cas  :  cos^2a^ 


(2r^  —  a'^Y 


Si  l'égalité  a  lieu,  la  valeur  du  minimum  algébrique 
correspond  à  cos  2  a  =rz  —  i .  Si  l'inégalité  est  satisfaite,  la 
valeur  du  minimum  algébrique  n'est  plus  admissible  et, 
comme  elle  est  négative,  elle  est  alors  plus  petite  que 
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—  I.  Donc,  dans  ces  deux  cas,  lorsqu'on  fait  croître 
cos2/ut  de  —  I  à  H-  I,  le  trinôme  croît  en  même  temps. 
Le  minimum  arrive  donc  pour  la  valeur  —  i  de  cos  2p., 
c'est-à-dire  lorsque  ^x  est  droit,  et  le  maximum  pour  la 
valeur  +  1  decos2fz,  c'est-à-dire  lorsque  /y,  est  nul. 

Supposons  maintenant  que  le  point  soit  extérieur  à  la 
circonférence.  On  peut  alors  poser  ainsi  la  question: 

Un  angle  donné  2  a,  aigu  ou  obtus,  tournant  autour 
d^uîi  point  A  extérieur  au  cercle,  trouver  les  maxima 
et  les  minima  du  produit  des  deux  cordes  interceptées 
parle  cercle  sur  les  deux  côtés  de  V angle. 

On  voit  facilement  que  les  mêmes  triangles  KOA. 
HOA  donnent  toujours,  quel  que  soit  l'angle  2a, 

et 

OK  =  «^  sin2(p.-t- a). 

On  arrive  donc  à  la  même  expression  (2) 

«^  C0S'2p  —  7.a^  C0S2a  cos  2a  (<7-  —  2r') 

-h  4''*  —  ^a^  r-  -^  a^  ces'  2  a. 

Si  l'on  appelle  (3  l'angle  de  la  tangente  AG,  menée  du 
point  A  au  cercle,  avec  le  diamètre  OA,  le  triangle  rec- 
tangle GAO  donne 

r 
a  = 


sm  [i 

La  fonction  (2)  passe  par  un  minimum  pour 

/7-  —  2  r^ 

ces  2(li  = cos  2  a  , 

a- 

ou 

(5)  cos  2  fx,  m  cos  2  a  cos  2  p. 


(  3o  ) 

Discussio/i.  —  Je  dis  d'abord  que  cos2u.  ne  peut  pas 
prendre  la  valeur  cos2acos2|3,  bien  qu'elle  soit  plus 
petite  que  i , 

En  effet,  si  Ton  suppose  l'angle  2(3  aigu,  il  faut  évi- 
demment, pour  que  le  problème  soit  possible,  que  l'angle 
2  a  et,  par  suite  aussi,  l'angle  2[jt  soient  aigus.  Mais 
comme  on  a 

cos  2  y.  cos  2  p  <^  ces  2  a  ces  2  fJ  -h  sin  2  a  sin  2  fi, 
ou 

cos  2  a  cos  2  ^  <CI  cos  2  (  P  —  Cc), 

si  l'on  prenait  cos  2u  égal  à  cos  2a  cos  2fùj  on  en  con- 
clurait 

(6)  2p,  >2(P  —  a). 

Or  il  est  évident  que,  tant  que  les  côtés  de  Tanglo  2a 
coupent  la  circonférence,  cette  inégalité  ne  peut  être 
satisfaite. 

Supposons  maintenant  l'angle  2[j  obtus  :  Tangle  ^c 
pourra  être  obtus  ou  aigu. 

Si  l'angle  2  a  est  obtus,  l'égalité  (5)  montre  que  cos  2/jii 
est  positif,  et  2fjii  aigu.  Mais  on  a  toujours 

(-y)  cos 2 7,  ^  cos (2 p  —  2  a), 

Il  faut  donc  que  l'angle  2  ((3  —  a)  soit  aigu,  et  alors  de 
l'inégalité  (7)  on  déduit,  comme  précédemment,  l'iné- 
galité (6),  qui  est  impossible. 

Si  l'angle  2  a  est  aigu,  l'égalité  (5)  montre  que  l'angle 
2U.I  doit  être  obtus.  Si,  en  même  temps,  2  ((3  —  a)  est 
obtus,  l'inégalité  (  7)  conduit  encore  à  l'inégalité  (6). 

Si,  avec  2(3  obtus  et  2a  aigu,  on  a  2  ((3  —  a)  aigu, 
l'inégalité  (y)  est  satisfaite  d'elle-même,  puisque  le  pre- 
mier membre  est  négatif  et  le  second  positif,  et  il  en  est 
de  même  de  l'inégalité  (G). 
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Donc,  dans  tous  les  cas,  quand  on  fait  croître  cos  2^  de- 
puis—  I  jusqu'à  -f-i,ce  cosinus  passe  par  la  valeur  cos  2pi, 
avant  que  les  deux  côtés  de  l'angle  ne  coupent  la 
circonférence.  Donc,  lorsque  cos  2 y.  croît  depuis 
cos  2  ((3- — ce)  jusqu'à  H-  1,  la  fonction  croît.  Or,  pour 
2^  :=  2  ((3  —  a),  l'un  des  côtés  de  l'angle  est  tangent  à 
la  circonférence  en  G;  c'est  alors  que  le  produit  est  un 
minimum,  puisque  c'est  la  première  position  où  les  deux 
côtés  de  l'angle  coupent  la  circonférence.  Et,  effective- 
ment, le  produit  est  alors  nul.  Il  atteint  son  maximum 
lorsque  ^  est  nul,  et  les  cordes  sont  alors  symétriques 
par  rapport  au  diamètre  OA. 

Dans  le  cas  où  le  point  est  sur  la  circonférence,  la 
valeur  de  cos2|:ji,  correspondant  au  minimum,  devient 
—  cos  2a  ^  et  comme  on  a  toujours 

cos^  icx.  <i  i, 

on  rentre  dans  la  première  partie  du  premier  cas. 

En  résumé,  suivant  les  cas,  le  problème  peut  donner 
lieu  à  deux  maxima  et  à  un  minimum,  ou  seulement  à 
un  minimum  et  à  un  maximum. 

Philosophie. 

Solution  par  M.  Raphaël  HEjN'RIQUE  Y  DIAZ, 

Étudiant  à  l'Univorsilé  do  Liège. 

On  inscrit^  dans  un  cercle  donné,  tous  les  triangles 
dont  deux  côtés  sont  respectivement  parallèles  à  deux 
droites  fixes  données  ;  on  demande  le  lieu  des  centres 
des  cercles  inscrits  dans  ces  triangles. 

Soient  PQ  et  SV  les  directions  données  (*),  et  O  le 
cercle  donné. 


{*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  \a  ii<juvo. 


b 
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Si,  par  le  centre,  nous  menons  les  diamètres  HH',  II' 
respectivement  perpendiculaires  à  PQ,  SV,  nous  obtien- 
drons, sur  la  circonférence,  quatre  points  H,  I,  H',  F 
tels,  que  les  parallèles  correspondantes  ne  forment  point 
de  triangle  inscrit  ^  ou  plutôt  chacun  des  triangles  in- 
scrits est  réduit  à  un  point.  Par  suite,  les  cercles  inscrits 
à  ces  triangles  se  sont  également  réduits  à  des  points  : 
donc  les  quatre  points  H,  I,  H',  F  appartiennent  au  lieu. 

Si,  maintenant,  nous  considérons  une  position  A  du 
point  mobile  prise  entre  H  et  I ,  nous  obtiendrons  le 
triangle  ABC,  dans  lequel  les  côtés  AB,  AC,  étant  les 
cordes  parallèles  aux  directions  données,  sont  respecti- 
vement perpendiculaires  aux  diamètres  HH',  IV,  qui, 
par  conséquent,  partagent  en  deux  parties  égales  les  arcs 
sous-tendus  par  ces  cordes. 

De  là  résulte  que  BI  est  la  bissectrice  de  l'angle  B,  et 
CH  celle  de  l'angle  G  du  triangle  ABC.  Le  point  m  de 
rencontre  de  ces  deux  droites  appartient  au  lieu.  Il  est^ 
de  plus,  visible  que  la  bissectrice  AF  de  l'angle  BAC 
est  perpendiculaire  en  P  à  la  corde  HI;  car  les  angles  FPI 
et  IPA  sont  égaux  comme  ayant  même  mesure. 

Cela  posé,  les  triangles  AHP,  mHP,  qui  ont  le  côté  HP 
de  l'angle  droit  commun,  et  l'angle  aigu  HAP  égal  à 
l'angle  aigu  H/7iP,  comme  ayant  même  mesure,  sont 
égaux  :  donc  AP  =  ml? -^  donc  le  point  jn  du  lieu  est  le 
symétrique  du  point  A  par  rapport  à  HI;  donc,  quand 
le  point  mobile  se  trouve  entre  H  et  I,  le  lieu  se  compose 
d'un  arc  symétrique  de  HAI  par  rapport  à  la  corde  HI. 

On  verrait  de  môme  que  les  trois  autres  parties  du  lieu 
sont  les  symétriques  des  arcs  IH',  HT,  I' H  par  rapport 
aux  cordes  qui  les  sous-tendenl. 

Menons  maintenant  les  droites  IB  et  CH'.  A  cause  des 
diamètres  IIH',  IP,  ces  droites  seront  perpendiculaires 
aux  bissectrices  BIP,  CH.  Donc  ces  droites  sont  les  bis- 
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sectrices  des  angles  supplémeniaires  de  B  et  C,  et  coupe- 
ront AF  en  un  point  K.  De  plus,  il  est  évident  que  AF 
est  perpendiculaire  en  P'  à  VW,  Les  deux  triangles 
rectangles  AP'H'et  KP'H'  ont  un  côté  commun  et  un 
angle  aigu  égal^  ils  sont  donc  égaux. 

En  effet,  l'angle  aigu  FH'A  ^  flA,  et  FïFC  =  nC. 
Or,  par  hypothèse,  arcIC  =:  arcIA;  donc  on  a 

riAr=riC,     et,  par  suite,     rH'A^I'H'C. 

Donc  le  point  K  est  symétrique  du  point  A  par  rapport 
à  la  corde  F  H'-,  donc  le  lieu  du  point  K  est  l'arc  symé- 
trique de  l'arc  l'HIH'  par  rapport  à  la  corde  FH^ 

On  ferait  voir,  de  la  même  manière,  que  le  lieu  des 
centres  des  deux  autres  cercles  exinscrits  sont  les  arcs 
symétriques  des  arcs  îHFH'et  HIH'F  par  rapport  aux 
cordes  respectives  lïF  et  FH. 

.  Il  serait  également  facile  de  s'assurer  que  les  centres 
des  quatre  circonférences  du  lieu  sont  situés  aux  quatre 
sommets  d'un  losange  ayant  pour  côté  le  diamètre  du 
cercle  O,  et  dont  les  diagonales  sont  égales  aux  doubles 
des  côtés  du  rectangle  HFH'L 

Troisième. 

SOLUTIOX    DE    LA    PREMIERE    QUESTION    l'AR    M.    BEAU.TEUX. 

On  donne  deux  circonférences  se  coupmit  en  D  ci  C  ; 
par  lun  des  points  communs,  on  mené  une  sécante  qui 
coupe  O  en  B  et  O'  en  IV  5  on  trace  BO  cl  B'O'.  Ces  deux 
droites  se  coupent  en  M^  lieu  géométrique. 

Ce  lieu  est  le  segment  capable  de  l'angle  ODO'  con- 
stant décrit  sur  00'  et  (jui  passe  par  C. 

En  effet,  on  peut  remarquer  que  les  quatre  angles  chi 
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quadrilatère  ODO'M  sont  réunis  au  point  D.  11  y  a  déjà 
l'angle  01)0'.  L'angle  [)Oi\l  extérieur  au  triangle  l^OD 
égale  01)1)  -f-  131)0  ^=  .iBDO,  puisque  BOD  estisoscèle. 
L'angle  DO' Ai  extérieur  au  triangle  IVO'D  égale 
0'DB'-hD]VO'=  '2  0'DB',  puisque  O'DB'  est  isoseèle. 
Donc  l'angle  OMO'  doit  être  égal  à  l'angle  constant  ODO'  -, 
donc,  etc. 

Solution  de  la  seconde  question. 

Trouver  le  plus  petit  nombre  possible  qui,  divisé 
par'  2,  donne  pour  reste  i\  divisé  par  3,  donne  pour 
reste  i\  divisé  par  ^^  donne  pour  reste  3,  elc.j  et,  enfin, 
divisé  par  lo,  donne  pour  reste  9. 

La  question  peut  être  transformée  de  la  manière  sui- 
vante : 

Trouver  le  plus  petit  nombre  qui,  divisé  par  2,  donne 

pour  reste  — 15  divisé  par  3,  donne  pour  reste  — i  \  divisé 

par  4?  donne  pour  reste  — i,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  10. 

Or  il  est  clair  que  ce  nombre  est  le  plus  petit  commun 

multiple  des  nombres  i,  2,  3,  jusqu'à  10,  diminué  de  i, 

ou 

5.7.8.9  —  I  =  25ig. 

Ch.   B. 


CONCOURS  D'AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHEMATIQUES 

DE  1873. 

l'"''    SÉRIE    d'épreuves.     ADMISSIBILITÉ. 

Mathématiques  spéciales. 

On  donne  un  liypciboloïde   à  une  nappe,  sur  lequel 
on  prend   une  génératrice  déterminée  G.   En  un  point 
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quelconque  de  celte  génératrice,  on  mène  la  normale  à 
la  surface^  on  suppose  que  cette  normale,  considérée 
comme  rayon  incident,  se  réfléchit,  suivant  la  loi  connue, 
sur  le  plan  de  T ellipse  de  gorge.  On  demande  :  i^  la  sur- 
face engendrée  par  le  rayon  réfléchi,  lorsque  le  point  P 
se  déplace  sur  la  génératrice  G  -,  2"  l'enveloppe  des 
sphères  ayant  pour  centre  le  point  d'incidence  et  pour 
rayon  la  distance  du  point  d'incidence  au  point  P. 

Mathématiques  élémentaires  et  Mécaniques 
V  1^  On  considère  les  cercles  exinscrits  à  un  triangle 
ABC,  et  l'on  joint  les  points  de  contact  de  chacun  de  ces 
cercles  avec  les  deux  côtés  qui  ont  été  prolongés  ;  on 
forme  ainsi  un  nouveau  triangle  A^  B'  C.  On  demande  : 
1°  d'évaluer  les  angles  du  triangle  A'B'C;  2°  de  dé- 
montrer que  les  droites  AA',  BB',  CC  sont  les  hauteurs 
du  triangle  ABC  \  3^  de  déterminer  le  centre  et  le  rayon 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'  C  . 

2^  Un  point  matériel  M,  assujetti  à  demeurer  sur  une 
sphère  donnée,  est  attiré,  proportionnellement  à  la  dis- 
tance, par  des  centres  fixes  et  donnés  d'une  manière 
quelconque  dans  l'espace.  On  demande  :  i^  la  position 
d'équilibre  du  point  M 5  2^  le  lieu  des  positions  de  ce 
point  pour  lesquelles  la  composante  normale  de  la  résul- 
tante des  attractions  aurait  une  attraction  constante  et 
donnée  (on  négligera  le  poids  du  point  ^\). 

Question  (V Histoire  et  de  Méthode. 

Des  divers  systèmes  de  coordonnées  d'un  point  en  Géo- 
métrie plane  j  leur  origine  et  leur  rôle. 

2*-'    SÉRIE    d'épreuves. LEÇOJNS    TIRÉES    AU    SOUï. 

Mathématiques  élé  nie  ni  aires, 
\  .   Extraction  de  la  racine  carrée  des  nombres. 
2.   Première  leçon  de  Trigonométrie. 

3. 
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3.  Surface  et  volume  de  la  sphère  et  des  parties  de  In 
sphère. 

4.  Plus  courte  distance  de  deux  droites  (Descriptive). 

0.  Mesure  du  temps. 

6.   Calcul  du  uombre  ::. 

T.  Intersection  et  contact  des  cercles  -,  questions  qui  s  y 
rattachent. 

8.  Réduction  des  fractions  ordinaires  en  fractions  dé- 
cimales 5  fractions  périodiques. 

9.  Multiplication  et  division  abrégées^   applications. 

10.  Changement  de  plans  de  projection  5  rotations,...; 
applications. 

11.  Première  leçon  sur  la  mesure  des  volumes. 

12.  Mouvement  réel  et  apparent  des  planètes. 

13.  Résolution  et  discussion  d'un  système  de    deux 
équations  du  premier  degré  à  deux  inconnues. 

14.  Eclipses 5  occultations;  passages. 

15.  Pénétration  de  polyèdres  (Descriptive). 

,^     ^-     .     .           ,     p                 .          rt.r^-f-  hx  H-  c 
lo.    Variations  cie  1  expression 7  • 

^  a'  X--]-  b'  X  -\-  c' 

17.  Division  des  nombres  entiers. 

18.  Calcul  des  tables  trigonométriques. 

Mathématiques  spéciales. 

1.  Des   divers  procédés  emplo^'és  pour  la  séparation 
des  racines  d'une  équation. 

2.  Génératrices    rectiîignes    des   surfaces   du    secoiui 
ordre. 

3.  Théorie  des  asymptotes. 

4.  Méthode  d'approximation  de  Newton. 

5.  Des  plans  diamétraux. 

6.  De  la  convergence  des  séries. 

7.  Résolution  de  l'équation  du  troisième  degré. 

8.  Règle  des  signes  de  Descartes. 


I 
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9.  Formule  de  Moivre-,  polygones  réguliers. 

10.  Génération  des  surfaces  :  cylindres,  cônes,  etc. 
il.  Tangentes,  points  multiples,  dans  les  courbes  al- 
gébriques. 

12.  Foyers  dans  les  coniques. 

13.  Plans  tangents  communs  à  deux  cônes  de  révolu- 
tion ayant  même  sommet. 

14.  Théorie  des  racines  égales. 

15.  Déterminer  l'espèce  d'une  surface  du  second  ordre 
d'après  la  nature  des  racines  de  l'équation  en  s. 

16.  Plans  polaires  d'un  point  j  application  aux  sur- 
faces du  second  ordre. 

17.  Distance  d'un  point  à  une  droite  *,  distance  de 
deux  droites  5  volume  d'un  tétraèdre. 

18.  Sections  circulaires  dans  les  surfaces  du  second 
ordre  5  génération. 

3*^    SÉTIIE    d'épreuves.    COMPOSITION    ÉCRITE. 

Suivies  matières  de  la  Licence  es  Sciences  inaihéniatiques. 

1°  Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  des  géné- 
ratrices rectilignes  d'un  paraboloïde  hyperbolique  quel- 
conque. On  examinera  en  particulier  le  cas  où  le  para- 
boloïde est  équilalère. 

'2^  Une  circonférence  homogène  déniasse  totale  ni  peut 
tourner  autour  d'un  diamètre  horizontal  A  A'  comme 
charnière.  Cette  charnière  fait  corps  en  son  milieu  avec 
un  axe  vertical  BB',  autour  duquel  le  système  tourne 
avec  une  vitesse  constante  et  donnée.  Par  suite  de  cette 
rotation,  l'anneau  tend  à  se  placer  dans  un  plan  hori- 
zontal ^  mais  cette  tendance  est  combattue  par  l'action 
de  la  pesanteur  sur  une  masse  additionnelle  INI  fixée  à 
l'extrémité  G  du  diamètre  perpendiculaire  à  la  charnière. 
On  propose  :  i"  de  déterminer  la  position  angulaire  pour 
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laquelle  l'anneau  resterait  en  repos  relatif  5  1^  de  trouver 
et  de  discuter  pour  une  époque  quelconque  l'expression 
de  la  vitesse  angulaire  de  l'anneau  autour  de  la  charnière. 

GéoTTiéiric  descriptwc. 

Un  miroir,  qui  a  la  forme  d'un  cône  de  révolution, 
étant  posé  par  sa  base  sur  le  plan  horizontal,  on  de- 
mande quelles  lignes  il  faut  tracer  sur  ce  plan  pour  que, 
en  plaçant  l'oeil  en  un  point  déterminé  sur  l'axe  du  cône, 
on  aperçoive  dans  le  miroir  une  image  donnée. 

Le  demi- angle  au  sommet  du  cône  est  de  45  degrés  5  sa 
base  est  un  cercle  de  3  centimètres  de  rayon,  dont  le 
centre  est  à  4  centimètres  de  la  ligne  de  terre.  L'image 
qu'on  veut  obtenir  se  compose  ; 

1°  D'une  circonférence  ayant  pour  diamètre  le  rayon 
de  la  base  du  cône  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  et 
aboutissant  au  point  de  la  base  le  plus  éloigné  de  cette 
ligne  5 

2^  Des  deux  diamètres  de  cette  circonférence  qui  font 
avec  la  ligne  de  terre  des  angles  de  4^  degrés. 

On  suppose  l'oeil  placé  dans  l'axe  du  cône  à  6  centi- 
mètres au-dessus  du  plan  horizontal. 

On  joindra  à  l'épure  une  explication  sommaire  de  la 
méthode  employée. 

Calcul. 

Calculer  toutes  les  racines,  réelles  et  imaginaires,  de 
1  équation 

6.3?'  —  i(^x'  —  Zix^ -\~  l'jox^ —  1 38.^2 —  96a:  -f- 120  =  0. 
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SOLUTIOIV  DE  14  OHESTION  DE  MATHÉMATIQIES  SPÉCIALES 
PROPOSÉE  Al  COIVCOIIRS  D'AGRÉGATIOi\  DE  1873; 

Par  m.  GAMBEY, 

Professeur  au   lycée   de   Saint-Etienne. 


I.  Solution  géométrique.  —  Soit  un  point  quelconque 
P  de  l'ellipse  de  gorge.  Par  ce  point  passent  deux  généra- 
trices rectilignes  de  la  surface  G  et  G',  symétriques  par 
rapport  au  plan  de  cette  ellipse.  Les  normales  à  la  sur- 
face, menées  par  les  points  M  et  M',  appartenant  aux 
génératrices  G  et  G',  sont  évidemment  aussi  symétriques 
par  rapport  au  plan  de  l'ellipse  de  gorge,  et,  par  suite, 
percent  ce  plan  au  même  point  R,  et  font  des  angles  égaux 
avec  ce  plan.  Donc  le  rayon  réfléchi  se  confond  avec  la 
normale  en  M'  à  l'hyperboloïde.  Le  lieu  cherché  est  donc 
identique  à  celui  des  normales  à  l'hyperboloïde,  menées 
tout  le  long  d'une  même  génératrice  recliligne.  Or  ce 
dernier  est  un  paraboloide  hyperbolique-,  donc,  etc. 

La  normale  en  P  à  l'hyperboloïde  étant  dans  le  plan 
de  l'ellipse  de  gorge,  le  centre  de  la  sphère,  considérée 
dans  l'énoncé,  décrit  cette  normale^  d'où  il  suit  que  l'en- 
veloppe cherchée  est  une  surface  derévolution  ayant  pour 
axe  la  normale  en  P  à  la  surface  proposée.  De  plus,  la 
génératrice  G  étant  tangente  à  toutes  les  sphères,  Fenve- 
loppc  contient  celte  génératrice.  Dos  lors,  cotte  enveloppe 
est  un  hypcrboloïdo  de  révolution  (^). 

IL  Solution  analytique.  —  Soit  l'hyperboloïde 

^  -^  ^  ~  ;!  —  ^  ' 

(*)    Solution    analogue   par    M.   G.   Launoy,  professeur   au   lycée  do 

Toiivnus. 
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et  la  génératrice  reclilignc 


a        c  \      '    ù 


.V        z         I  /         y 
a         c         A  \  ù 


équations  que  nous  écrirons 

[   ib  z  -\-  cmy  —  bcn    rrr  o, 


(G) 

en  posant 


Posons,  de  plus, 


^    ,    1 

A  -I-  -  zzz  lU^ 
A 


Les  équations  de  la  normale  au  point  M  (a,  j3,  y)  de 
la  génératrice  G  sont 

a^.v  —  a  )  _  h^X  —  fj)  __       r-(z  —  7) 

Le  point  où  cette  normale  perce  le  plan  des  xj  a  pour 
coordonnées 

^i  =  — r'      Ji  —  -77-»      z,  =  o. 

Pour  avoir  les  équations  du  rayon  réfléchi,  écrivons 
l'équation  du  cône  de  révolution  qui  a  pour  sommet  le 
point  d'incidence  et  son  axe  perpendiculaire  au  plan  des 
x/,  nous  obtiendrons 


r{a-x  —  h'oiy     ^    (b'y  —  A'iiyly^         f  y?         ^'\ 
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Cette  équation,  jointe  à  celle  du  plan  vertical  conte- 
nant la  normale,  c'est-à-dire  à 

-— ^--^^-' 

représente  à  la  fois  le  rayon  incident  Qi  le  rayon  réfléchi ^ 
mais,  si  l'on  élimine j^,  par  exemple,  entre  ces  deux  équa- 
tions, on  pourra  obtenir  les  équations  du  rayon  réfléchi 
seulement.  On  trouve,  après  quelques  calculs  et  réduc- 

lions,  puis  suppression  du  lacteur  —  -h  ^î 

[(/-"a  —  a^x)^^!  -\-  c- a. z'\  [[ /,-^ ex.  —  a-x)"-/  —  c-az]  z=r  O, 
qui  se  dédouble  en 

{/{"ce.  —  a'^.xYi  -f-  c'az  nr  o, 
(  /.-a  —  a'^xjy  —  c'^ccz  =  o. 

On  peut  écrire  ces  équations  ainsi  ; 

a'-^(.T  —  a)  c^  {z  —  7) 

a  7 

a^{x  —  a)  c-(:3  -4-  7)  _ 

a  7 

elles  ne  diffèrent  que  par  le  signe  de  y.  Donc  le  rayon 
réfléchi  a  pour  équations 

rtr2(.r~a)  _h'(y—  f>)  _r^(z -\- y] 
a  "  fi  -  y 

Ce  sont  celles  de  la  normale  à  l'hyperboloïde  au  point 
M',  symétrique  de  M  par  rapport  au  plan  des  X)  . 

Le  lieu  demandé  est  donc  un  paraboloïde  hyperbolique. 
La  sphère  considérée  dans  l'énoncé  a  pour  équation 

(.r  -x^Y-h  (J  -  J.)=H-  3-'=  (a  -  .r,)--'-f-  (p  -  j,)^-{-7% 

OU  bien,  en  tenant  compte  des  valeurs  de  .rj,  ;  1  en  lonc- 


î^ 
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tion  de  a,  (5,  y, 

les  indéterminées  a,  (3,  y  étant  liées  par  les  relations 

ihcL  —  an^  —  ahm  =  o, 
2Ùy  -\~  cm'^  -h  bcn    =  o. 

On  peut  en  tirer  les  valeurs  de  a  et  y  en  fonction  de  |3, 
et  substituer  dans  l'équation  de  la  sphère,  ce  qui  donne, 
après  quelques  calculs. 

Cette  équation  est  de  la  forme 

Mp'-+-  2Np  4-P  — o, 

M,  N  et  P  étant  des  fonctions  de  x^  y,  z  ne  contenant 
pas  (3.  L'enveloppe  est  donc 

N2— MP  =o, 
ou  bien,  plus  explicitement, 
[abk'^mn  —  nk'^bnx  —  ^Ji^ayY 

équation  d'une  surface  du  second  ordre. 

En  comparant  avec  l'équation  générale  des  surfaces  du 
second  ordre,  et  posant,  pour  abréger, 

on  trouve 

A  =z/^(k'b'-n-—K'), 

A'=4(4/iV/-— R«), 

A'  :=-  4R% 

B=:0,      B'  =  o,      l\"  —  Sh'k''-nbn; 
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par  suite, 

A  —  k"  z^/^k'b^n-', 

A.'—  k"=  i6h'a\ 
{A  —  A'')  {A'  —  A")  =  6ih'k'a'b'n'=zB"\ 

Ainsi  la  surface  est  de  révolution.  On  trouve,  pour  les 
équations  de  l'axe, 

Z  r=  G, 

2,ah^x  —  bk'^ny  —  h'^  k- m  =  o, 

et  l'on  vérifie  sans  peine  que  cette  droite  est  le  lieu  des 
intersections,  avec  le  plan  des  xy,  des  normales  à  l'hy- 
perboloïde,  le  long  de  la  génératrice  G. 


SOLIITIOIV  DES  QllESTIOlVS  ÉLÉMENTAIRES 
PROPOSÉES  AU  CONCOURS  D'AGRÉGATION  DE  1873: 

Par  m.  GAMBEY, 

Professeur  au  lycée  de  Saint-Etienne. 

Solution  de  la  question  de  Géométrie,    C^*^  ^.3t>  J 

Soit  le  triangle  ABC.  Appelons  Oj,  O2,  O3  les  centres 
des  cercles  exinscrits,  Oi  étant  dans  l'angle  A,  etc.; 
puis,  en  allant  de  A  vers  B,  notons  les  points  de  contact 
ainsi  :  M^,  N,  ;  Mg,  Ng,  ;  M3,  N3.  Conservons  pour  le 
reste  les  notations  ordinaires. 

I.    Les  deux    triangles    A'B'C,    OjO^Og    ont   leurs 

côtés  respectivement  parallèles.  Ainsi  B'C'etOa  O3  sont 

parallèles,  parce  qu'ils   sont  à  la  fois  perpendiculaires 

sur  Oi  A.  Or  on  voit  facilement  que  l'angle  Oj  est  égal 

,    B-^C  ,,        A 

a ou  Qo" • 

1  "?. 
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Donc  les  angles  A',  IV,  Ç'  ont  les  valeurs  respectives 

A  B  C 

go" î      go" •>      go" 

IL  Les  deux  triangles  AM;jA',  ANg  A' donnent 

AA'  AM3  AA'  AN2 


sinAM.A'         sinAA'Aîa        sinAWjA'         sinAA'JNj 

Or 

C  ,  B 

.  AMsA'^go^-i--,      AN.A'rrrgoo^- -5 

et  si  l'on  pose 

AA'M3=:a, 

on  aura 

C  R 

[p  —  ^)C0S—          {p — c)   CCS  — 
AA'=  : -=: ——, 

sm  a  /A 

ces    a  H 

V  2 

A  .     . 

Développant  le  cosinus  de  a  H 5  et  éliminant  les  li- 
gnes trigonométriques  au  moyen  de  leurs  valeurs  en 
fonction  de  a,  Z>,  c  et  du  périmètre  du  triangle  ABC,  il 
vient 

V/  [p  —  a]  [p—  b)  C 

'-f^ '    ■'     ^ '-  z=  tang  - , 
pip-c)  '^'s 

d'où 

C 

a  m  —  • 
2 

Par  suite,  l'angle  M3  AA'r=:  go^  —  C  et  la  droite  A  A' 
est  perpendiculaire  surBC. 

On  démontrerait  de  même  que  BB',  CC  sont  respecti- 
vement perpendiculaires  sur  AC  et  sur  AB. 
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III.  Soient  R  et  ries  rayons  des  cercles  circonscrit  et 
inscrit  au  triangle  ABC^  R'  le  rayon  du  cercle  circon- 
scrit au  triangle  A'B'C. 

Les  triangles  AM3A',  BN3B'  donnent  facilement 

in — Z»)cosC        _.  ,        [p  —  rt)  cosC 

sin—  sm- 

2  2 

et  l'on  tire,  du  triangle  isoscèle  GM3N3. 

C 

M3N;=r:2/?sin-. 

Donc 

(^cosC  -f-  2/v»  sin-- 

A'  M-,  4-  M,  N,  H-  B'  JN,  =  A'  B'  -r- 


mais,  de  la  relation 


.    c: 

sm  - 
2 


on  tire 


ou  Lien 


A'B'  =  2R'sinC'=  aR'cos-, 


^/         A'B'  '2 

C  smC 

2C0S- 

2 


c  H--  2  [p  —  c)  sm-- 

R'  =:. 


sinC 

L'élimination  des  lignes  trigonométriqucs  conduit  i\ 
R'  —  2  R  -h  r. 
Si  l'on  lient  compte  de  ia  relation 

4  R  -■- •  r«  -i-  n  -h  r,  —  A, 
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OÙ  i\i-,  f'bi  f'c  sont  les  rayons  des  cercles  exinscrils,  on 
arrive  aussi  à 

11  zi- • 

2 

IV.  Soit  O  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
A'  B'  C.  On  trouve  facilement  que  l'angle  O  A'B'  est  le 

complément  de  l'angle  C'pnais  l'angle  C  vaut  90° 5 

donc 

OA'B'zrr-. 

2 

C'est  justement  l'angle  que  font  les  droites  A'B'  et  A'A. 
Il  s'ensuit  que  A  A'  passe  par  le  point  O  5  il  en  est  donc 
de  même  de  BB'  et  de  CC 

Solution  de  la  question  de  Mécanique. 

Soi ent  les  centres  d'attraction  G ,  C,  C, ...  en  nombre  n , 
dont  les  coordonnées  sont  «,  Z>,  c,  a' ^  b'^  c',  a" ^  h" ^  (^" •>"•'■) 

x,j,  z  les  coordonnées  du  point  M  dans  sa  position 
d'équilibre  5 

Ci,  p,  y,  a',  |3',  y',  a'^,  (3'',  y'',  c . .  les  angles  que  font  res- 
pectivement les  droites  CM,  CM',  (^"W ^. . .  avec  trois 
axes  rectangulaires  se  coupant  au  centre  de  la  sphère; 

1,  i^t,  y  ceux  du  rayon  passant  en  M  avec  les  mêmes 
axes  ^ 

R  une  force  égaie  à  la  résistance  de  la  sphère  et  pou- 
vant remplacer  cette  sphère,  de  sorte  que  le  point  M 
puisse  être  considéré  comme  entièrement  libre. 

Posons 

C  M  =:  d^     CM'  =z  d' ,     CM"  =  d%.  .  .,' 

et   prenons   pour  unité  l'attraction  de  l'un  quelconque 
des  centres  sur   le  point  M  à   l'unité   de  distance.    Les 
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forces  attractives  seront  alors  mesurées  par  les  distances 
d,  d\  d\ .... 

L'équation  de  la  sphère  sera 

Cela  posé,  les  conditions  d'équilibre  d'un  point  maté- 
riel entièrement  libre  donnent,  dans  l'hypothèse  ac- 
tuelle, 

^cosK  -h  ^-/'cosa'  ;  •  •  .  f-  R  cos>  =  2<:/cosa  H-  R  cos>  =  o, 
^cos ^  -\-  d' ces p'  H-  .  .  .  -f-  R  cos p.  =  2 <:/  CCS fJ  H-  R  ces  m  =  o , 
dcosy  -f-  d' cosy'  -f    .  .  .  -h  R  cosv  — -  2<:/c0S7  -I-  R  cosv  =  o  ; 

mais  on  a 

a  —  .r  b  —  y  c  —  z 

COSa  := •)       COSp  =  -^5       COS7  = ; — 5 

d  d  d 

,       a' — X               ^,       h' — r  ,       c' — z 

COSa  r= 5        C0S(3^= -^i       COS  7= 


/'  '  d'  '  d' 

.        X  y  z 

COSArzi:— 5        COS(X=— 9         C0SV=:-' 
r  r  r 

Les  équations  d'équilibre  deviennent  ainsi 

2  { «  —  x)-\ =  o , 

r 

7' 

Si  l'on  appelle  x^yi,  z^  les  coordonnées  du  centre 
des  moyennes  distances  des  n  centres  d'attraction,  ces 
équations  conduisent,  par  Félimination  de  R,  à 

'Il  —  Zj  —  Il 
.V  y         z 
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La  résultante  dos  attractions  passe  donc  par  le  centre 
des  moyennes  distances  des  centres  donnés. 

On  trouve,  sans  difficulté,  pour  les  valeurs  de  x,  y,  z  : 


V  —  — 

r.r, 

zt 

v/x;-f-JÎ+zï 

'Ti 

^    ± 

s/-^]  -+-^'+3.' 

^_ 

rZi 

ou,  en  appelant  di  la  distance  du  point  (Xi,  ri,  z^)  au 
rentre  de  la  sphère, 

r.r.  rjK,  rz, 

"=ï<'  ^'■=±jr  '=±7^' 

On  prendra  devant  r/j  le  signe  -j-,  parce  que  x,  y.  z  ont 
le    même  signe  que  Xy^  }  i,   z^. 

L'intensité  de  la  résultante  se  calcule  ensuite  facile- 
ment. On  trouve 

—  Yx-z=^n  (r/i  —  /■). 

Si  l'intensité  R  est  donnée,  les  équations  d'équilibre 
deviennent  d'abord 

/.'  (.r,  —  .r;  — , 

/ 

^  (r.  —  r)=^--  — -.-" 

n  (c,  — z)  =  — —• 
Elevant  au  carré  et  ajoutant,  il  vient 

n-  [(  .r,  —  ^y^  -h  (  J,  —  j)-  +  (  3,  —  2)= J  .-  R-  =  n-  [d,  ~  /•)-', 

on  bien 

(jr~.r,)--h  (.]'  — ri?-;-  {z~z,y  =  {d,  —  rf, 
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équation  d'une  sphère.  Les  coordonnées  du  point  M  de- 
vant aussi  vérifier  les  équations  de  la  splière  donnée,  le 
lieu  de  ce  point  est  un  cercle  déterminé  par  les  équa- 
tions 


INTERSECTION  DE  DEUX  CONIQUES  AYANT  UN  AXE  RÉEL 

COMMUN. 


Solution  géométrique  j 
Par  m.  R.  LEFÉBURE  DE  FOURCY. 

Ce  problème  peut  toujours  se  ramener  à  un  autre  plus 
simple  :  Construire  les  points  de  rencontre  d'un  cercle 
avec  une  ellipse,  l'ellipse  ayant  son  petit  axe  en  prolon- 
gement d'un  des  diamètres  du  cercle. 

Nous  présenterons  d'abord  cette  solution  et  nous  gé- 
néraliserons ensuite. 

Pourobtenirlessécantescommunes,  jeconstruisun  cy- 
lindre ayant  l'ellipse  pour  section  droite,  et  un  cône  avant 
le  cercle  pour  directrice.  Il  suffit  de  placer  le  sommet  de 
ce  cône  de  toile  sorte  qu'il  se  coupe  avec  le  cylindre  sui- 
vant une  courbe  plane;  l'autre  courbe  d'entrée  sera  for- 
cément plane  aussi  et,  en  déterminant  trois  points  de 
chacune  d'elles,  on  aura  des  plans  dont  les  traces  sur  le 
plan  des  courbes  données  seront  les  cordes  communes 
cherchées. 

On  a  tout  intérêt  à  disposer  la  ligure  syméiriquemenl. 
Nous  placerons  donc  les  courbes  sur  le  plan  horizontal, 
de  telle  sorte  que  Taxe  commun  soit  parallèle  à  la  ligne 
de  terre. 
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Reste  à  trouver  une  courbe  plane  qu'on  puisse  placer 
sur  le  cône  et  sur  le  cylindre.  On  voit  que  la  section  cir- 
culaire du  cylindre  remplit  ces  conditions.  Plaçons-la 
de  telle  sorte  qu'elle  soit  sur  une  même  sphère  avec  le 
cercle  directeur,  ce  qui  est  facile,  et  on  pourra  faire  pas- 
ser un  cône  par  les  deux  cercles;  il  ne  reste  plus  qu'à  en 
construire  le  sommet  et  la  projection  sur  le  plan  verli- 
cal.  Les  plans  des  courbes  d'intersection  se  projettent 
suivant  des  droites  ;  il  suffira  d'en  avoir  deux  points  au 
lieu  de  trois-:  on  les  obtient  par  l'intersection  des  géné- 
ratrices situées  aux  extrémités  de  l'axe  commun. 

Reste  à  vérifier  que  les  autres  cas,  compris  dans  notre 
en-tète,  peuvent  se  ramener  à  celui  dont  nous  venons  de 
donner  la  solution. 

1°  Les  deux  courbes  sont  deux  ellipses. 
En  projetant  orthogonalement  ou  obliquement,    sui- 
vant les  cas,  nous  pourrons  toujours  revenir  à  la  figure 
précédente. 

2*^  Nous  avons  une  courbe  fermée  et  une  courbe  à 
brandies  infinies. 

Nous  prenons  au-dessus  de  l'axe  commun  un  point 
sommet  de  deux  cônes,  dont  les  directrices  sont  les 
courbes  données.  En  général,  une  section  convenable- 
ment choisie  nous  donnera  deux  courbes  fermées. 

Cependant,  si  nous  avons  hyperbole  et  ellipse,  dans 
le  cas  où  les  sommets  de  cette  dernière  sont  de  part  et 
d'autre  de  ceux  de  l'hyperbole,  il  faudra  mener  dans  les 
cônes  une  section  déterminant  deux  hyperboles,  ce  qui 
nous  ramènera  au  dernier  cas  que  nous  allons  examiner. 
3°  Cas  où  les  deux  courbes  sont  à  branches  infinies. 
Nous  devrons  encore  nous  servir  de  la  projection  co- 
nique pour  fermer  les  courbes.  En  général,  une  seule 
opération  suffira. 

Lorsque  les  deux  sommets   de  la  première^  hyperbole 
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sont  intérieurs  à  l'une  des  branehes  de  la  seconde,  une 
section  dans  les  cônes  ne  pourra  fermer  qu'une  courbe  à 
la  fois.  II  faudra  fermer  l'hyperbole  dont  les  sommets 
sont  intérieurs  à  l'autre,  et  nous  serons  ramenés  au  cas 
ordinaire  de  la  construction  du  n°  2. 

Il  va  sans  dire  que  les  plans  sécants,  menés  dans  les 
cônes  et  dans  les  cylindres,  doivent  être  perpendicu- 
laires au  plan  vertical. 

C'est  à  cette  condition  seulersent  que  les  courbes  se 
transforment  en  conservant  un  axe  commun. 


Sl]R  LA  DISTRlBUTIOPi  DE  L'ÉLECTRICITÉ  A  LA  SURFACE 
DES  CORPS  CONDIICTEMS; 

Par  m.  J.  MOUTIER. 


Cet  article  a  pour  but  d'indiquer  quelques  démonstra- 
tions nouvelles  de  théorèmes  généraux  relatifs  à  la  distri- 
bution de  l'électricité  sur  les  corps  conducteurs. 

Théorème  de  M.  Chasles  [^).  —  i^  Quand  un  corps  est 
en\'eloppé  de  toutes  parts  par  une  surface  Jentiée^  la 
somme  des  répulsions  du  corps  sur  les  éléments  super- 
ficiels de  cette  surface^  estimées  suivant  les  normales  à 
ces  éléments,  est  égale  à  la  masse  du  corps  multipliée 
par  4  TT  5 

2°  Quand  un  corps  est  extérieur  à  une  surface  fermée^ 
la  somme  des  répulsions  du  corps  sur  les  cléments  super- 
ficiels de  cette  surface^  estimées  suivant  les  normales  à 
ces  éléments^  est  égale  à  zéro. 

Considérons  en  premier  lieu  un  point  A  situé  à  l'inlé- 


(*)  Additions  a  la  Connaissance  des  Temps ^  p.  i^  >  ï8/p. 
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rieur  d'une  surface  lerinée  S.  Prenons  au  point  B  de  la 
surfaee  un  élément  w  et  supposons  cet  élément  repoussé 
par  une  force  dirigée  suivant  AB,  proportionnelle  à  la 
masse  m  du  point  A,  à  Taire  de  l'élément  w,  et  inverse- 
ment proportionnelle  à  la  dislance  AB  =  r,  de  sorte  que 

la  force  puisse  se  représenter  par  ni  -• 

Menons  au  point  B  la  portion  de  la  normale  à  la  sur- 
faee BN  située  en  dehors  de  la  surface  fermée^  désignons 
par   cp   l'angle    de   BN^avec    le    prolongement   de    AB^ 

iJi-l  coscp  est  la  composante  de  la  répulsion  dirigée  sui- 
vant la  normale,  ou  la  répulsion  estimée  suivant  la  nor- 
male. 

Mais  — -^  est  1  élément  spherique  intercepte  par   le 

cône,  dont  le  sommet  est  A  et  la  base  co,  sur  la  sphère  dé- 
crite du  point  A  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  l'u- 
nité. Pour  la  surface  S  tout  entière,  \^  — ~  -^^  4^?  P^^' 
suite, 

2  0) 

—  COS(f  r^  4^^'''* 

Supposons  en  second  lien  le  point  A  extérieur  à  la  sur- 
face S.  Le  cône,  ([ui  a  pour  sommet  A  et  pour  base  w, 
coupe  une  seconde  fois  la  surface  S  en  un  point  B'  5  il  in- 
tercepte sur  la  surface  un  second  élément  w',  à  une  dis- 
tance ;■'  du  point  A.  Si  l'on  appelle,  comme  précédemment, 
z^'  l'angle  que  fait,  avec  le  prolongement  de  AB',  la  nor- 
male menée  au  point  B'en  dehors  de  la  surface,  on  voit, 
d'après  le  raisonnement  qui  précède,  que 

wCOScp  w'cosç' 

de  sorte  que  les  répulsions  estimées   suivant  la  normale 
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ont  une  somme  algébrique  nulle,  et,  par  suite,  pour  la 
surface  fermée  tout  entière. 


—  COS'j;  =r  O. 


y  Cl 

m  - 

Cette  propriété  se  généralise  d'une  façon  évidente.  Si 
l'on  appelle  en  général  M  une  masse  agissante,  et  Pc  la 
répulsion,  estimée  suivant  la  normale,  qu'exerce  un  élé- 
ment m  de  la  masse  M  sur  un  élément  superficiel  de  la 
surface  fermée,  la  somme  des  forces  SB.,  étendue  à  la 
masse  M  et  à  la  surface  fermée,  est  égale  à  4^  M  ouà  zéro, 
suivant  que  la  masse  M  est  intérieure  ou  extérieure  à  la 
surface  fermée. 

Les  mêmes  théorèmes  s'appliquent  aussi  bien  aux  at- 
tractions qu'aux  répulsions,  h.  l'attraction  universelle  qu'à 
l'électricité  distribuée  sur  les  corps  conducteurs;  la  loi 
de  Coulomb,  qui  régit  dans  ce  cas  les  forces  électriques, 
a  la  même  forme  que  la  loi  de  la  gravitation  universelle. 

L'électricité  se  porte  à  la  surface  des  corps  cojiduc- 
teurs.  —  Considérons  un  corps  conducteur  électrisé,  et 
supposons  qu'il  existe  de  l'électricité  à  l'intérieur  du 
corps.  Imaginons  une  surface  fermée  S  à  l'intérieur  du 
conducteur;  désignons  par  M  la  masse  électrique  située 
à  l'intérieur  de  la  surface  S,  par  M'  la  masse  électrique 
extérieure  à  cette  surface. 

En  chaque  point  de  la  surface  S  s'exercent  des  forces 
répulsives  provenant  de  M  et  de  M'*,  ces  forces  se  font 
équilibre;  par  suite,  la  somme  de  leurs  projections  esti- 
mées suivant  la  normale  à  la  surface  est  nulle.  Désignons 
par  il  la  résultante  des  forces  répulsives  de  ]M  estimée.'^ 
suivant  la  normale;  par  RMa  résultante  des  forces  répul 
sives  de  M'  estimées  de  la  même  manière,  R  -f-R'=::r  o; 
])ar  suite,  la  somme  des  quantités  analogues  doitêtre  nulle 
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pour  la  surface  entière, 

D'après  le  théorème  précédent, 

2R  — 47r]M,       :LR'r=:o; 

on  a  donc 

Ainsi  il  ne  peut  y  avoir  d'électricité  à  l'intérieur  d'une 
surface  fermée  S  tracée  à  Tintérieur  du  conducteur  5  toute 
rélectricité  doit  donc  se  trouver  à  la  surface  du  conduc- 
teur. 

Théorie  de  Poisson.  —  L'électricité  forme  donc  une 
couche  mince  à  la  surface  du  conducteur;  la  condition 
d'équilibre  de  cette  couche  est  déterminée  de  la  manière 
suivante  dans  la  théorie  de  Poisson. 

Si  l'on  considère  une  molécule  quelconque  de  fluide 
neutre  à  l'intérieur  du  conducteur,  les  deux  électricités 
de  cette  molécule  sont  sollicitées  par  des  forces  égales  et 
contraires  provenant  des  dilïérents  points  de  la  couche; 
par  conséquent,  il  faut,  pour  l'équilibre,  que /«/'e^tiZ/^n^e 
des  actions  exercées  par  la  couche  électrique  sur  un 
point  quelconque  pris  à  V intérieur  du  conducteur  soit 
nulle  ;  de  cette  façon,  les  électricités  positive  et  négative, 
qui  constituent  chaque  molécule  de  fluide  neutre  à  l'inté- 
rieur du  corps, seront  en  équilibre,  et  aucune  décompo- 
sition électrique  nouvelle  ne  pourra  se  produire  à  l'inté- 
rieur du  conducteur. 

Théoi\ï:me  de  Laplace.  —  L'action  d^une  couche  élec- 
trique sur  un  point  quelconque  de  la  couche  est  normale 
à  la  surface  du  conducteur  et  proportionnelle  à  l'épais- 
seur de  la  couche  électrique  en  ce  point. 

On  ne  cormaîl  pas  la  démonstration  même  de  Laplace; 
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elle  avait  été  communiquée  par  Lapîace  à  Poisson,  qui 
s'exprime  ainsi  à  ce  sujet  :  «  On  trouvera,  dans  la  suite 
de  ce  Mémoire^  une  démonstration  purement  synthétique 
que  M.  Laplace  a  bien  voulu  me  communiquer,  et  qui 
prouve  que,  à  la  surface  de  tous  les  corps  électrisés,  la 
force  répulsive  du  fluide  est  partout  proportionnelle  à  son 
épaisseur  [*),  »  Plus  loin.  Poisson  rapporte  la  démonstra- 
tion et  termine  ainsi  :  a  Cette  démonstration  est  celle  que 
nous  avons  annoncée  au  commencement  de  ce  Mémoire, 
et  qui  nous  a  été  communiquée  par  M.  Laplace.  Nous 
Pavons  rendue  un  peu  plus  générale,  en  considérant 
d'abord  une  couche  fluide  ou  solide  qui  n'était  pas  assu- 
jettie à  n'exercer  aucune  action  sur  les  points  de  sa  sur- 
face intérieure  (**).  ))  Une  autre  démonstration  du  théo- 
rème de  Laplace  a  été  donnée  depuis  par  Plana  (***). 
On  peut  démontrer  ce  théorème  par  des  considérations 
simples. 

Menons  en  un  point  M  du  conducteur  une  normale  à 
la  surface,  qui  coupe  la  couche  électrique  au  point  M',  à 
une  distance  MM'  =  e,  infiniment  petite  d'ailleurs.  Lna- 
ginons  au  point  M'  un  plan  perpendiculaire  à  MM'^  ce 
plan  découpe  sur  la  couche  un  petit  segment  ayant  pour 
flèche  MM'  :  nous  désignerons,  pour  abréger,  ce  segment 
par  5,  et  le  reste  du  volume  de  la  couche  par  S. 

Le  segment  s  exerce  aux  points  M  et  M'  des  forces  ré- 
pulsives/^et^',  que  nous  allons  d'abord  évaluer. 

Pour  déterminer  jf,  imaginons  un  cône  infiniment  délié 
ayant  son  sommet  au  point  M  ;  désignons  par  w  Pélémenl 


(*)  Mémoires  de  lu  élusse  des  Seieuces  mathcinatKjues  et  physiques  de 
r Institut,  p.,  5  ;  année  i8i  i . 

{**)  Loc.  cit.,  p.  3/,. 

(***)  Mémoire  sur  la  distribution  de  l'électricité  ù  lu  surjuee  de  deux 
sjihèjes  conductrices,  p.  23. 
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sphérique  intercepte  par  ce  cône  sur  la  sphère  décrite  du 
point  M  comme  centre  avec  l'unité  pour  rayon.  Une  gé- 
nératrice du  cône  rencontre  le  plan  perpendiculaire  à 
MM'  en  un  point  A  ;  désignons  par  a  l'angle  de  cette  gé- 
nératrice avec  MM'. 

Si  l'on  décrit  du  point  M  comme  centre  deux  sphères 
ayant  pour  rayons  r  et/-f-  dr\,  l'élément  intercepté  entre 
ces  deux  sphères  et  la  surface  conique  a  pour  volume 
r^(ùdr,  et  son  action  répulsive  sur  le  point  M  est  o)dr, 
de  sorte  que  l'action  du  cône  MA  sur  le  point  M  est,  en 
posant  AM  =  p, 


w  clr  zir  (af. 


Mais  cette  force  se  décompose  en  deux  autres  :  l'une. 
wpsina,  tangentielle;  l'autre,  wpcosa,  normale  à  la  sur- 

face.  Dans  le  triani^le  MAM',  o  rz=:  — —  •  les  composantes 

tangenlielle  et  normale  ont  pour  valeurs  respectives 
0)  étang  a  et  o)e.  A  chaque  composante  tangentielle  cor- 
respond une  autre  force  égale  et  directement  opposée,  de 
sorte  que  la  force  répulsive  au  point  M  est  normale  à  la 
surface,  et  a  pour  valeur,  en  étendant  la  somme  au  seg- 
ment s. 

Pour  évaluer  y^',  imaginons  de  même  un  cône  infini- 
ment délié  ayant  son  sommet  au  point  M^  désignons  par 
0)  l'ouverture  sphérique  du  cône,  par  p  la  longueur  d'une 
génératrice  M'A'  interceptée  dans  le  segment  s,  par  a 
l'angle  de  cette  génératrice  avec  MM'. 

L'action  exercée  par  le  cône  sur  le  point  M'  est  onp: 
les  composantes  tangenlielle  et  normale  ont  pour  va- 
leurs 0)0  3ina,  o)ccosa;  le  triangle  MA' M',  à  la  limite, 
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est  rectangle,  p  =^ ?  eî,  par  suite,  d'après  le  raison- 


cosa 


nement  précédent,  la  force  f^  est  dirigée  suivant  MM'  et 
a  pour  valeur  2  7re.  La  force/'  est  donc  égale  et  directe- 
ment opposée  à  la  force  f. 

Considérons  maintenant  un  point  intérieur  à  la  cou- 
che électrique  et  situé  sur^  le  prolongement  de  MM'  à 
une  très-petite  distance  du  point  M'.  La  résultante  des 
actions  de  la  couche  entière  est  nulle  en  ce  point,  de 
sorte  que  la  portion  S  de  la  couche  exerce  en  ce  point  une 
force/i  égale  et  directement  opposée  à/'.  L'action  exer- 
cée par  S  au  point  M  diffère  infiniment  peu  àej\  ou  de 
y  en  valeur  absolue,  ou,  par  conséquent,  de/.  D'ailleurs 
le  segment  s  exerce  au  point  M  la  répulsion/^  par  con- 
séquent, la  couche  entière  exerce  au  point  M  une  répul- 
sion normale  à  la  surface  et  égale  à  2/ou  /[T:e. 

Les  théorèmes  précédents  s'appliquent  à  un  système 
(juelconque  de  conducteurs;  il  en  est  de  même  du  théo- 
rème de  Laplace.  Dans  ce  cas,  S  désigne  la  somme  des 
volumes  des  couches  électriques  à  l'exclusion  du  petitseg- 
ment  s  ;  la  démonstration  reste  la  même. 

Ainsi,  en  chaque  point  d'un  conducteur,  s'exerce  une 
force  répulsive  normale  à  la  surface  du  conducteur  et  pro- 
portionnelle à  l'épaisseur  de  la  couche  électrique  en  ce 
point.  L'électricité  exerce  donc,  en  chaque  point  de  la 
surface  du  conducteur,  une  pression  normale  à  la  surface 
du  conducteur,  proportionnelle,  d'une  part,  à  la  répulsion 
précédente  471^,  d'autre  part,  à  l'épaisseur  de  la  couche  e; 
cette  pression  est  donc  égale  à  4^^"^  cZ/c*  est  proportion^ 
iielle  au  carré  de  V épaisseur  électrique.  Cette  pression 
est  contre -balancée  par  la  résistance  qu'oppose  le  milieu 
environnant  à  l'écoulement  de  l'électricité. 

(  A  suivre.  ) 
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EXPOSITION  DE  l\  MÉTnODË  DES  ÉQVIPOLLEIVCES 

(  suite,  voir  z'  série,  t.  XII,  p.  5^9); 

Par  m.  g.  BELLAVITIS. 

(Traduit  de  l'italien  par  M.  Laisant,  capitaine  du  Génie.) 

152.  En  se  rappelant  les  formules  du  n°  92,  chacun 
verra  que  l'équipollence  de  l'ellipse  (145)  peut  s'écrire 
sous  la  forme 

^,^       OA  —  s/OB    ,       OA  -f-  v/OB      , 

•2  2 

OU,  par  la  construction  du  n"  149,        » 

OM  u^  —^  OK  e'  +  -  OK,  £-'. 

Les  deux  termes  du  second  membre  expriment  deux 
mouvements  circulaires  de  rayons  -jOKj-jOKi,  exécu- 
tés avec  des  vitesses  égales,  mais  de  sens  contraires, 
comme  l'indique  l'opposition  de  signe  des  exposants  de 
€',  £~'^  par  suite,  l'ellipse  peut  être  décrite  par  la  com- 
position de  deux  mouvements  circulaires.  Il  en  résulte 
qu'elle  est  une  hypocycloide. 

ADDITION  DU  TRADUCTEUR  AU  N»  152. 

Etude  de  l'itrperbole. 

En  suivant  pas  à  pas  l'exposé  précédent  des  propriétés  de  i'ellipsc  et 
en  employant  la  notation  si  commode  des  fonctions  hyperboliques,  il 
est  facile  d'établir  quelques-unes  des  principales  propriétés  de  l'hyper- 
bole :  c'est  ce  que  nous  allons  faire  rapidement.  Le  lecteur  saisira  sans 
peine  dans  ce  qui  va  suivre  les  analogies  et  les  différences  entre  les  deux 
courbes. 

ÉquipoUencc  de  l'hyperbole.  —  L'iiypcrbole  est  exprimée  par  l'équi- 
pollence 

(i)  OM  A  xO\  -t-.vOR  {fg.  3:>  bis), 


(59) 

X  et  y,  quantités  réelles,  étant  liées  par  la  relation 

ce  que  l'on  peut  faire  en  posant  x  =  ch  r ,  j  =  sh  f .  On  voit  sans  peine  que 

Fig.  32  bis. 

T. 


JS      //A, 


OA,  OB  sont  deux  demi-diamètres  conjugués,  et  que  OB  est  le  demi-dia- 
mètre imaginaire. 

[J  suivre.) 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  Lettre  de  M.  Catalan. 

Parmi  toutes  les  manières  de  démontrer  la.  formule  du 
binôniey  a-t-on  remarque  celle-ci? 

Soit 

m  mim  —  i  )  T7i{m  —  i){m  —  ?.) 

^     '  I  I  .-i  I  .2.0 

jc  étant  compris  entre  -h  i  et  — i  (exclusivement),   de 
manière  que  la  série  soit  convergente. 

Si  l'on  prend  les  dérivées  des  deux  membres,  on  a 

[m  —  I  )  [pi  —  ?.) 


f  —  m 


m  —  1 

1  H X 


~  xM- 


I  1.2 

puis,  en  multipliant  par  i  -H  x, 

{m  —  I  )  (///  —  2) 
I     1  -1 X  -t- 


-f-       1 


I  .2 

/;/  —  I 


I 


] 
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c'est- 

-a- 

-dirc, 

à 

cause  de  1 

'  égal  i  lé 

(') 

^ 

(^  + 

■r)yr=: 

mj 

j 

ou 

(2) 

T 

/>  J 

1  

X 

On  conclut,  de  celte  équation  caractéristique , 

(3)  /=r  (1-+-^)'". 

2.  On  sait,  depuis  Dirichlet  (?),  qu'//  n'est  pas  tou- 
jours permis  de  grouper,  cVune  manière  arbitraire,  les 
termes  cVune  série.  L'exemple  suivant  me  parait  très- 
propre  à  démontrer  cette  proposition. 

Soit 

1  I    I    I    I    I    I    I    I    I 

l2.z=l 1-_|_^ _j ^ 

2  6        4    ^    t)    7    o   9    10    II 

T       I       I       I       I 

12    li    14    i5    10 
et,  par  conséquent, 

2   I   2   I    2   I   2   I    ?, 

3   2'5   3   7   4   9   5 


1 1 


I    1        I 

6   10   7 


Si  l'on  réduit  les  termes  semblables,  il  semble  que  l'on  a 
.  I         I         1        I         I        I  I         I 

2^2  =:  I  -h ^-  -  H j  -\~-     l F  H-  •  •  •  » 

0207       4      9      ï  '      O 
ou,  en  groupant  dijfjêrcminent  les  termes, 
Il        I        i        I        I        I 

2     2  _  I  —  -  -r  ^  —  -  -h  -^  —  ^  -+-  -  -  ^  -r-  .  .   .  , 


c'est-à-dire  il 2  --  li 
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SOLl]TIO]\S  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DAI^S  LES  NOUVELLES  AIVMLES. 


Question   1098 

(voir  ?.*  série,  t.  XI,  p.  480); 

Par  m.   C.   MOREAU. 

I  \ 


La  différence  entre  (  i  H j    et  e  est  comprise  entre 


e 


et 5  oucl  que  soit  m. 

Il  faut  démontrer  les  inégalités 


en  isolant  (  i  H )    •>  elles  reviennent  aux  suivantes  : 

,.                         im          ^  (           \\^    ^     im  -^  \ 
{ 2  )  e 'C.     I  _|_  _      <^  ^. 

Supposons  d'abord  ni  négatif  et  plus  grand  que  i  en 
valeur  absolue,  en  changeant  m  en  —  m,  les  inégalités  (2) 
deviennent 

im         ^  [  t  \-"'  -^.m  —  I 

^  —, :  <-^    I  ~  -       <  ^- 


im  —  I  \  m  j  lin  —  2 

ou 

r 

I  \  -"'   _      ^~'ô^i 

I <  6'  , 


l  \  111  j  I 

2  m  m 


et,  en  prenant  les  logarithmes  népériens, 

1  —  log   (  I ]    <^  _  ,;;  lojr  {  x  —  - 


I  -h  loft-  (  I ]  —  log  (  I 


(  ^2  ) 

Or,  m  étant  plus  grand  que  i , 

log  (  i )      et      lou  (  I 

\         m  :  ''   \         im 

sont  développables  en  séries  convergentes,  et,  en  rédui- 
sant les  termes  semblables,  les  inégalités  deviennent 

I  r  I  ^11 

1  H h  - — r.  -r-  ■  .  .  H :: — -  -}-...<   I 


I  3  -2^—  I 


On  voit  alors  que  les  deux  premiers  termes  sont  les 
mêmes  dans  les  trois  membres,  et  que  les  autres  vont 
respectivement  en  augmentant  du  premier  membre  au 

troisième,  si  l'on  a  p2^  ^  p  -\-  i'^  — - —  5  ce  qui ,  en 

somme,  revient  k  p  -\-  i  <^ip^  inégalité  toujours  vérifiée 
à  partir  de  p  =  2. 

Il  résulte  donc  de  là  que  les  inégalités  (2)  sont  vraies 
pour  toutes  les  valeurs  de  m  comprises  entre  —  i  et  — 00  . 

Faisons-y  /7^  =  —  i  —  j?i\  m'  sera  un  nombre  positif 
quelconque  dans  les  inégalités  suivantes  : 

im'-ho.         [  I       \ -('«'-+->)  im' ^- \ 

e <  i  I <  e 

^rn'  -h  i  \  m'  -\-  i  / 


irn 


Multiplions-les  par  —7— — 5  il  viendra 


m 

ni  -r-  1 


2m'  f  I  \'«'    ^     2m' +  I 


2  /fi  -i-  I  \  ml  2  /n 


On  retrouve  ainsi  les  inégalités  (2),  qui  sont,  par  suite, 
démontrées  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  m. 
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Il  est  facile  de  voir  que  ces  inégalités  sont  eiicore  vraies 
pour  les  valeurs  m  =:  o  et  m  =  —  i  ^  il  s'ensuit  donc  que 
la  question  proposée  est  démontrée  pour  toutes  les  va- 
leurs positives,  nulles  ou  négatives  de  m,  excepté  pour 
celles  qui  sont  comprises  entre  o  et  — i.  Cela  tient  à  ce 

que,  pour  ces  dernières  valeurs,  la  fonction   (  i  H 

est  discontinue,  passant  brusquement  du  positif  au  né- 
gatif et  à  l'imaginaire,  et  qu'on  ne  peut  pas  lui  assigner 
des  limites  variant  d'une  manière  continue. 

Note,  -r-  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Question  1118 

(voir  ?."  série,  t.  XII,  p.    384); 

Par  m.  h.  BROCARD. 

Siw  une  droite  AB  comme  hase,  on  décrit  trois  trian- 
gles isoscèles  ABC,  ABC,  ABC^^  dont  les  hauteurs  soieni 
respectivement  égales  aux  produits  obtenus  en  multi- 
pliant la  moitié  de  la  hase  par  les  nonihres  un,  deux, 
trois  :  démontrer  que  la  somme  des  trois  angles  au 
sommet  de  ces  triangles  est  égale  à  deux  droits. 

(LiONNET.) 

Désignons  par  a,  |3,  y  les  compléments  des  trois  angles 
moitiés.  On  a  tanga=i,  tangjS  =  2,  tangy=3.  Le  pro- 
duit de  ces  trois  nombres  étant  égal  à  leur  somme,  les 
trois  angles  a,  (3,  y  ont  pour  total  180  degrés.  Il  en  est 
donc  de  même  de  leurs  compléments. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Pellissier;  Gambey  ; 
Lez  ;  Cil.  C.  ;  A.  Morel  ;  Vannctelle;  Beaujeux  ;  Viaud  ;  à  la  Rochelle;  Paul 
Demartcyu,  à  Klagcnfuit  en  ("arinthie  ;  Il(Miii(]uo  y  I)ia/,  élève  in<;éniinii 
à  l'Lniversité  de  Liéjje;  S.  Leviinen,  à  llolsiii^jlors;  G.  D.;  L.  Gaurol. 
professeur  au  lycée  du  Mans;  E.  Gatti,  étudiant  à  l'Université  de  Turin; 
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A.  Moreau,  ingénieur  des  Arts  et  Manufactures;  Jardin,  professeur  au 
lycée  de  lircsl;  L.  Goulin,  élève  du  lycée  du  Havre;  R.  Launoy,  maître 
auxiliaire  au  lycée  de  Lille;  C.  V.  et  E.  W.,  élèves  du  lycée  Louis-le- 
(irand. 


QUESTIONS. 


1125.  Un  télraèdre,  dont  les  six  arêtes  sont  mesurées 
par  des  nombres  entiers,  ne  peut  pas  avoir  parmi  ses 
angles  solides  un  trièdre  trirectangle^  mais,  sur  les  arêtes 
d'un  tel  trièdre,  on  peut,  et  d'une  infinité  de  manières, 
prendre  trois  longueurs,  OA,  OB,  OC,  en  nombres  en- 
tiers, tels  que  l'aire  du  triangle  ABC  soit  elle-même  me- 
surée par  un  nombre  entier  ainsi  que  les  trois  autres 
faces  du  tétraèdre  résultant  OABC. 

(Abel  Transon.) 

1126.  Trouver  Tenveloppe  d'une  sphère  tangente  à 
une  surface  du  second  degré  donnée,  et  coupant  orthogo- 
nalement  une  sphère  également  donnée. 

(E.  Pellet.) 

1127.  Lorsqu'un  cercle  passant  par  un  point  fixe  F 
est  vu  sous  un  angle  constant  d'un  autre  point  F',  ce 
cercle  enveloppe  un  limaçon  de  Pascal  qui  a  pour  foyer 
double  le  point  F  et  pour  foyer  simple  le  point  F'. 

(H.  Fai;re.) 

1128.  Si  un  nombre  premier,  P,  est  égal  à  la  somme 
(Je  trois  carrés,  P^  est  généralement  égal  aussi  à  la  somme 
de  trois  carrés-,  il  ne  pourrait  y  avoir  exception  que  si  P 
était  décomposable  en  deux  carrés  (*).        (Catalan.) 

(*)  Encore  n'est-il  jias  sûr  que  ce  cas  d'exception  puisse  se  présenter  :  le 
nombre  premier  29=3iG-f-9-f-4  =  25-i-4;  néanmoins  29°=  a/j'-l-iG^-f-  3". 


(65  ) 

SDR  LA  DISTRIBUTION  DE  L'ÉLECTBICiTÉ  A  LA  SLRFACE 
DES  CORPS  i;Oi\DllCTEi]RS 

(voir  même  tome,  p.  5i); 

Par  m.   J.   MOUTIER. 


Surfaces  de  nweau.  —  La  résultante  des  forces  répul- 
sives exercées  en  chaque  point  d'un  conducteur  étant 
normale  à  la  surface  du  conducteur,  il  en  résulte  que 
cette  surface  est  une  surface  de  niveau. 

M.  Cliasles  appelle  points,  correspondants ,  sur  deux 
surfaces  de  niveau,  deux  points  situés  sur  une  ligne  tra- 
jectoire orthogonale  à  toutes  ces  surfaces,  et  éléments 
superficiels  correspondants,  sur  deux  surfaces  de  niveau, 
les  éléments  compris  dans  un  canal  infiniment  étroit, 
dont  les  arêtes  sont  toutes  des  lignes  trajectoires  orthogo- 
nales aux  surfaces  de  niveau.  M.  Chasles  a  établi  que  les 
attractions  d'un  corps  sur  deux  éléments  superficiels  cor- 
respondants sont  égales  (^)  ;  il  est  aisé  de  retrouver  cette 
propriété  au  moyen  du  théorème  qui  sert  de  point  de  dé- 
part à  cette  étude. 

Considérons,  en  effet,  une  surface  fermée  limitée,  d'une 
part,  par  deux  éléments  superficiels  correspondants, 
d'autre  part,  par  le  canal  infiniment  étroit  considéré  tout 
à  l'heure.  Soient  F  et  F'  les  attractions  exeicées  sur  les 
deux  éléments  correspondants^  ces  forces  sont  normales 
aux  éléments.  D'ailleurs,  les  attiaciions  exercées  sur  les 
éléments  superficiels  du  canal  infiniment  étroit  sont 
dirigées  suivant  les  éléments  et  niî  fournissent  aucune 
composante   normale  à  ces   éléments.    Par  consé(|uent, 

(  *  )  Journal  de  l' École  Polytrchiiiquf,  •:»ô^  cahicM-. 

Àttn.  {fr  Mothrmac,  o*^  série,  t.  XIU.  (Février  187/1.)  "* 
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d'après  le  tliéorème  cité, 

F  —  P  — o. 

Aclion  (V une  splière  homogène  sur  un  point  exu^- 
rieur.  —  On  peut  dcdiiire  des  considérations  précédentes 
la  loi  d'attraction  d*une  sphère  homogène  sur  un  point 
extérieur. 

Les  surfaces  de  niveau  sont  alors  des  sphères  concen- 
triques î  les  trajectoires  orthogonales  des  surfaces  de  ni- 
veau sont  les  rayons  de  la  sphère  prolongés. 

Considérons  deux  éléments  correspondants  w,  o)'  à  des 
distances  du  centre  de  la  sphère  r  et  /'  : 

Appelons,  comme  précédemment,  F  et  F^  les  attrac- 
tions exercées  sur  ces  deux  éléments*,  soient,  de  plus, y^ et 
f  les  attractions  en  un  point  de  chacun  de  ces  éléments 
ou  les  attractions  de  la  sphère  en  deux  points  situés  à  des 
distances  du  centre  /'  et  /', 

Puisque  F  =F', 

/  _  ^  _  :^ 

Si  Ton  suppose  la  distance  r'  assez  grande  pour  que  l'on 
puisse  regarder  1^  distance  d'un  point  situé  à  la  distance  r' 
du  centre  de  la  sphère  comme  égale  à  la  distance  de  ce 
point  à  un  point  quelconque  delà  sphère,  en  appelant  M 
la  masse  de  la  sphère. 
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D'après  la  relation  précédente, 

Théorème.  —  Lorsque  des  condacteurs  renferment 
respectwement  des  quantités  égales  des  deux  fluides, 
tous  ces  conducteurs  sont  à  Vétat  neutre. 

Considérons  un  élément  w  pris  sur  la  surface  de  Tun 
des  conducteurs,  et  un  élément  correspondant  w'  situé  à 
une  dislance  suffisamment  grande  du  système  de  conduc- 
teurs, pour  que  l'on  puisse  considérer  un  point  de  cet 
élément  comme  étant  à  la  même  distance  de  toutes  les 
molécules  électrisées.  L'action  exercée  sur  l'élément  w' 
est  nulle;  il  en  est  de  môme  de  l'action  exercée  sur  o), 
d'après  un  théorème  précédent;  par  conséquent,  l'épais- 
seur électrique  est  nulle  en  chaque  point  de  l'élément  w, 
et,  par  suite,  dans  toute  l'étendue  du  conducteur. 

Ce  théorème  a  été  établi  d'abord  par  Gauss  dans  le  cas 
d'un  conducteur  unique,  puis  par  M.  Liouville  dans  le 
cas  d'un  système  quelconque  de  conducteurs,  au  moyen 
de  considérations  diiïérentes  (*)• 

Théorème.  —  La  distribution  électrique  ne  peut  a\^oir 
lieu  que  d'une  seule  manière  à  la  surface  des  conduc- 
teurs. 

Supposons,  en  effet,  une  quantité  d'électricité  en  équi- 
libre sur  un  conducteur;  soite  l'épaisseur  électrique  en 
un  point  M  du  conducteur.  Supposons  que  la  mènie  quan- 
tité d'élcctiicilé  puisse  être  distribuée  d'uue  autre  manière 
sur  le  conducteur  ;  soit  e'  la  nouvelle  épaisseur  électrique 
au  point  M. 

Considérons  celte  seconde  distribution    :    Téquilibrc 


(*)  Additions  à  ta  Connaissance  des  temps,  p.  3.'|  ;   i8^"). 


(  (">'''  ) 

subsistera  si  Ton  change  le  signe  de  l'électricité  en  chaque 
point  (le  chaque  conduclciii".  Sii[)er})Osons  ce  {leriiicr  état 
créquilibie  au  premier;  nous  aurons  un  nouvel  élat  d'é- 
quilibre auquel  correspond  l'épaisseur  électrique  e  —  e' 
au  point  M.  iMais  tous  h^s  conducteurs  renferment  alors 
des  quantités  égales  d(\s  deux  llnides;  d'après  le  théorème 
précédent,  les  conducteurs  sont  à  l'état  naturel,  et,  en 
chaque  point  M, 


<"  —  e  =  o. 


Théorème,  —  La  di'stiibution  électrique  est  indépen- 
dante de  la  quantité  d^ électricité, 

Supposonsun  systèmede  conducteurs  électrisésen  équi- 
libre: si  l'on  multiplie  l'épaisseur  élecuique  en  chaque 
point  par  une  (juantité  constante,  on  obtient  une  nou- 
velle couche  qui  n'exerce  aucune  action  sur  les  points 
intérieurs  de  chaque  conducteur  5  cette  couche  est  donc 
une  couche  électrique  en  équilibre.  Mais,  d'après  le  théo- 
rème précédent,  la  distribution  de  la  nouvelle  quantité 
d'électricité  ne  peut  avoir  lieu  que  d'une  seule  manière  \ 
de  sorte  que,  si  les  conducteurs  électrisés  renferment  des 
quantités  inégales  d'électiicité,  il  existe  nécessairement 
un  rapport  constant  entre  les  épaisseurs  électriques  eu 
chaque  point  des  conducteurs. 

Théorème.  — La  quantité  d' électricité  induite  sur  un 
conducteur  qui  em^cdoppede  toutes  parts  le  corps  induc- 
teur est  égale  à  la  quantité  d'électricité  du  corps  induc- 
teur. 

Considérons  un  corps  inducteur  A  enveloppé  de  toutes 
parts  par  un  corps  conducteur  soumis  h  l'induction  de 
A  •,  soient  a  la  cliarge  de  l'inducteur,  b  la  charge  de  nom 
contraire  induite  sur  la  surface  intérieure  B  du  conduc- 
teur, c  la  charge  induite  sur  la  surface  extérieure  C  de  ce 
conducteur. 
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Imaginons  une  surface  fermée  à  l'inléricur  du  conduc- 
teur BC,  qui  enveloppe  la  surface  intérieure  B.  Un  point 
pris  sur  cette  suiface  est  soumis  aux  actions  des  électri- 
cités a,  h  etc^  les  trois  forces  coirespondantcs  se  font 
mutuellement  équilibre  ;  par  suite,  les  composantes  de  ces 
forces,  estimées  suivant  la  normale  à  la  suiface,  ont  une 
somme  algébrique  nulle.  Il  en  est  de  même;  pour  tous  les 
points  de  la  surface  fermée^  par  suite,  la  somuic  algé- 
brique des  actions  de  «,  h  et  c,  estimées  suivant  les  nor- 
males, est  nulle.  La  partie  de  cette  somme  relative  à  a  est 
47r<2,  d'après  le  premier  théorème;  la  portion  de  la  somme 
relative  à  h  est  —  L\7:h  ;  la  partie  de  la  somme  relative  à 
c  est  nulle  ;  d'apiès  le  môme  théorème,  donc 

La  quantité  d'électricité  induite  h  est  donc  égale  à  la 
quantité  d'électricité  a  de  l'inducteur,  résultat  conforme 
aux  expériences  de  Faraday. 

DÉVELOPPEMENT  D'IXE  FOIVCTIOIV 

suivant  les  puissances  ascendantes,  entières  et  positives  d'une  anlre  funclion. 

Série  de  Taylor.  —  Série  de  lagrange. 
Par   I\L   a.   PIC  ART. 


On  sait  que,  si  F(^)  est  une  fonction  synectique,  c'est- 
à-dire  continue  ei  bien  déterminée  dans  une  certaine 
portion  du  plan,  l'intégrale  ^F (2) r/r,  prise  tout  le  long 
d'un  contour  fermé  C  intérieur  à  cette  région,  est  égale 
à  zéro. 

ri           '            -T          1'            •       /(70-/(-)       ' 
L.eia  pose,   considérons   1  expression   — ^ •>  ou 

/(Z)  et  9(Z)  sont  des  fonctions  synecii(jucs  de  Z  dans 


(  7°  ) 
une  certaine  aire  A,  z  désignant  la  valeur  de  Z  qui  cor- 
respond à  un  point  O  situé  dans  cette  aire.  Si  9  (Z)  ne 
peut  être  égal  à  c^  (z)  que  pour  Z  =  z,  et  si  la  dérivée 
9'  (Z)  ne  s'annule  pour  aucun  point  de  l'aire,  il  est  évi- 
dent que  cette  expression  est  une  fonction  synectiquc» 
de  Z,  et  l'on  a  ' 

7-(Z)  ~f[z) 


r 


dTj  =  O, 


?  (Z)  —  ?  (2) 

cette  intégrale  étant  prise  tout  le  long  d'un  contour  G  in- 
térieur à  Taire,  ou 


■^^'^J  ^{Z)-f(z)-J\ 


ï  (Z)  —  ?  (2) 
Mais      ._.    '      .-.  =  -^  — !—  -t-  >].  (Z)  (*),  4.  (Z)  dési- 

ç;  (Zj   —  cp  (2)  ^'  (2)   Z  —  2  '    ^      /    \     '      J    \      / 

gnant  une  fonction  de  Z  synectique  dans  toute  l'étendue 
de  Taire  5  donc 

Or  on  sait  que  l'intégrale,  prise  tout  le  long  d'un  con- 
tour, ne  cliangepas  de  valeur  quand  le  contour  se  déforme 
sans  franchir  aucun  point  pour  lequel  la  différentielle 
devienne  infinie  ou  acquière  des  valeurs  égales  \  donc  Tin- 

tégrale    / est  égale  à  Tintégrale  prise  tout  le  long 

d'une  circonférence  de  centre  O,  c'est-à-dire  à 

1  ^^ — 5       ou         I  tr/ô,       ou      27r/; 


donc 


(*)  CeUe  formule  n'est  démontrée  que  pour  une  fonction  entière  9(2); 
mais,  comme  la  série  de  Taylor  s'ensuit  pour  une  fonction  synectique, 
il  est  facile  de  l'étendre  à  une  j)areillo  fonction. 


(  7'  ) 
D'autre  part,  si  l'on  suppose  que  le  long  du  contour  C 
le  module  de  çp  (Z)  soit  plus  grand  que  celui  de  9(^), 

l'expression  — -— -—  pouvant  se  développer  en  série 

(p  (Z)  —  <p  [z) 

convergente,  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et 


z 


1     9  (■"/ 
positives  de  ^7=-r9  savoir  : 


(p(z)        <f'(z)  cpMz) 


y(Z)     ç^(z)     cf{Z)     ■  '     <p«-^z)     •••' 

on  a 

r  fiz)dz    ^  r/(z)  dz  r/jz)  dz 

r/(z)./z  . 


■4-  ç"   z)   / 


f[Z) 
dZ 


donc,  enfin, 

'"^^     i-KiVj     nZ)       ^^V    ?MZ) 

, ,  ^  /7(Z)  dz       "1 

^  ^  V    f(Z}         J 

Et,  si  l'on  désigne  par  F(^)   la   fonction  (à   une   con- 
stante près)  qui  a  pour  dérivée/(2),  on  a,  en  intégrant, 

^/  ^    T.      I  r  '  X  r^'[z)dz 

<Pl(f)  rr{z)dz 

^*^   ^  ,  fMf)  rF'(z]dz 

_^  ^)  rr(z)dz        -| 

K  étant  une  constante. 


(  T^  ) 
Ainsi,  si,  dans  l'iiilériciir  (l'un  contour  C,  le  module 
de  la  fonclioii  syncctique(p  (2)  est  inférieur  au  plus  petit 
module  que  prend  celle  fonction  sur  la  ciconférence  du 
contour-,  et  si,  de  plus,  cp  (z)  ne  peut  pas  prendre  la 
même  valeur  pour  deux  points  ditrérenls  de  l'intérieur 
du  contour,  et  que  la  dérivée  C/'  (2)  ne  s'annule  pas  dans 
cette  portion  de  plan-,  la  fonction  F(z),  synectique  dans 
cette  étendue,  peut  se  développer  suivant  les  puissances 
ascendantes,  entières  et  positives  de  (p  (2),  pour  toutes  les 
valeurs  de  z  intérieures  au  contour.  Et,  si  l'on  suppose 
que  03  (.2;)  ne  s'annule  que  pour  une  valeur  a  de  z  corres- 
pondant à  un  point  O  de  l'intérieur  du  contour,  on  a 


F(.)^F(«)-.^[,(.)j'*^ 


{z)dz 


(^) 


f{z)  ÇY'  [z)dz 
3   J      f,z)         '" 

f(^)  rF'{z)dz  ^     1 
«  J    ?'H^;      "j 


Telle  est  la  formule  générale  qui  donne  le  développe- 
ment d'une  fonction  F (2),  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes d'une  autre  fonction  çp  {^). 

Supposons  que  a^  i^z)  =:  z  —  a,  alors  la  formule  de- 
vient 

Y{z)=.¥{a)-^  :\{z~  a)   /  -^^ 

(z  —  aY    rF'{z)dz 
^    ^   '  2         ,  /    [Z  —  a}- 

{z--ar    r¥'iz)dz    ^  \ 


(  73  ) 
Ici,  comme  le  module  de  z  —  <?,  qui  est  constant  sur 
une  circonférence  de  centre  O,  va  constamment  croissant 
avec  le  rayon  de  ce  cercle,  on  voit  que  le  développe- 
ment a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  z  correspondant 
aux  points  de  riniérieiir  de  la  circonférence  de  centre  O 
au  delà  de  laquelle  la  fonction  F  (2:)  cesse  d'être  synec- 
tique. 

On  sait  que,  lorsqu'une  série,  qui  procède  suivant  les 
puissances  ascendantes  entières  d'une  variable,  est  con- 
vergente, la  série  des  dérivées  de  ses  ditférents  termes 
est  aussi  convergente  et  a  pour  somme  la  dérivée  de  la 
somme  de  la  première  série;  donc  on  a 

Y'[z)dz        ,  .    r¥'(z)dz 


[z—ay 
F'  (z)  dz 


27rf|_J       z  —  a 

-4-  (z  —  ay 

^    r  F'{z)dz         1 

• j 

F<».w=-i-.r..3.4...(«-.)ri:i^^ 

-\-  ■2.3.,.n(z  —  a)    I •  -+-...  h 


(  74  ) 


d'où 


dz 


Iz 


iT^i  J     z  —  a 

r'ia)  =  -L-  r!:Mi! 

l'ni  J   (z  —  a 

4)  {  ^»  =  ï^j(I^^=' 

^  ^        iTzi  J   [z  —  ay 
> 

^    ^  27r.  j   [z-af 

Cette  dernière  formule,  si  l'on  pose  F'(^)  =f[z)^  peut 
s'écrire 

l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  qui  enveloppe 
le  point  O,  et  dans  l'intérieur  du([uel  la  fonction /'(-z) 
est  synectique.  Si  ce  contour  est  une  circonférence  de 
centre  O  et  de  rayon  /, on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

M  désignant  la  valeur  maximum  que  prend  le  module 
àc  fi^z)  sur  la  circonférence,  Je  module  de  l'intégrale 

M<i9,  c'est-à-dire  que  2  7rM^  et, 

0 

par  suite,  le  module  de  f'^  (a)  est  moindre  que 

i .1.6. . .n — • 


Cette  remarque  nous  sera  utile  plus  loin. 

Remplaçant  dans  la  formule  (6)  toutes  les  intégrales 


(75  ) 
définies  par  leurs  valeurs   (4),   on  obtient  la  série  de 
Taylor 

\  1.2.3  I  .1.6.  .  ./2 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  fonction  o{z)  soit 
égale  à  ?  et  désignons  cette  quantité  par  x.  La  for- 

mule  générale  (2)  devient  dans  ce  cas 


\dz 

riz 


^  ^  ^■Ki\_   J         z  —  a 

I  ^  r¥'{z)r{z)dz        1 

\  -^  nj        {z-af  "'\ 

Mais  nous  venons  de  voir  que  généralement 

^^'  ini  J   (z  — «)«+'         1.2.3.../?' 

;)(  (z)  désignant  une  fonction  synectique  de  z  dans  l'inté- 
rieur du  contour  Cj  donc  le  développement  précédent 
peut  s'écrire 

F{z)  =  F{a)-hx¥^{a)^(a)-h  —  D,  [F' {«) +'(«)] 

(8)   !  +--^D^[F(«)+3(«)]+... 


1.2.3 


JC' 


\ .1. . .n 


d:--,[f'(«),|."(«)J 


C'est  la  formule  tlu  Lagrange  qui  exprime  une  fonc- 


(  76  ) 
don  F  (z)  de  Tune  des  racines  de  l'équation      ~  ^^  =  x, 

ou  z.  =  a-i-  x^~\j[z),  eu  série  procédant  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  x. 

Mais  reporlons-nous  aux  conditions  générales  qui  doi- 
vent être  remplies  pour  qu'une  fonction  F{z)  soit  déve- 
ioppable  suivant  les  puissances  d'une  autre  fonction  cpfs), 
pour  toutes  les  valeurs  de  z  qui  correspondent  à  rintérieur 
d'un  certain  contour  C.  Il  faut  que,  dans  toute  l'étendue 
de  l'aire  embrassée  par  ce  contour,  le  module  de  9(2) 
soit  moindre  que  sur  le  périmètre  de  ce  conlour;  de  plus, 
que  (j>{z)  ne  puisse  prendre  la  même  valeur  pour  deux 
points  différents  de  cette  aire,  et  que  9'(^)  ne  s'annule 
pas  dans  l'intérieur  du  contour.  Or,  ici,  la  fonction  ç(^) 


z 

es 


t    ii.'i  potir  z  :=  a,  elle  s'annule  [on  suppose  ^  ((^i) 

différent  de  zéro].  Si  l'on  pose  z  =  a -\-  7<?^'',  le  module  de 
z  —  a  rc^' 

OU  de  -— —  sera  une  fonction  de  r  et  de  B  de 


•^  [Z)  ^  [a  -i-  ré') 

la  forme  — ; —  fer  (/*,  (5)  ne  s'annulant  ni  ne  devenant 

infini  pour  ;'=  o].  En  l'égalant  à  une  constante  posi- 
tive 772,  on  aura  le  lieu  des  points  pour  lesquels  la  fonc- 
tion 9  (-^)  prend  le  même  module  m.  Pour  des  valeurs 
suffisamment  petites  de  m,  on  voit  aisément  que  l'une 
des  branches  de  cette  courbe  devra  se  réduire  à  un  con- 
tour fermé  5,  dans  l'iniérieurduquel  se  trouve  le  point  O. 
La  fonction  '\[z^  étant  supposée  uniforme  (c'est-à-dire 
susceptible  d'une  seule  valeur),  si  m.  croît  à  partir  de  zéro, 
le  contour  fermé  .ç,qui,  pour  m  =  o,  se  réduit  au  point  O, 
va  toujours  en  s'élargissant  par  degrés  insensibles  jusqu'à 
ce  que  m  ait  atteint  une  certaine  valeur  }j.  pour  laqu(dle 
ce  contour  isolé  se  réunit  à  une  autre  brandie  de  la 
courbe  pour  s'ouvrir  ensuite.  Le  conlour  correspondant 
à  cette  valeur  \}.  est  alois  la  limite  C  de  l'aire  dans  l'in- 


(  77  ) 
térieur  de  laquelle  le  module  de  cp(z)  est  moindre  que 
sur  lé  périmètre.  Mais  quelle  est  cette  valeur  ^  de  m? 
Imaginons  en  chaque  point  du  plan,  qui  a  pour  coor- 
données 7^  et  Ô,  une  perpendiculaire  dont  la  longueur  re- 
présente la  valeur  du  module  correspondant  de  (9  [z).he 
lieu  des  extrémités  de  ces  perpendiculaires  est  une  cer- 
taine surface  qui  représente  la  variation  du  module.  Les 
courbes  de  module  constant  dont  il  vient  d'être  question 
sont  les  projections  des  courbes  de  niveau  de  cette  sur- 
face. La  courbe  limite  C  qui  s'accole  à  une  autre  branche, 
c'est-à-dire  qui  acquiert  un  point  multiple,  est  donc  la 
projection  d'une  courbe  de  niveau  située  dans  un  plan 
langent;  et  l'ordonnée  du  point  de  contact,  ou  la  valeur 
correspondante  du  module,  jouit  delà  propriété  du  maxi- 
mnm,  savoir,  que  les  dérivées  partielles  relatives  à  /• 
et  9  sont  toutes  deux  nulles.  Seulement  ce  n'est  pas  un 
maximum  proprement  dit,  c'est  ce  qu'on  peut  appeler  un 
maximum  minimoium. 

Le  maximum  minimorum  d'une  fonction  de  deux  va- 
riables est  la  plus  grande  des  valeurs  minima  que  prend 
la  fonction  lorsque,  l'une  des  variables  restant  fixe,  l'autre 
varie.  Or  le  module  de  ^  {z)  est  une  fonction  de  r  et  de  0, 
savoir  X  ('î  ^)  '->  ^^  valeur  maximum  minimorum  de  ce  mo- 
dule s'obtiendra  donc  en  cherchant  le  minimum  de  ^  (/',  9) 
quand  9  varie  seul  :  c'est  une  certaine  fonction  X(/'); 
puis  en  cherchant  le  maximum  de  cette  fonction  1  (/). 

Il  faut  bien  distinguer  le;  maximum  d'une  fonction  du 
maximum  minimorum.  Ce  qui  caractérise  le  maximum 
ou  le  minimum  proprement  dit,  c'est,  si  l'on  représente 
la  fonction  de  deux  variables  par  une  surface,  que  le 
plan  tangent  au  point  dont  l'ordonnée  est  maximum  ou 
minimumlaisse  autour  de  ce  point  la  surface  d'un  même 
côté,  tandis  que,  pour  le  maximum  minimorum,  le  plan 
tangent  coupe  la  surface  en  ce  point. 


(78) 
Mais  on  sait  que,  toutes  les  fois  que  le  module  d'une 
fonction  cp  (z)  passe  par  un  maximum  ou  un  minimum, 
la  dérivée  9^(2)  s'annule;  donc  fx  est  le  plus  petit  des 
modules  de  cp  (2)  qui  correspondent  aux  diverses  racines 
de  (^'  [z)  =  o.  Le  contour  C,  dans  l'intérieur  duquel  le 
module  de  cj>  (z)  est  moindre  qu'à  la  périphérie,  est  donc 
défini  par  l'équation 

Dans  toute  l'étendue  de  l'aire  limitée  par  cette  courbe, 
o'  [z)  est,  d'après  ce  qui  vient  d'êlre dit,  différent  de  zéro. 
De  plus,  la  fonction  o  [z)  ne  peut  prendie  dans  cette 
étendue  la  même  valeur  pour  deux  valeurs  différentes 
dez'^  car,  s'il  en  était  ainsi,  il  faudrait  que  l'on  eût 


le  module  de  x  étant  inférieur  à  w,  c'est-à-dire  que  l'équa- 
tion z  =  a-{-x^{z)  devrait  avoir  deux  racines  z  et  z^ 
dans  l'intérieur  du  contour  C. 

Or,  si  Ton  désigne  généralement  par  <2,  h,  c,...,  /les 
racines  d'une  équation  F(x)=o  comprises  dans  un 
contour  C,  et  par  a,  (3,  y,...,  X  leur  ordre  respectif  de 
multiplicité,  la  valeur  de  l'intégrale 

I •      ou        1    ax. 

j       F(x)  J  dx 

prise  tout  le  long  du  contour  C,  est  égale  à 

( a  H-  p  -h  7  H- .  .  . -4- À)  2  TT f, 

comme  on  le  démontre  aisément  en  mettant  la  fraction 

— - — -  sous  la  lorme 
h{x) 

1-    — ^  -\-...-\ -.  H j— 

:r  — a         X  —  0  X  —  /  C7  (.rj 


(  79) 
et  prenant  les  intégrales  des  différents  termes.  On  obtient 
ainsi,  en  effet, 

27r?(a  -I-  (3  H-  7  -h.  .  .-h  >), 

car,  la  fonction       '     étant  synectique  dans  l'intérieur  du 

— - — -  dx  =  o.  Pour  connaître  le  nombre 

cT(.r) 

des    racines    de    l'équation    z  =  a-{-x^[z)    comprises 
dans   le  contour  C,  il  faut  donc  trouver  la  valeur  de 

1  intégrale  /  '— '-^-^dz^  Mais 

log  [s  —  «  —  .r^Kz)]  =  los(2;  —  «)  +  log  f  I  —  'J'j^^j  j  \ 

d'ailleurs,  sur  le  contour  C,  le  module  de — ^est-? 

z  —  a         |x 

et,  comme  le  module  de  x  est  plus  petit  que/:ji,  le  module 
de  est  plus  petit  que  1  unité  \  on  peut  donc  écrire 

logrz  —  a  —  X'^  (2)] 

X'^[z')         1   j?^-]>^(z)  I  .r3\J>^(z) 


=  log(3  —  a)  — 


z  —  a         i[z  —  ay        3(^z— -rt)^ 

Maist|^(z)  étant  supposé  synectique  dans  Tintérieur  et 
sur  le  périmètre  du  contour  C,  ^{>  (2)  peut  se  développer 
en  série  convergente  procédant  suivant  les  puissances  en- 
tières et  positives  de  z  —  a\  donc  log  [z  —  a  —  a:^{;  (r;)] 
est  égala  log(2:  —  a), plus  une  série  convergente  procédant 
suivant  les  puissances  entières,  positives  et  négatives,  de 
z  —  «.Si  nous  prenons  la  dérivée  de  cette  fonction,  nous 

aurons  ?  plus  une  série  de  termes  qui  ne  renferment 


pas  la  première  puissance  de ;  donc 

*■  ^  z  —  a 

/d\ç\^\z — a  —  ^^K^)]    ,    Ç    dz  ^    Ç    kpdz 

dz  J  z  —  a       ^J[z  —  a 


(  8o  ) 
Or 

/ —277/,         l- ^ —  — ^    /         c-(A'-')0'r/0  —  o, 

puisque  y:?  est  différent  de  l'unité  ;  donc,  enfin, 

2  7rz(a  -h  [3  4-  7  -h  .  .  .  4-  X)  ir=  2  7r/, 

OU 

a-f-p-+-7H-...H-).  =  T. 

c'est-à-dire  que  l'équation  z  —  a  —  x^  (s)  =  o,  quand  le 
module  dax  est  inférieur  à  ^,  n'a  qu'une  racine  comprise 
dans  l'intérieur  de  la  courbe  C. 

De  cette  discussion,  nous  pouvons  conclure  que  la 
série  de  Lagrange  (8)  a'iieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
dont  le  module  est  inférieur  au  plus  petit  (à  des  modules 


z 


de qui  correspondent  aux  racines  de  l'équation 

(3  —  «)^'(z)  —  -\>(z)  =  0, 

ou  au  plus  petit  u  des  modules  de  ce  qui  satisfont  aux 
équations  simultanées 

{z  —  a)y{z)--^{z)=o, 

et  qu'elle  fournit  le  développement  relatif  à  la  racine  z 
de  l'équation  z  :=  a  -\-  X(\i  [z)  qui  est  comprise,  h  l'exclu- 
sion des  autres,  dans  l'intérieur  du  contour  fermé  C  dé- 
fini par  l'équation 


z  —  a 
niocl 


^{z) 


—  ^. 


On  peut  donc  dire  (juc  c'est  la  racine  de  plus  petit  mo- 
dule. 

Du  reste,  on  peut  reconnaitre  que  la  série  (8)  est  con- 
vergente pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  module  est 


{  8.   ) 
inférieur  au  maximum  des  modules  minima  qu'acquiert 

7t  — —    fi 

la  fonction  --- —  sur  chacune  des  circonférences  concen- 
triques  qui  ont  leur  centre  en  O  j  car  le  module  du  terme 
général  — ^ — :, D^«-l  [F' (<:/)^"(«)]  est,  d'après  une  for- 
mule démontrée  ci-dessus,  moindre  que 

..(«— Ij— -,      ou       —\- —      5 


I  .  ?.  .  o 


I  .  '2  ...  « 


p  désignant  le  module  de  jc,  [j.  et  ni  les  modules  maxima 
de  F'(2)  et  de  ^  (z)  sur  la  circonférence  de  rayon  /'dé- 
crite du  point  O  comme  centre;  et,  par  suite,  la  série  est 

convergente  si  ^ —  <<  i ,  ou  p  <^  —  •  La  plus  grande  valeur 

de  —  donnera  donc  la   limite   supérieure  que  ne   devra 

m  *■  * 

pas  dépasser  p^  c'est-à-dire  le  module  de  .r,  pour  qu'on 
soit  assuré  de  la  convergence  de  la  série  (8). 
.  Telles  sont  les  conditions  aux(|uelles  a  lieu  la  série  de 
Lagrange.  Il  me  semble  que  jusqu'ici  ces  conditions 
n'avaient  pas  encore  été  établies  avec  le  même  degré  de 
précision.  En  appiicjuant  la  série  de  Maclaurin  au  dé\c- 
loppenîent  de  la  fonction  F  (2)  suivant  les  puissances 
ascendantes,  entières  et  positives  de  .r,  et  invoquant  le 
théorème  célèbre  de  Caucliy  relatif  à  ce  développement, 
on  limitait  le  cercle  de  convergence  de  la  série  à  la  valeur 
de  X  (le  plus  petit  module  pour  laquelle  Téquation  a  une 
racine  double;.  Mais  pourquoi  la  valeur  de  plus  petit  mo- 
dule? car  généralement  la  convergence  de  la  série  de 
Maclaui'in  est  limitée  à  la  valeur  de  la  variable  pour  la- 
quelle la  valeur  de  la  fonction  à  détermination  multiple, 
que  Ton  développe,  devient  infinie  ou  égale  à  une  autre 
valeur  de'  cette  fonction,  et  cette  valeur  de  la  variable 
n'est  pas  nécessairement,  comme  vient  de  le  démontrer 

Ânu.  de  Mat/iêm.,  t.  XIII,  2*"  série,  (l'cvritn'  i^''7'|.)  *^ 


(  82  ) 
M.  JNIaxi milieu  Marie,  celle  qui  a  le  plus  petit  module 
parmi  les  valeurs  qui  rendent  la  fonction  ou  sa  dérivée 
infinie. 

Par  une  méthode  empruntée  comme  la  nôtre  à  Cau- 
cliy,  mais  qui  substitue  aux  intégrales  définies  prises 
le  long  d'un    contour  la   considération  équivalente  des 

résidus,  c'est-à-dire  du  coefficient  de dans  le  dévc- 

z  —  a 

loppement  convergent,  suivant  les  puissances  de  z  —  a. 
d'une  fonction  qui  devient  infinie  pour  z  =  a,  M.  Roucbé 
[Journal  de  V Ecole  Polytechnique^  t.  XXII)  a  montré 
que  le  développement  s'applique  à  la  racine  de  plus  petit, 
module  de  l'équation,  et  qu'il  a  lieu  pour  toutes  les  va- 
leurs de  X  dont  le  module  est  inférieur  à  l'inverse  du  mo- 

dule  minimum  de  — — ■:  c'est  bien  là  la  limite  que  nous 

z  —  a  ^ 

avons  trouvée.  Il  fait  remarquer  ensuite  que  ce  module 
minimum  correspond  à  l'une  des  valeurs  de  z  fournies 
par  l'équation 


z  7=:  a  -\- 


■h[z) 


mais  il  ne  s'attache  pas  à  démontrer  que  cette  valeur  de  z 
est,  parmi  toutes  les  racines  de  cette  équation,  celle  qui 
fait  piendre  à  la  quantité  .r,  dans  l'équation  i  —  x^'[z)=io^ 
le  plus  petit  module  :  il  se  borne  à  l'énoncer.  Malgré  celte 
petite  lacune,  le  travail  de  M.  Roucbé  a  été  considéré 
j  usqu'alors  comme  le  dernier  mot  sur  la  question  :  et,  en 
elïet,  la  considération  du  module  minimum  maximorum 

de 5  dont  l'inverse  lui  donne  la  valeur  limite  de  x. 


z  —  a 


est  préférable  à  la  recherche  directe  du  plus  petit  module 
de  a  satisfaisant  aux  équations 


—  .         l—  y,]j'  iz)zzzo. 
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Cependant,  en  examinant  de  près  la  méthode  qu'il  a 
suivie,  on  voit  qu'elle  suppose  déjà  connu  le  théorème  de 
Cauchy  relatif  au  développement  d'une  fonction  suivant 
les  puissances  entières,  positives  ou  négatives  de  la  va- 
riable, tandis  que  celle  que  nous  proposons  ici  se  suffit  à 
elle-même,  et  donne  en  même  temps,  par  la  môme  ana- 
lyse, le  théorème  de  Cauchy  et  celui  de  Lagrange. 


Par  m.  s.  REALIS. 


1.   Dans  les  Traités  de  Calcul  intégral  se  trouve  rap- 
portée, d'après  Euler,  la  formule 

ycos""'^'x^/.r 

sin.r     r  7.  m 

= cos^'"^ 

2 ///  -i-  I  in/  —  I 


cos'"""~-jr 


2.m  (2./n  —  2  ) 


[2.  m  —  i){2m  —  3) 

i/fi  {mi  —  9.) .  .  .6.4.2 
(2/;/  —  i)  (2m  —  3) 


6-4-^      I 

.  .5.3.IJ 


const., 


et  la  formule  analogue  relative  h  fs'in-'"'^^  X(/x^  pour  ni 
entier  et  positif. 

Mais  ce  que  les  auteurs  négligent  de;  signaler,  du  moins 
d'une  manière  explicite,  c'est  la  forme  simple  et  mnémo- 
nique que  prend  le  second  membre  de  la  formule  ci-dessus 
lors({u'on  eu  fait  dispaïaître  les  cosinus,  en  y  changeant 
cos-jc  eu  1  —  siir.r.  On  trouve  en  eilct.  abstrarlion  fiitc 

(i. 
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de  la  constante  introduite  par  l'intégration, 


sin.^'        sin^r 


cos>^.rd.r= 


1  3 


/ 

r,          sin  .r          sin\r        s\n^  x 
cos^j'dx  = 2 \ — 
I                3             5 


sinx       ^  sui  .r       ^  sm^r        sin'.r 


ï  cos'.r^/.r  zziz  ^^^ 3  "'"'^  _|_3 


/ 


,  sin.r  sin\r        ,  sin^r        ,sin'.r        sin''jc 


où  Ton  voit  apparaître  les  coefficients  binômiaux,  et  d'où 
l'on  peut  conclure,  par  une  induclion  sûre. 


(/•■ 


sin.x  sin^r       /film — i)sin^.r 

COS^'"+'  X  dx  r=r ///  — i- 


I  O  2  5 

''  '  m  [m  —  ^)['^i  —  'i-)  sin'.r 


2.3 

et  aussi,  par  conséquent, 


\  /'"™^""^- 


cos.r  cos-^  .r        m  (m  —  i  )  cos^.t- 

'    m 


I  3  2  5 

(2)   <'   " 

'  fn(^m  —  I  )  (  '"  —  ^  )  ^^^'  •''^ 

1 ~-    — — .... 

2  3  7 

Mais  une  remarque  qu'il  importe  d'ajouter,  c'est  que 
les  formules  (1)  et  (2),  construites  ici  dans  l'hypothèse 
de  m  entier  et  positif,  ont  lieu,  en  réalité,  pour  toute  va- 
leur positive  ou  négative  de  jn. 

Pour  s'eji  convaincre,  ou  n'a  qu'à  développer  en  série 
l'intégrale  J vos^'"'^^  x dx ^  après  l'avoir  mise  sous  la  forme 
f  [i  —  sin'^:c)'"f?sinx.  On  obtient  en  eHel,  après  la  ré- 
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(ludion  de  (i  —  shi^x)'"  en  série  et  rinlégration, 

y*  (i  —  sin'^ a:)'"  d sin  jr 

sin.r            sin^T?        m{m  —  r)  sin^'j: 
=,__,„__+ 5----' 

quel  que  soit  Texposanl  réel  ni,  et  en  admettant  que  la 
fonction  s\nx  reste  comprise  entre  les  limites  — i  et 
4-1. 

Le  second  membre  de  cette  équation,  auquel  on  peut 
ajouter  une  constante  arbitraire,  tant  que  l'intégrale  reste 
indéûnie,  est  une  expression  finie  dans  le  cas  de  m  entier 
et  positif,  et  présente,  dans  les  autres  cas,  une  série  con- 
vergente ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et 
croissantes  de  sinx. 

Pour  sinj:=ii=i,  la  série  qu'on  vient  d'écrire  con- 
tinue d'être  convergente  si  ni"^ — i,  et,  en  ce  cas,  elle 
convient  encore  à  l'iniégrale  considérée.  Si  Ton  a  m  ^  —  i, 
la  série  n'a  pas  de  limite  finie  pour  sinx  =  dz  i  ;  cepen- 
dant, comme  alors  l'intégrale  devient  infinie  en  même 
temps  que  la  série,  l'équation  peut  encore  être  regardée 
comme  donnant  un  résultat  exact. 

D'après  cela,  la  formule  (i)  subsiste,  quel  que  soit  le 
nombre  m,  et  pour  toutes  les  valeurs  de  sinx  qui  ne  dé- 
passent pas  les  limites  —  i  et  -j-  i,  c'est-à-dire  pour  toutes 
les  valeurs  réelles  de  l'arc  x. 

Cette  conclusion  se  rapporte  au  cas  de  l'intégrale  indé- 
finie. A  l'égard  des  intégrales  définies,  il  sera  facile  de 
voir  que  l'intégration  doit  être  effectuée  dans  une  étendue 
où  la  fonction  cosx  ne  cbange  pas  de  signe.  Sans  cette 
condition,  l'application  immédiate  de  la  formule  (i)  par 
la  substilution  des  limites  de  x  n'aurait  lieu,  d'une  ma- 
nière générale,  que  pour  les  valeurs  positives  de  '2ffi  -h  i . 

Quant  à  la  formule  (i),  elle  n'est  (pi'une  iransfornice 


(  86  ) 
(le  (i),  ces  deux  formules  se  déduisant  Tune  de  l'aulie  par 

le  changement  de  x  en x. 


1 


2.  Soit  fait,  comme  application  de  ce  qui  précède, 
ïii  ==  — Yî  ^^^  2m  -j-  I  =  o,  et  ajoutons  la  condition  que 
l'intégrale  (i)  s'annule  pour  07  =  0.  La  constante  de  l'inté- 
gration sera  nulle,  la  valeur  de  l'intégrale  ne  sera  autre 

chose  que  jc,  et  Ton  aura,  depuis  x  =  o  jusqu'à  a: =dz  -? 
sin.r        I  sin'jc        i.3sin*j:        i.3.5sin'x 

I  2        O  2.45  2.4.07 

formule  bien  connue. 

Soit  encore  m  ^=  —  ti  ou  2ïn  -i-i= —  2,  et  supposons 
de  même  que  l'intégrale  et  la  variable  s'annulent  en- 
semble. Le  premier  membre  de  la  formule  (i)  sera 


L 


^    dx 

=  tangjT, 

cos^  .T. 


et  l'on  aura  ainsi 


T.  1.3.  1.3. 5., 

taniîjc  =r  smx  H —  s>\n^x  -\ 7  sm^x  -f-  — ;— -r  sm'^  -f- .  .  .  , 

^  2  2.4  2.4.0 

pour  tous  les  arcs  x  compris  entre et  H — î  et  même 

pour  X  =:±  -t  ce  qui  est  exact. 

Prenons,    pour    dernier   exemple,    m  =z  —  i,   c'est- 
à-dire  2m-l-i=: — I,  et  appliquons  la  formule  (2).  Nous 

obtiendrons,  en  intégrant  entre  les  limites  x  et  -•>   et 

^  2 

faisant  attention   que 

logcot-î 


2     d 


^    sin  X 
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î'egalilé 


X        \nysx        cos\r        cos^o;        cos'.r- 

log  COt  -  =z 1 1 -z 1 h-  .   .  .  , 

^        2,  1  o  5  7 

depuis  x  =  o  jusqu'à  a:  =  rr.  Ce  résultai  nous  représenle, 
sous  une  forme  spéciale,  une  série  logarithmique  d'Euler. 

3.  Le  second  membre  de  la  formule  (i),  en  y  mettant 
en  évidence  le  facteur  commun  si  nx,  puis  rem  plaçant  dans 
le  développement  chaque  terme  sin^^\r  par(£  —  cos^a:)^, 
peut  être  rais  sous  la  forme 

sin.r  (A,  H-  A2COS^x  -\-  Agcos^j;  -\-  A4COs".r  -h .  .  .). 

Dans  le  cas  de  in  entier  et  positif,  et  en  supprimant 
la  constante  introduite  par  Fintégration,  il  devra  y  avoir 
identité  entre  cette  expression  et  le  second  niembre  de 
la  formule  d'Euler,  rappelée  au  commencement  de  cet 
-article.  Après  avoir  divisé  ces  deux  expressions  par  le 
facteur  commun  sin x,  on  pourra  donc  égaler  entre  eux 
les  coefficients  des  mômes  puissances  decosx,  et  Ton  amè- 
nera par  là  des  relations  d'identité  qu'il  peut  être  utile  de 
connaître. 

Il  vient,  par  exemple,  en  égalant  de  part  et  d'aulre  les 
termes  indépendants  de  cosx, 

I  i  mini  —  1  )         \  mim  —  i ] ( ///  —  2)  ,  i 

I  —      m  _| ^ 1 — 1 'JL H-...zt: 

6  0  2  7  1.0  inL-\-i 

I  im[ini  —  l)[im  —  4  )  •  •  •  ^  •  4  •  ^ 

2  /«  +  I  (  2  ///  —  1  )  (  2  ///  —  3  )  (  2  ///  —  5  ) . . .  5  •  3  .  I 

à  partir  cle  inz=z  i;  c(^  résultat  s'obtient  aussi  en  compa- 

rant  les  expressions  de  l'intégrale  délinie    /     cos^"'+' j:v/x 
lournics  par  les  deux  formules  que  nous  considérons. 
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l.a  comparaison  des  coelïicienls  de  cos*^'  doiirrc 

6  5  7  2 

I  ( ///  —  1)1/;/  —  il)  {m  —  3 )    ^  I 

-]-...  zp 

9  2.3  2  W2  4-  1 

r         {-2 m  —  2)  (2/7Z  —  /\)  [nm  —  6). ..6.4  2 

1/n  -\-  i  [rf.in  —  i  )  [/j  m  —  '6)[im  —  5  ). . .  7 .5 . 3 

à  partir  de  m  =1  1. 

On  trouve  de  même,  d'après  les  coefficients  de  cos^x, 

I         I  ,  ,         i  [in  —  1)  [m  —  3  ) 

[rn-i)  -^-  '- '-^ ' 

07  9  ^ 

I    [m  —  i)[m  —  3)(w  —  4)  _i  ^ 


II  2.3  2  ///  -f-  I 

T         {im  —  4)  (^"'  —  6)(2w  —  8). ..6. 4. 2 


2 /w  H-  I  {im  —  r )  ( 2  w  —  3  )  ( 2 //2  —  5 ) . . .g. 7 .5 

à  partir  de  m  =  3. 

Et  ainsi  de  suite.  Ces  relations  ont  de  l'analogie  avec 
celles  qui  font  l'objet  des  questions  1079  et  1080,  propo- 
sées par  M.  Haton  de  la  Goupillière,  et  résolues  par 
M.  Moret-Blanc  et  par  d'autres  [voir  1^  série,  t.  XI, 
p.  192,  519  et  520). 


SOLUTION  DE  Ll  Ql'ESTIO^  PROPOSÉE  Al]  COIVCOIIRS 
D'AD^IISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  U  1873. 


Étant  donnés  une  ellipse  A  et  un  point  P  dans  son 
plan,  de  ce  point  P  o/z  mène  des  normales  à  V ellipse  A 
et  Von  considère  la  conique  B  qui  passe  par  le  point  P 
et  les  pieds  des  quatre  normales  : 


(  %  ) 

1^  Trousser  les  coordonnées  des  centres  de  cette  co- 
nique B  et  celles  de  ses  foyers  ,• 

2°  Trouver  le  lien  C  du  centre  et  le  lieu  D  des  foyers 
de  la  conique  B,  lorsque  V ellipse  A  varie  de  manière 
que  ses  foyers  restent  fixes  ; 

3°  Trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  du  lieu  D 
et  de  la  droite  OP,  lorsque  le  point  P  décrit  un  cercle 
de  rayon  donné  R^,  et  ayant  pour  centre  le  centre  O  de 
l'ellipse  A. 

i^  Soit 

«2  ^  b' 


,1  n^i 


l'équation  de  l'ellipse  A  et 

celles  du  point  P.  On  sait  que  la  conique  B  a  pour  équa- 
tion 

c^rj -f-  b'^i^x  —  a^ a.y  =z  o, 

et  que,  Téquation  générale  d'une  conique  étant 

/(.v,j)  z=A.x^-h  iBxf  ■+-  Gr'H-  iDx-i-  2Er-f-  F  ==  o, 
les  coordonnées  du  centre  satisfont  aux  équations 

(•)  4/;=0,       i/;=:0, 

et  celles  des  foyers  aux  suivantes  : 

t     (t/;  )  (1/;  ) = B/. 

En  appliquant  les  formules  (i),  on  trouve,  pour  déter- 
miner le  centre, 

c'-'y  -|-  Z>'(5  .-—  o,      '•'.»•  —  c/^a  r=r.  o. 
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il'où  l'on  liie 

r^  c- 

En  appliquant  les  formules  (2),  on  trouve,  pour  déter- 
miner les  foyers, 

ou 

(c'^j  _f_  ^2pj2 —  ^ç2j.  —  a- a)-  =  o, 

[c-j  4-  6^6)  (c^x  —  a-x)  -+-  ià'b''oL^  =  o. 

Ces  équations  se  décomposent  en  les  deux  systèmes 
suivants  : 

(c2j  +  ^^f5)-l-(c^x  —  «2ct)^  o, 

(c^j-l-  ^2p)  (cU-—  rt'a}4-  2a"^Z>-aî3  =  o, 

et 

[c\r  4-  Z/^P)  —  (r:^^  —  ^/^a)==:0, 

On  tire  du  premier 


a'^cx.  -h  ab  sJia.^                   — è^S  —  absjioi.^ 
•^1  =  ^ ?      Ji  = 


«'a  —  ab  ^/2ap  —  b"^^  -\-  ab  sIt-ol^ 

^2= 5        Ji= ^ 


et  du  second 


à^:f.-^rabs]~i(x.^  —  b"^  ^  J\^  ab  sj  —  1  a.^ 

<7'a  —  nb  J — 2czS  — ^'S  —  ab  \' — 2aS 

^4=     1 --i         Ji= -, ^• 

2°  Pour  avoir  le  lieu  C  du  centre,  on  élimine  a^  et  h' 
entre  les  équations 

c^y  -\-  b^fi  z=  o^      c'x  —  «^a  =  0,      a^  =  b-  -\-  c^; 


(  9M 
il  vient 

X  Y 

a         p 

équation  d'une  droite  facile  à  construire. 

Pour  avoir  le  lieu  D  des  foyers,  on  élimine  a^  et  b"^ 
entre  les  équations 

il  vient 

En  éliminant  de  même  à^  et  b'^  entre  les  équations 

(c^j  +  h-^)  —  (c^x  —  rt^ct)  — o, 

il  viendrait 

-e-'=-)(f-'î-)=(M-)' 

équations  de  coniques  faciles  à  construire. 

3^  Pour  obtenir  le  dernier  lieu,  il  faut  éliminer  a  et  ^ 
entre  les  équations 

a         p 


2(--f--— il     I  -  -l--^— I  1  rr:  (  -  -1--  —  I 


r          \    I  X        y         \        /  .X        Y 
-  ^    ' h-— 1=3--!-- 


On  tire  des  deux  premières 


R^  «  Rj 


zh  ^x^H- j"^  zb  v'x'  H-  j" 

et,  en  portant  dans  la  dernière,  il  vient 


2(.r'^-f-  >')■'  Zp  2R  (x--r-y-)  \/\v'-\-  Y'  -f-  R^.ry  =  O. 


(    92    ) 

Passons  aux  coordonnées  polaires,  on  a 

4p^=p  4ï^r^  "+  R'sin2,w  r=  o, 
ou 


ce  qui  donne  les  courbes 

(3) 


?>.  p  =  zil  R  (  I  4-  si  n  w  —  cos  o)  ) , 

2,o=:zbR(i  —  sinw  -h  cos  w  ) . 


En  éliminant  a  et  (3  entre  les  équations 

a         (i 


on  trouverait,  d'nne  manière  analogue, 


2  (  .r^  H-  j2)2  zp  2  R  (  -r^  -f-  j2  )  y/.r-^  -+-  j^  —  R^^j  =  o, 

et,  en  passant  aux  coordonnées  polaires, 

2p  rziiii  R  (i  -f-  sinw  -f-  cosw), 


2p=iiiR(i  —  smw  —  cosw  j. 

Prenons  })Our  axes  les  bissectrices  des  angles  des  axes 
actuels,  ce  qui  revient  à  changer  w  cuy+w,  les  équa- 
tions (3)  et  (4)  deviennent 

2p  =zt  R  (i  liz  y/2  sinw),     2p  zndz  R  (  i  dz  ^cosw), 
et  il  est  aisé  d'y  reconnaître  quatre  limaçons  de  Pascal. 

Ch.   B. 

A'ote.  —  Solulion  annlo{Tuo  par  M.  IMoret-Blanc. 
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SOLUTION  DE  U  QIESTÎON  PROPOSÉE  Al]  COACOllRS 
D'ADinSSÎO^  A  L'ÉCOLE  POLYTECIINÎOIIE  M  1873; 

Par  m.   Eugène  HEURTAULT, 

Élève  du  colléîre  Stanislas. 


On  donne  un  cercle  et  un  point  A,,  et  Voji  demande 
le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  assujetties 
à  passer  par  le  point  donné  A  et  à  toucher  en  deux 
points  le  cercle  donné. 

On  discutera  la  couihe  obtenue  pour  les  dijjérentes 
positions  du  point  A,  et  Von  démontrera  que,  dans  le 
cas  général,  les  points  de  contact  des  tangentes  qii  on 
peut  mener  au  lieu  par  le  point  A  sont  situés  sur  une 
circonférence  de  cercle. 

i^  Soit  /'  le  rayon  du  cercle-,  réquation  générale  des 
coniques  doublement  langentes  est 

x^  -\-  y-  —  r^  —  ).  (.r  CCS  M  -\-  y  sinw  —  /;)-. 

La    double  condition  de  représenter  des  hyperboles 

équilalères  et  de  passer  par  le  point  A,  que  je  suppose 

situé  sur  l'axe  des  jr,  nie  donne,  en  désignant  par  A"  la 

puissance  de  A, 

A- 

^  =  fl  ces  W r:  ♦ 

V'2 

p  estla  perpendiculaire abaisséederorigineO  surladroile 
des  contacts  :  celle  perpendiculaire  est  un  axe  de  symé- 
trie pour  l'hyperbole  équilalère  langenie  en  C  et  D.  les 
deux  droites  OC  et  01)  étant  des  normales,  il  en  résuli(^ 
d'après  nue  propriété  connue,  que  00'=  2/7,   O'  étant 
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le  centre  de  riiyperbole.  Donc  l'équation  lieu  du 
point  O'  est 

p  :=  2.a  cosw  —  /.•  y/?. . 

Ce  lieu  représente  une  conchoïde  du  cercle  décrit  du 
point  A  comme  centre,  avec  la  longueur  AO  pour  rayon. 
11  sulfit  donc  de  diminuer  les  rayons  vecteurs  relatifs  à 

ce  cercle  de  la  constante  A  y/2 . 

Le  point  A  ne  peut  occuper  (|ue  trois  positions  :  il 
peut  être  extérieur  ou  intérieur  au  cercle  et,  comme 
position  intermédiaire,  sur  le  cercle. 

S'il  est  extérieur,  on  obtient  la  courbe  précédente-, 
s'il  est  sur  le  cercle,  A  =  o,  et  le  lieu  devient  le  cercle 
p  =  2acos(j)  =  2rcosw,  enfin,  s'il  est  intérieur,  le  lieu 

devient  imaginaire,  puisque  la  constante  est  k\j2.  \J — i  . 
Pour  établir  que  les  points  de  contact  des  tangentes 
menées  de  A  au  lieu  sont  sur  un  cercle,  je  transforme  en 
coordonnées  cartésiennes  et  j'obtiens 

[x^  -\-  y^  —  laxy —  2/^-2(j;'^-f- j^)«=  o. 

Je  transporte  l'origine  en  A,  et  j'écris  que  la  première 
polaire  de  l'origine  est  f'z=  o,  ce  qui  donne 

ce  qui  est  un  cercle.  En  revenant  <à  Torigine  primitive, 
ce  cercle  devient 

2a^[(x  —  a)-  -f- J^]  -h  2^2(.r-'  -\-r^)  —  a*  =  o 

ou 

2 («2  H-  /i2)(jr='  +  r^)  —  /{a\r  H-  a'  —  o. 

2°  Eludions  maintenant  le  lieu  des  foyers  ('*').  J'observe 
qu'il  y  a  deux  sortes  d'iiyperboles  à  considcrer  :  celles 


'*'    (\oAU'  p.'rli*'  est  cii   (l;>!ii)!-  de  1  i  fnifslion. 
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pour  lesquelles  les  points  de  contact  sont  sur  une  même 
branche,  et  celles  pour  lesquelles  les  points  de  contact 
sont  sur  deux  branches  différentes.  Donc  il  y  a  deux  lieux 
de  foyers  :  je  ne  parle  que  des  foyers  réels. 

Dans  le  premier  cas,  les  foyers  F  et  F'  et  le  centre  C 
sont  sur  le  même  rayon  vecteur. 

On  a,  en  désignant  OF  par  p  et  par  P  le  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  OC, 

(p  — 0C)2=2(CP"'—  Âp'). 
Mais 

CP  =:  OP  —  OC  ==--  —  «  COSco  -4-/^/2, 

car 

OC  =z  o^a  cosw  —  k  \li . 

J/équation  polaire  du  lieu  du  point  F  est  donc 

[p  —  \ia  cosw  —  Zy/2  j  j  =:  ilin  cosw  —  >^"\  2)'  —  <?-  sin^wj, 
ou,  toutes  réductions  faites, 

p*^  —  lyia  cosoj  —  A-  y/?,)  H-  2^2  =  o. 

La  construction  de  cette  courbe  est  très-simple.   En 
effet, 


a  cosw  —  /•  y/2  dz  V 1 2 <7  cosw  —  ^^'  s/'^Y  —  2r% 


p  ==  OC  di  y/OC^  —  2/-; 

on  décrira  à  chaque  instant  un  cercle  sur  OC  comme 
dianjctrc,  dont  on  prendia  Tinlersection  avec  le  cercle 
décrit  du  point  ()  avec  r^/a  pour  rayon,  l'n  désignant 
pari  Tun  des  points  de  rencontre,  on  aura 

p  =:OC±CI. 

Pour  que  le  radical  soit  réel,  il  (autqucOC^ — 2/-^(>. 
ce  qui  exige  que  le  point  ('  soit  extérieur  au  (  crclo  (\c 
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rayon  '"y/a,  cjni  t'st,  comme  on  le  sait,  le  lieu  des  som- 
mets des  angles  droits  circonscrits  au  cercle  de  rayon  /•. 
Ce  ceixle  rencontre  le  limaçon  en  quatre  points  qui 
limitent  les  régions,  pour  lesquelles  les  foyeis  sont  dis- 
tribués comme   dans  notre  hypothèse.  • 

Dans  le  second  cas,  les  foyers  F,  F'  sont  sur  une  per- 
pendiculaire à  OC. 

On  a 

2(ÂP"  — CP')=:CF^ 

En  désignant  par  o)  Fangle  AOP, 

A? —  a  sinco,     CP  r=  OC  -t-  OP; 
mais 

OC  rzz  —  (la  cosoi -h  ^- s/ 1)     et     OP=:rtCosw; 
en  substituant,  on  obtient 

CF    =  2.[a''-  sin^w  —  [a  cosw  +  ^:  \J i  f  j . 
J'écris  au-dessous  le  cairé  de  OC 

OC    =:  (  2  «  cos  w  H-  /■  v^  2  j  ; 

j'additionne,   et    je    trouve   que  la   somme    des  seconds 
membres  est  constante  et  égale  à  o.a^  —  ik^ -^  donc 

ÔC'  +Ôf'  =  ia-—  9./r'=  2r'=-.0F\ 

Le  lieu  des  points  F,  F^  est  donc  le  cercle  décrit  de  O 
comme  centre,  avec  r  \J^ ,  Ce  cercle  passe  par  les  quatre 
points  limites  dont  nous  avons  parlé  j)lus  haut  :  il  en 
résulte  que  tous  les  points  du  limaçon  intérieurs  au 
cercle  de  rayon  r\J'2  correspondent  à  des  hyperboles 
pour  lesquelles  les  points  de  contact  sont  sur  deux  bran 
ches  dilïérentes. 
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On  aurait  pu  traiter  le  lieu  des  sommets  d'une  ma- 
nière analogue. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Gambey  ;  A.  Pellissier  ; 
B.  Launoy,  maître  auxiliaire  au  lycée  de  Lille. 


I^OTE  SUR  L'ATTRACTION  PROPORTIO]\KELLE  A  LA  DISTANCE^ 

Par  m.  CHEVILLIET. 


L^ attraction  proportionnelle  à  la  distance  est  la  seule 
pour  laquelle  la  durée  des  oscillations  rectilignes  soit 
indépendante  de  V amplitude, 

Soiif[x)  Taitraction,  on  a 
d'où  Ton  tire 

et,  en  posant  /     f[x)dxz=zy^ 
J  o 

d.T- 


di 


-  =z—  2J  -f-  C. 


Soit  h  la  valeur  de  j  pour  l'abscisse  a  répondant  à 
l'écart  maximum-,  la  vitesse  étant  nulle  alors,  on  a 

o  =  —  2/1  -r-  C, 

d'où 

dx'  /,  V 

—  —  dx 

dt  y/ 2 


Slh—y 
Aim.  de  Mathvmat.,  1^  série,  t.  Xlll.  (Février  187/1.) 
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et,  pour  la  durée  de  la  deDii-oscillation, 

t/0 


ou,  si  l'on  pose  x  =  ^(j^), 


Ainsi  le  problème  est  identique  avec  celui  de  la  tau- 
tochrone;  on  trouvera  donc  de  la  môme  manière 


d'où 

et  la  force 


^=1  2C  VJ', 


x  = 


l^e' 


/./  V      dy       -^ 

^^"'  =  ;z;  =  ^' 


C.     Q.     F.     D. 

Plus  généralement  :  L' attraction  proportionnelle  à  la 
distance  est  la  seule  qui  puisse  faire  décrire  au  mobile 
une  courbe  toujours  fermée,  dans  un  temps  toujours  le 
même,  quelles  que  soient  les  conditions  initiales. 

La  démonstration  se  déduit  facilement  de  ce  qui  pré- 
cède, si  l'on  suppose  la  courbe  symétrique  par  rapport  à 
deux  axes  rectangulaires  passant  par  le  centre  d'attrac- 
tion ^  car  alors  la  projection  du  mobile  sur  l'un  des  axes 
exécute,  autour  du  centre,  des  oscillations  dont  la  durée 
est  indépendante  de  l'amplitude  :  par  conséquent  la 
force  qui  produit  son  mouvement  est  proportionnelle  à 
la  distance  au  centre  5  mais  la  force  qui  agit  sur  le  mobile 
lui-mùme  et  le  rayon  vecteur  mené  du  centre  à  ce  point 
sont  dans  le  même  rapport  que  leurs  projections,  ce  qui 
établit  la  proposition  énoncée. 


(  99  ) 
La  restriction  que  nous  avons  dû  faire   ici  n'est  pas 
nécessaire  *,  mais  pour  le  prouver  nous  avons  dû  recourir 
à  d'autres  considérations,  comme  on  le  verra  dans  une 
autre  Note. 

Remarque.  —  Dans  le  mouvement  d'un  point  attiré 
vers  un  centre  fixe  proportionnellement  à  la  distance  : 

1°  La  somme  des  carrés  des  axes  de  la   trajectoire 
est  indépendante  de  la  direction  de  la  vitesse  initiale 

2°  Leur  produit  ne  dépend  pas  de   la  composante 
suivant  le  rayon  vecteur  de  cette  suites  se 


ab 


/„  t»„  sma 


y/p 


SOLUTION  DINE  QIJESTION  Dll  CONCOURS  D'AGRÉGATION 

DE  1872; 

Par  m.  a.  TOURRETTES. 


Déterminer  une  courbe  plane,  telle  que  l'ordonnée  y 
du  centre  de  gravité  d^ufi  arc  quelconque  5,  à  partir 
d/'une  origine  fixe,  soit  une  fonctioji  donnée  de  la  lon- 
gueur de  Varc,  la  densité  p  en  chaque  point  étant  elle- 
même  une  fonction  donnée  de  Varc. 

EJjectuer  les  calculs  et  discuter  la  courbe,  en  suppo- 
sant p  =  |5^,  j)  =  s^.  On  pourra  examiner,  en  posant 
p  =  A\j'",  y^  =  hs^^  à  quelle  condition  doivent  satisfaire 
les  nombres  m  et  pi,  pour  que  r intégration  puisse  être 
effectuée. 

7 
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Soit  Yi  Tordonnée  du  centre  de  gravité  d'un  arc  de 
courbe  s  =  OM,  compté  à  partir  de  l'origine  des  coor- 
données, que  je  suppose  sur  la  courbe. 

J'aurai 

J  pds 
posons 

et  il  viendra 

¥(s]f/{s)ds^fjf(s)ds. 

Différentiant  les  deux  membres  de  l'équation,  il  vient 

r{s)dsff{s)cls-hF{s'\/{s)dsT=y/\s)ds, 
d'où 

Telle  est  l'équation  générale  des  courbes  demandées,  en 
fonction  de  y  et  de  la  longueur  de  l'arc. 

Pour  avoir  cette  équation  entre  x  et  j  ,  je  pose 

yz=z'j^[s),      d'où      df  z::^  <i^'{s)ds, 
et,  par  suite, 


(2)  X  ^  c  ■=/ ds^i  —  [fi>'\s-)f-, 

en  éliminant  s  entre  l'équation  (i)  et  (2),  on  aura  l'équa- 
tion en  X  et  y. 

Passons  au  cas  particulier  où 

Fis)=zs\      fis)  =  is\ 

L'équation  (i)  donne 

2  s  f  ^s^  ds 

,-  —  i£ : _i_  i- 


lc3 


et 


2  ,  .  ,  /  I  —  br 

r  =  -  ^2         ou    bien       dx  :rr 


/ 1  —  br  , 
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c'est  l'équation  d'une  cycloïde,  dont  le  diamètre  du  cercle 
générateur  est  j  et  dont  l'axe  est  l'axe  des  y. 

Prenons  maintenant  le  cas  où  F  (s)  =  hs^^  f(s)  ^^Jis'". 
Substituant  dans  l'équation  (i),  il  vient 

a/is^'—^  f  As"* ris 
ou 


y  =  l  — h  I  I  hs'^\ 

\m  -^  1  I 


Telle  est  l'équation  entre  l'ordonnée  et  la  longueur  de 
l'arc. 

Cherchons  l'équation  différentielle  en  x  et  j.  On  tire 
de  l'équation  précédente 

y^=:k^i^ S, 

\     m-hi      1 
et,  en  différentiant  les  deux  membres, 


ji^      dy  z=  /^;^     ^ ds. 

p  \        /W  H-  I 

Posons 

m  -T- 1 


et  remplaçons  ds  par  sa  valeur  <^  i  /  i  H-  -—5  il  vient, 

après  avoir  supprimé  dy^  qui  donne  une  parallèle  à  l'axe 
des  X,  laquelle  ne  répond  pas,  évidemment,  à  la  ques- 
tion. 


I     -  —  I       ^       /         dx^ 
d'où 


j:^^    -^V^"^- 


(3)  ,/^^iJ^l/t  0_    j       ^y 

c'est  l'équation  différentielle  cherchée. 
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Le  second  membre  est  une  diiïérentielle  binôme  5  appli- 
quons les  caractères  d'intégrabilité.  Le  premier  caractère 
donne 

I  I         a 


) 


I  \  2    1 

qui  doit  être  entier  \  le  deuxième  caractère  donne 

I       f/  I  I       I 

21  —  u.       2        21  —  p. 

qui  doit  aussi  être  un  nombre  entier.  On  voit  que  m  n'y 
entre  pas.  Posons,  n  étant  un  entier, 


21  —  [t. 
d'où 


(4)  K  = 


Donnant  à  n  toutes  les  valeurs  entières,  positives  ou  né- 
gatives, on  aura  pour  [j.  des  valeurs  qui  répondent  à  des 
cas  d'intégrabilité. 

La  deuxième  formule  donnerait 

(5j  ^.=:'^-l. 

in 

Si  nous  faisons,  dans  l'équation  (4),  n  =:  —  1,  on  a 
^  =  1^  c'est  le  cas  considéré  en  premier  lieu.  Pour 
/î  =  I,  ^  =  |,  et  alors  l'équation  (3)  devient 


27/  \4 
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la   constante   étant  déterminée  par  la   condition  que, 
pour  j  =  ^X%  x=:o. 

La  formule  (5),  pour  w  =  i,  donne 


P=tJ 


par  suite 


dx=z  ~{i\f-  —  y-ydj, 


dont  l'intégrale  est 

j:  ~  -    j  sj^y^~~\'  —  -  L  (27  -{-  v^4/'  — ^')     +  const . 

On  détermine  la  constante  par  la  condition  que,  pour 

X  =  o,  >  =:^  -  ;  on  trouve 

^         2 

\\  \ 
const.  =  ,  L  -  - 
4      2 
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Snr  la  ThermodyDâmiqQe  des  systèmes  matériels. 

M.  Emile  Sarrau,  sous  ce  titre,  vient  de  publier,  dans 
le  Journal  de  Physique,  de  M.  d'Almeida,  t.  II,  1878, 
un  petit  Mémoire  dont  la  lecture  est  accessible  à  toutes 
les  personnes  possédant  les  premiers  éléments  du  Calcul 
infinitésimal^  ce  Mémoire,  dont  nous  recommandons  la 
lecture  à  toutes  les  personnes  qui  aiment  la  rigueur,  peut 
être  considéré  comme  un  des  travaux  les  plus  remar- 
quables qui  aient  été  publiés  sur  la  Physique  mathéma- 
tique. 

En  s'appuyant  sur  les  seuls  principes  de  la  Mécanique 
rationnelle,  sur  cotte  hypothèse,  que  la  température  d'un 
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corps  peut  être  mesurée  par  la  force  vive  du  mouvement 
vibratoire  des  molécules,  enfin  sur  la  notion  de  l'équiva- 
lent mécanique  de  la  chaleur,  M.  Sarrau  retrouve  toutes 
les  lois  expérimentales  de  la  Thermodynamique,  et,  en 
particulier,  le  fameux  théorème  de  Carnot,  jusqu'ici  plu- 
tôt deviné  que  démontré. 

M.  Sarrau  montre  que  la  chaleur  spécifique  des  corps 
à  volume  constant  est  indépendante  de  la  température  -, 
celte  conclusion  n'est  queii  apparence  en  désaccord  avec 
les  faits  observés,  et  tient  à  la  manière  même  dont  M.  Sar- 
rau mesure  la  température.  Dans  la  théorie  de  M.  Sarrau, 
l'expression  du  théorème  de  Carnot  prend  la  forme 

^dq  _    s    l'dT        1  dv\    ■ 
Y  ~^û  \¥~^  3  7/' 

où  dq  désigne  la  quantité  de  chaleur  gagnée  par  le  corps, 
E  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur,  T  la  température 
absolue,  s  un  coefficient  constant,  u  le  poids  atomique  du 
corps,  p*  le  volume  spécifique.  H.  Laurent. 


GORRESPOIVDANGË. 


Extrait  d^une  Lettre  de  M.  Moret-Blanc.  —  Dans  le 
numéro  de  novembre,  M.  de  Saint-Germain  reproche  à 
la  solution  que  j'ai  donnée  de  la  question  1031  [Trousser 
la  condition  pour  que  les  plus  courtes  distances  des  côtés 
opposés  d\in  quadrilatère  gauche  se  rencontrent)  de  ne 
pas  être  assez  spéciale.  Je  ne  crois  pas  qu'une  solution 
vaille  moins  parce  qu'elle  convient  en  même  temps  à  une 
question  plus  générale  que  la  question  proposée  ;  ce  serait 
plutôt  à  mes  yeux  un  avantage.  Dans  tous  les  cas,  si  c'est 
un  défaut,  la  condition  donnée  par  M.  de  Saint-Germain 
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n'y  échappe  point.  En  effet,  si  deux  droites  EF,  GH  se 
rencontrent  en  s'appuyant  sur  les  côtés  opposés  d'un  qua- 
drilatère gauche,  les  six  droites  sont  des  génératrices  d'un 
même  hyperboloïde;  les  parallèles  à  ces  droites,  menées 
par  le  centre,  sont  six  génératrices  du  cône  asymptote. 
Si  les  droites  sont  trois  à  trois  parallèles  à  un  même  plan, 
cas  auquel  elles  sont  des  génératrices  d'un  paraboloïde 
hyperbolique,  des  parallèles  à  ces  droites  menées  par  un 
même  point  sont  comprises  dans  le  système  de  deux  plans 
qui  se  coupent,  ce  qui  est  une  variété  du  cône  du  second 
degré.  La  condition  donnée  par  M.  de  Saint-Germain  a 
donc  exactement  le  même  degré  de  généralité  que  la 
mienne. 

Il  ne  pouvait  manquer  d'en  être  ainsi,  puisque  cette 
dernière  a  été  démontrée  nécessaire  et  suffisante:  toute 
autre  condition  présentant  les  mêmes  caractères  doit 
pouvoir  s'y  réduire  et  avoir  la  même  étendue.  On  n'en 
diminuerait  la  généralité  qu'en  y  introduisant  des  res- 
trictions inutiles. 

Note  additionnelle  à  Varticle  de  la  page  49?  P«'' 
M.  R.  Lefébure  de  Fourcy.  —  Nous  terminerons  en  re- 
marquant que  notre  construction ,  dans  le  cas  où  les  quatre 
points  se  réduisent  à  deux,  donne  la  sécante  idéale^  et 
enfin,  quand  les  courbes  sont  extérieures  ou  intérieures 
l'une  à  Tautre,  on  obtient  les  deux  sécantes  idéales. 

En  effet,  soit  AB  le  diamètre  du  cercle,  et  A'B'  l'axe 
correspondant  de  l'ellipse  5  soit  P  le  point  de  rencontre 
d'une  des  lignes  projection  verticale  des  sections  planes 
du  cylindre,  on  doit  avoir 

PA.PB  =  /J.PA'.PB', 
p  étant  une  constante  afférente  au  petit  axe  de  notre  el- 
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llpse.  Or  cette  condition  est  remplie  quand  le  point  ainsi 
déterminé  est  intérieur  aux  courbes,  et  elle  subsiste  par 
raison  de  continuité. 

N'oublions  pas  qu'on  peut  considérer  deux  systèmes 
de  cônes,  mais  qu'ils  donnent  les  mêmes  résultats.  On 
choisira  celui  dont  le  sommet  est  le  mieux  situé  au  point 
de  vue  graphique. 

Note.  —  Nous  avons  reçu,  trop  tard  pour  pouvoir 
les  mentionner,  des  solutions  de  la  question  1118,  par 
MM.  E.  Dejardin,  à  Paris ^  E.  Kruschwitz,  étudiant  à 
Berlin  \  Paillet,  élève  du  collège  de  Rochefort  \  Djagupov, 
élève  du  gymnase  de  Stravropol,  classe  de  M.  Chudadov 
(Caucase). 


SOLUTIONS  DE  OIJESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1073 

(voir  2'  série,  t,  XI,  p.  i /,/,  )  ; 

Par  m.  C.  MOREAU. 


L' équation 


■6      "   ~^       2.3  ■  ^73  -    ' 

dans  laquelle  o<^p  <^  i ,  «  une  racine  a  comprise  entre 
zéro  et  V unité,  et  Von  a 


f 

I/o 


-{- 


Jc-P  (i  —  xy-^  dx 

2.3.4  C'""- 

/ -1 r-7 T  /         x'^p[\  —  xY-Pdx—  -^r 

(S.  Realis.) 
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Faisons,  dans   la   seconde   intégrale,    x  =:  i — j^    il 
viendra 

J/1 1  —  a 
0 

Xcx.  p  1 

j2-p^j__yy+P^y--  j     x^-P {i  —  xy-^P dx 

.x^-P ( ,  _. xj'-*-P dx  —  j      x^-P ( I  —  xy-^P dx 

O  '^  0 

=  _  j      ^.-,(,  ._^)t-^/'^.r  -.-  -^ ^-^-^^ 

/  ^  '  1.2.3.4  Sin/97r 

el  l'équation  qu'il  s'agit  de  vérifier  devient 

Jf*  a. 
x-P(i  —  x)P-^dx 
o 

^•^•^- r\'^-p(i  —  xy+pdx  —  o. 


[2—p){i—p)p{i-\-p)  J^ 

Cherchons  l'intégrale  générale  du  premier  membre  de 

X 

cette   équation;    pour   cela,    posons =J  •>  ^^   4"^ 

donne 

J?  =n  5        I  —  .r  = et      (IX  rrr 


'expression  à  intégrer  sera 

ry-Pdy  2.3.4  ry^-Pdy 

J   ,7+7"  (2-^)(l— /^)^(H-/^)  J  (I-H.vj^' 

En  intégrant  maintenant  quatre  fois  de  suite,  par  par- 


(  <o8  ) 
lies,  la  seconde  intégrale,  on  a 


/ 


f'~Pdy  __  f^-P  1    -p      y'-P 

4.3.2  (1H-7)'      '  4.3.2.1  1-+-X 

(2  — /^)  (l  — /;);?(l  -f-/;)    ry-P-^rir 


^- 


4-3.2. 1 


f^ 


en  remplaçant  cette  valeur  dans  l'expression  précédente, 
il  restera,  indépendamment  des  termes  connus, 

P  l  -r~p 

et  l'intégrale  générale  cherchée  sera 

2.3  r    y^-p  ^  —  p     .r'"" 

{l  —  p){l  —  p\       y-P  (2._;?)(i — /^);?     y-A»-' 

2.3  (l+j)'  2.3  1-4-/ 

{'2—p)il—p)(l-^p]    _^    _      ['2.—p){i—p)p 


2.3  -^      ^  2.3  -^ 


Revenons  maintenant  à  la  variable  x  en  posant 


I  —  j: 

simplifions  et  ordonnons  par  rapport  à  x^  nous  obtien- 
drons, sans  tenir  compte  de  la  constante  introduite  par 
l'intégration, 

i,'ix'-P{i  —  x)P  r   0       44-7^    ,    .   P{^-^P) 

-    X 


[-''-V- 


['^—p){^-p)p(^-'-p)\_  3  2.3 

2    3" 
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Or  on  voit  que,  p  étant  plus  petit  que  i  et  positif,  cette 
quantité  est  nulle  pour  la  limite  inférieure  x  •=  o-^  l'in- 
tégrale définie  est  donc 


2.3a'-/'(i  —  (/.)P 


{l~p)[i—p)p[i.s-p)    _ 


"..-i 

■'-M- 

2.3 

-u(^- 

-p)p{l~hp) 

2.3 


1 


et  elle  est  effectivement  nulle  si  a  est  racine  de  l'équation 
du  troisième  degré  donnée. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Lucien  Bignon ,  à 
Limaj  J.  Mister,  répétiteur  d'Analyse  à  l'École  du  Génie  civil  de  Bel- 
gique; et  Brocard. 


Question  1091 

(  voir  2*  série,  t.  XI,  p.  33C  ); 

Par  m.   GENTY, 

Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 

Les  faces  d'un  dièdre  droit  doivent  rester  tangentes 
à  un  ellipsoïde  donné,  et  V arête  de  ce  dièdre  doit  ren- 
contrer deux  droites  fixes  quelconques ,  On  demande  le 
lieu  de  cette  arête.  (Mankheim.) 

Soient  D  et  A  les  deux  droites  données;  nous  allons 
chercher  combien  de  génératrices  du  lieu  passent  par  un 
point  quelconque  m  de  la  droite  D. 

Soit  P  le  pian  mené  par  le  point  m  et  la  droite  D;  le 
problème  revient  à  chercher  combien  il  y  a  de  droites, 
passant  par  le  point  m,  situées  dans  le  plan  P,  et  telles 
que  les  plans  tangents,  menés  par  chacune  de  ces  droites 
à  l'ellipsoïde  donné,  se  rencontrent  sous  un  angle  droit 

Or  les  plans  tangents  à  rellipsoïde,  menés  par  le 
point  m,  enveloppent  un  cône  du  second  degré;  et  le 
lieu  des  droites  qui  passent  par  le  sommet  d'un  cône  du 
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second  ordre,  et  qui  sont  telles  que  les  plans  tangents 
menés  au  cône  par  chacune  de  ces  droites  forment  un 
dièdre  droit,  est  aussi  un  cône  du  second  ordre.  Ce  cône 
coupe  le  plan  P  suivant  deux  droites  mp,  mp'-,  ce  sont 
les  génératrices  de  la  surface  gauche  cherchée  qui  pas- 
sent au  point  m. 

Il  est  évident  que  par  le  point  [f.  de  la  droite  A  passent 
de  même  deux  génératrices  de  la  surface. 

Donc  la  surface  cherchée  est  le  lieu  décrit  par  une 
droite  qui  réunit  les  points  correspondants  de  deux  sé- 
ries de  points  m,  m',.,.,  |ut,  |ui',...,  faites  sur  deux  droites D 
et  A,  et  telles  qu'à  un  point  m  correspondent  deux 
points  jW,  et  à  un  point  fz  deux  points  m. 

Donc  le  lieu  cherché  est  une  surface  gauche  du  qua- 
trième ordre  sur  laquelle  les  droites  D  et  A  sont  des 
droites  doubles. 

Nota.  —  Le  théorème  sur  lequel  nous  nous  sommes 
appuyé  n'est  qu'un  cas  particulier  du  suivant  : 

On  donne  deux  cônes  du  second  ordre  C  et  C  ayant 
le  même  sommet  S;  le  lieu  des  droites  passant  par  le 
point  S,  et  telles  que  les  plans  tangents  menés  par  ces 
droites  aux  cônes  C  et  C  forment  deux  couples  de 
plans  en  rapport  harmonique^  est  aussi  un  cône  du  se- 
cond  degré  (F),  qui  passe  par  les  huit  arêtes  de  contact 
des  plans  tangents  communs  aux  deux  cônes  donnés. 

Ce  théorème  lui-même  résulte  immédiatement  du 
théorème  analogue  sur  les  coniques. 

Si  l'on  suppose  que  l'un  des  cônes  donnés  S'  est  la 
sphère  infiniment  petite  qui  a  son  centre  au  sommet  de 
l'autre  cône,  on  a  le  cas  particulier  sur  lequel  nous  nous 
sommes  appuyé. 

Dans  le  cas  général,  les  trois  cônes  S,  S'  et  F  ont  un 
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sysième  de  diamètres  conjugués  commun.  Dans  le  cas 
particulier  qui  nous  occupe,  les  cônes  S  et  F  ont  les 
mêmes  axes. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc,  Gambey 
et  Brocard. 


Question  1128 

(voir  même  tome,  p.  64); 

Par  m.  V.-A.   LEBESGUE. 

Si  un  nombre  premier,  P,  est  égal  à  la  somme  de 
trois  carrés,  P^  est  généralement  égal  aussi  à  la  somme 
de  trois  carrés^  il  ne  pourrait  j  auoir  d'exception  que 
si  P  était  décomposable  en  deux  carrés  ^""j. 

(Catalan.) 
On  a  identiquement 

(ût2-h  />2-f.  c2-f-  dy  =  {n-^  f—  e—  d^Y-\-  4(a--+-  b')  (c^-f-  ^'). 
On  a  de  même  aussi,  identiquement, 

(fl^-r-  ^')(c^H-  (P)=:{ac-\-  bd)^^(ad—  bc)K 
De  là 

i^a^-^  //M-  c2~-  d^Y  =  {^'-^  ^'~  r-'—d^y-^  ^{ac  -i- bdY 

-+-  ^[ad  ~  bcf . 
Pour  d  =z  o, 

Ainsi  le  carré  d'une  somme  de  trois  carrés  est  aussi,  en 
général,  une  somme  de  trois  carrés. 


(*)  liucore  n'ost-il  pas  sûr  que  ce  cas  d'cxcci)li()n  puisse  se  présenter  :  le 
nombre  premier  29  =  16-1-9-1-4  =  ^54-4;  néanmoins  29'=  .î4*-l-i<>'-i-3*. 
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Dans  la  note,  à  Téquation 

292=  24=' -4-1 6^+  3% 
on  pourrait  joindre 

29- =r  2l2-f-  16^ -h  12^ 

Note  du  Rédacteur.  —  M.  Charles  Chahancl  di  résolu 
la  même  question.  Sa  solution  ne  diffère  de  celle  de 
M.  Le  Besgue  qu'en  ce  qu'elle  se  fonde  immédiatement 
sur  l'identité 

facile  à  vérifier. 

M.  Chabanel  remarque  :  1°  que  la  .proposition  énon- 
cée existe  lorsque  le  nombre  P  est  quelconque  (premier 
ou  non  premier),  ce  qui  est  bien  évident,  puisque  Tiden- 
tilé  précédente  ne  suppose  en  rien  que  «^-4-  b^ -^  c^  soit 
un  nombre  entier  premier  \  1^  que,  en  écartant  certains 
cas  particuliers,  le  nombre  P^  est,  en  général,  décompo- 
sable  en  trois  systèmes  différents  de  trois  carrés. 


ODESTIOIVS. 


1129.  Un  triangle  ABC,  rectangle  en  A,  tourne  au- 
tour d'un  axe  mené  par  B  parallèlement  à  AC.  Calculei- 
ses  trois  côtés  sous  la  double  condition  que  son  périmètre 
ait  une  valeur  donnée  et  que  le  volume  engendré  par  lui 
en  un  tour  complet  soit  maximum. 

1130.  Etant  donnée  une  courbe  plane  quelconque  et 
une  surface  du  second  degré,  trouver  les  surfaces  déve- 
loppables  qui,  passant  par  la  courbe,  ont  leur  arête  de 
rebroussement  sur  la  surface^  l'équation  différentielle  du 
premier  ordre,  à  laquelle  se  ramène  la  solution  de  ce  pro- 
blème, peuttoujours  s'intégrerpardesimplesquadratures. 

(E.  Laguef-re.) 
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AXES,  PLANS  CYCLIQUES,  ETC.,  DANS  LES  SIRFACES 
DU  SECOND  ORDRES 

Par   m.  L.   PAINVIN. 


La  détermination  des  axes  d'une  surface  du  second 
ordre,  celle  des  plans  cycliques,  la  recherche  des  condi- 
tions pour  que  la  surface  soit  de  révolution,  sont  des 
questions  étroitement  liées  entre  elles  et  qui  dépendent 
toutes  de  la  discussion  d'une  seule  et  même  équation.  Les 
propriétés  sur  lesquelles  s'appuie  cette  discussion  sont 
parfaitement  connues  5  mais  le  rapprochement  de  ces 
questions,  qui  semblent  différentes,  n'est  jamais  fait 
d'une  manière  très-explicite  dans  les  cours  de  Géométrie 
analytique,  et  nous  pensons  qu'il  y  a  quelque  intérêt  à 
présenter  cette  théorie  sous  la  forme  que  nous  allons  in- 
diquer, et  à  bien  mettre  en  vue  le  lien  qui  en  rattache  les 
diverses  parties.  On  pourra  ainsi  se  rendre  compte  de 
certaines  difficultés  qu'on  rencontre  et  dont  l'explicalion 
est  nécessairement  insuffisante  lorsqu'on  exclut  les  solu- 


tions imaginaires. 


1.  Précisons  d'abord  le  sens  des  termes  que  nous  em- 
ploierons. 

L  Les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  de  l'espace 

I  .r     y      z 

peuvent  être   représentées  par   les   rapports-?  -5  -,  et 

nous  pourrons  déterminer  tous  les  points  de  l'espace  en 
imposant  aux  quantités  x,  y,  z,  t  la  condition  de  n'être 
jamais  infinies.  Lorsque  t  est  nul,  le  point  est  à  l'infini; 
l'équation  t  =  o  définit  donc  le  lieu  de  tous  les  points  de 

^fiti.  lia  Mathéinac,  i^  série,  t.  \HI.  (Mars  iS;.|.)  8 
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l'espace  qui  se   trouvent  à  rinfiiii^  c'est  le  lieu  de  ces 
points  qu'on  désigne  par  le  nom  de  plan  de  Vinfiiii. 

II.  Dans  les  surfaces  du  second  ordre,  le  lieu  des  mi- 
lieux des  droites  réelles  ou  imaginaires,  parallèles  à  une 
direction  fixe,  est  un  plan  qu'on  nomme  plan  diamétral 
conjugué  de  celte  direction^  le  lieu  des  centres  des  sec- 
tions parallèles  à  ce  plan  est  une  droite  qui  est  nommée 
le  diamètre  conjugué  de  ce  plan. 

Lorsque  des  droites  ou  des  plans  sont  imaginaires,  ces 
droites  ou  ces  plans  sont  dits  rectangidaires  lorsque  les 
coefficients  des  équations  qui  les  représentent  satisfont 
aux  relations  établies  pour  le  cas  où  les  droites  et  les  plans 
sont  réels. 

Lorsqu'un  diamètre,  réel  ou  imaginaire,  sera  perpen- 
diculaire au  plan  diamétral  conjugué,  le  diamètre  sera 
dit  un  axe  de  la  surface,  et  le  plan  diamétral  correspon- 
dant sera  nommé  un  plan  principal, 

III.  Nous  appellerons  cercle  toute  section  plane  d'une 
sphère,  que  le  plan  soit  réel  ou  imaginaire;  et  un  plan 
cyclique  d'une  surface  du  second  ordre  sera  un  plan  qui 
la  coupe  suivant  un  cercle. 

D'après  cette  définition  générale  du  cercle,  il  est  facile 
de  voir  que  son  équation  peut  prendre  la  forme  de  celle 
de  la  parabole,  mais  les  coefficients  sont  imaginaires. 

Remarque.  — •  Il  faut  bien  comprendre  que  ces  déno- 
minations que  nous  adoptons  ne  désignent  pas,  dans  le 
cas  des  imaginaires,  des  quantités  géométriques  dans  le 
sens  habituel  du  mot,  mais  seulement  des  formes  analy- 
tiques. Ce  langage,  conventionnel  et  parfaitement  légi- 
time, qui  est  un  auxiliaire  puissant  dans  les  raisonnements, 
ne  fait  donc  que  traduire  les  combinaisons  des  formes 
analytiques. 
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2.  Soit  l'équation  d'une  surface  du  second  ordre 

A^'-f- A'r^^-  A"z^+  2.Byz  -4-  2.W xz  -\- o.W œy 

H-  2C  xr^  iCyt  H-  iC'zt-^  l>t^~  o; 

considérons  la  conique  (F),  section  de  la  surface  par  le 
plan  de  l'infini,  c'est-à-dire 

i   (r)   Aj;2-f-A>M-A''z^-h2Bjz  +  2B'za:-f-2B"^jK:^-0, 
[  ^  =  o, 

puis  le  cercle  imaginaire  de  l'infini  Q,  c'est-à-dire 

(2)  (a)     ^=-;-j^-f-z-=:o,     t^O', 

nous  supposerons  les  axes  de  coordonnées  rectangulaires. 
L'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  points 
communs  aux  courbes  (i)  et  (2)  est 

/  A.r2-{-AV+A"z'-f- 2B/3 -i-2B'zJ:-^2B"a^r 
(  ^=r  o. 

Si  l'on  exprime  que  cette  conique  se  réduit  à  deux 
droites,  on  a  l'équation  de  condition 


I  A  — X  E"  B' 

(4)  B'^        A'  — X  B 

i      B'  B         k"  —  \ 


o. 


On  obtient  ainsi  trois  valeurs  de  ).  ^  à  chaque  valeur  do 
X  correspond  un  système  de  sécantes  passant  parles  quatre 
points  communs  à  la  conique  (F)  et  au  cercle  (0). 

Nommons  rt,  by  c,  d  les  points  d'intersection  des  co- 
niques (i)  et  (2)*,  les  trois  systèmes  de  sécantes  seront 

{nbfCd)f      [ac,  hd),      [ad,bc). 

Désignons,  en  outre,  par  p^  </,  ;-  les  points  de  concours 

8. 
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respectifs  des  cleux  sécantes  de  chaque  système*,  les  points 
/>,  q^  r  sont  les  points  qui  ont  même  polaire  par  rapport 
aux  deux  courbes  F  et  12.  Le  triangle  pqr  est  donc  con- 
jugué, à  la  fois,  par  rapport  à  la  conique  (F)  et  au  cercle 
(12),  c'est-à-dire  que  chacun  de  ses  sommets  est  le  pôle 
du  côté  opposé. 

Or,  si  l'on  considère  un  point  O  à  distance  finie,  le 
centre  de  la  surface,  par  exemple,  s'il  y  a  lieu,  et  qu'on 
mène  un  plan  par  ce  point  O  et  une  des  sécantes  ah^  le 
plan  Oah  coupera  la  surface  du  second  ordre  suivant  un 
cercle;  car  cette  section  et  la  conique  F,  qui  appartient 
aussi  à  la  surface,  doivent  se  rencontrer  en  deux  points, 
lesquels  seront  nécessairement  les  points  a  et  Z>  ;  d'un 
autre  côté,  ces  deux  points  sont,  dans  le  plan  sécant, 
les  points  circulaires  à  l'infini;  la  section  est  donc  un 
cercle. 

Si  l'on  joint  le  centre  O  à  un  des  sommets  du  triangle 
pqr-,  au  point  p  par  exemple,  la  droite  Op  sera  un  axe 
de  la  surface;  car  la  droite  Op  et  le  plan  Oqr  sont  con- 
jugués par  rapport  à  la  surface,  puisque;?  est  le  pôle  de 
^r  par  rapport  à  la  conique  F;  mais  p  est  également  le 
pôle  de  la  trace  qr  du  plan  par  rapport  au  cercle  12  :  la 
droite  Op  est  donc  perpendiculaire  au  plan  Oqr. 
Ainsi  : 

1°  Les  plans  cycliques  sont  les  plans  passant  par  un 
point  O,  à  distance  finie,  et  les  sécantes  communes  à  la 
conique  F*  et  au  cercle  12. 

1^  Les  axes  sont  les  droites  qui  joignent  le  centre  O 
aux  sommets  du  triangle  pqr  conjugué  à  la  fois  par  rap- 
port à  la  conique  F  et  au  cercle  12. 

3"  Les  plans  principaux  sont  les  plans  passant  par  le 
centre  O  et  les  côtés  du  triangle  pqr. 

Le  plan  principal  correspondant  à  l'axe  O/?,  par  exem- 
ple, passe  par  le  côté  r//-,  opposé  au  sommet  p. 


(   "7  ) 

Les  droites  O/?,  Oq,  Or  sont  les  intersections  des  deux 
plans  cycliques  de  chaque  système-,  on  voit  par  là  que  ces 
plans  sont  respectivement  perpendiculaires  au  plan  prin- 
cipal correspondant. 

Remarque.  —  Pour  une  valeur  de  X  vérifiant  l'équa- 
tion (4),  le  premier  membre  de  l'équation  (3)  se  réduit 
au  produit  de  deux  fonctions  linéaires-,  par  conséquent 
les  plans  cycliques  pourront  se  déterminer  en  écrivant 
que  la  fonction 

Ao:^  +  A'j2 .!_  A"z2  -h2.Bjz  -f-  iB'xz  -f-  2  B"xy  —  ^(jc^-:-- j^^t-  z') 

se  réduit,  pour  une  valeur  convenable  del'indéterminée/, 
au  produit  de  deux  fonctions  linéaires,  c'est-à-dire  qu'on 
a  identiquement 


(I) 


=  {ma:  h-  nj  -i- pz){m,x -\-  n,y  -\-  p^z); 


les  directions  des  plans  cycliques  s'obtiendront  en  éga- 
lant à  zéro  les  fonctions  linéaires  nix  -\-  Jiy  -i-  p  z  et 
m^x  -j-  Jiiy  ~{-  piZ. 

De  l'identité  (I)  il  résulte  immédiatement  que  deux 
sections  circulaires  d'un  même  système  sont  sur  une 
même  sphère. 

3.  Ces  préliminaires  étant  posés,  passons  à  la  discus- 
sion de  l'équation  en  1. 

Premier  cas.  Les  racines  de  l  équation  en  1  sont 
distinctes.  —  L'équation  en  1  n'est  autre  que  Téquation 
connue  sous  le  nom  d'équation  en  s -^  si  l'équation  de  la 
surface  donnée  a  ses  coefficients  réels,  Téquation  en  ^  (4) 
aura  ses  racines  réelles,  puisqu'elle  détermine  les  sys- 
tèmes de  sécantes  communes  à  deux  coniques,  dont  une 
est  toujours  imaginaire. 


(   "8  ) 
Conservant  les  notations  du  n*'  2,  nous  voyons  que, 
dans  le  cas  actuel,  la  surface  possède  : 

Trois  systèmes  de  plans 

cycliques [OabyOcd)^  [Oac,Obd),  {Oad^Obc); 

Trois  axes O/?,  0<y,  Or; 

Trois  plans  principaux.  Oyr,  Opr,  O/?^. 

4.  Deuxième  CAS.  L*é(juaf ion  en  A  a  une  racine  double. 
—  Dans  ce  cas,  deux  hypothèses  peuvent  se  présenter  : 

i*^  Le  système  (3)  des  sécantes  communes  correspon- 
dant à  la  racine  double  se  compose  de  deux  droites  dis- 
tinctes 5 

s*'  Le  système  des  sécantes  communes  se  compose  de 
deux  droites  coïncidentes. 

1°  Le  système  (3)  des  sécantes  communes  correspon- 
dant à  la  racine  double  se  compose  de  deux  droites 
distinctes. 

On  a  alors  une  relation  unique  entre  les  coefficients 
de  l'équation  de  la  surface  donnée^  mais  cette  relation 
ne  peut  être  vérifiée  que  par  des  valeurs  imaginaires  de 
CCS  coefficients,  car  elle  est  décomposable  en  la  somme 
de  plusieurs  carrés  (Kummer,  Journal  de  Crelle, 
t.  XXVI;  Hesse,  Géométrie  des  Baums ;  Bauer,  Jour- 
nal de  Crelle^  t.  LXXI). 

La  conique  (F)  touche  le  cercle  imaginaire  de  l'infini 
en  un  point  unique  /7,  et  le  coupe  en  deux  autres  points  a 
cib.  Désignons  par  ^<7  la  tangente  commune  en  ^,  (7  étant 
le  point  où  cette  tangente  rencontre  la  corde  ab. 

Il  n'y  a  plus  que  deux  systèmes  de  sécantes  communes  : 
le  système  (ap,  bp)^  qui  correspond  à  la  racine  double 
de  l'équation  en  li  puis  le  système  (ab,pg),  qui  corres- 
pond à  la  racine  simple. 


(   ''9  ) 

Il  n'y  a  plus  que  deux  points  qui  ont  même  polaire 
par  rapport  à  (F)  et  (0)  :  ce  sont  Jes  points  p  ei  (j  :p  a. 
pour  polaire  la  tangente  pq,  et  g  a.  pour  polaire  une 
droite  pi  passant  par  le  point  p. 

Dans  ce  cas,  qui  correspond  à  une  surface  du  second 
ordre  à  coefficients  imaginaires,  on  a  les  propriétés  par- 
ticulières suivantes  : 

La  surface  du  second  ordre  na  que  deux  sjstc.nies 
de  plans  cycliques  :  le  système  [Oap^  Ohp)^  correspon- 
dant à  la  racine  double,  et  le  système  (Oab^  Opq), 
correspondant  à  la  racine  simple-^  le  plan  cyclique  O  pq 
est  un  plan  asymptote  (ou  parallèle  à  un  plan  asym- 
ptote). 

La  surface  ji  admet  plus  que  deux  axes  et  deux 
plans  principaux  :  V axe  O/?,  situé  dans  le  plan  prin- 
cipal Opq^  auquel  il  correspond,  et  V axe  Oq,  qui  cor- 
respond au  plan  principal  O  pi  ^  pi  étant  la  polaire  du 
point  q. 

Le  plan  Opq  est  à  la  fois  un  plan  cyclique ,  un  plan 
principal  et  un  plan  asymptote. 

Exemple.  —  Nous  citerons  comme  exemple  la  surface 


x'  —  j-'  -f-  s^j  —  I  yz  -\-  .Tz  -f-  y/  —  i  jcj  =2 1. 

L'équation  en  X  est  ici 

(  >o  t    racine  simple, 

4V-3X-i  =  o        °  .       ,  ' 

(  >,  = —  y  racme  double; 

les  plans  cycliques  correspondant  à  la  racine  simple  sont 

(Oabf  Opq)     {x  H-  2 j  V —  I  —  2)  (j*  V  —  ï  ~T-  2)  - -~  Oj 

l'axe  O^,  intersection  de  ces  deux  plans,  a  pour  équa- 
tions 

(0,)         f=-^-:^ 


(     I20    ) 

Je  plan  principal  correspondant  est 


(  Opi)  3x  -h  J  V  —  J  -t-  z  =---  o. 

Les  plans  cycliques  corrcspondaiU   à   la  racine   double 
sont 

{Oftp,Ohp)     .  . 

(  X  [2  H- jv/— ï-^-^v'  — V—  ^OJ  "o; 

l'axe  0^7,  intersection  de  ces  deux  plans,  a  pour  équa- 
tions 

V  z 

(Op)  X  z=0,         ^  1 =   -•, 

V  - 1        ' 
le  plan  principal  correspondant  est 


[Opq)  j^— 14-2=0. 

On  peut  facilement  vérifier  c{ue  le  plan  Opq  est  à  la  fois 
un  plan  cyclique,  un  plan  asymptote  et  un  plan  prin- 
cipal. 

1^  Le  système  (3)  des  sécantes  communes  y  correspon- 
dant à  la  racine  double,  se  compose  de  deux  droites 
coïncidentes» 

On  a,  dans  ce  cas,  deux  relations  entre  les  coefficients 
de  l'équation  de  la  surface-,  on  les  obtient  en  écrivant  les 
conditions  imposées,  ou,  plus  simplement,  en  écrivant 
que  la  fonction 

A  .r2  -4-  M  y  -  --  A''z^  -h  2  Bjz  4-  2  B'.rz  +  2  B"jr  >-  —  l  {x''  -t-j'-i-z^) 

se  réduit,  pour  une  valeur  convenable  de  Tindéter- 
minée  ).,  à  un  carré  parfait,  c'est-à-dire  qu'on  a  iden- 
tiquement 

(Ax'-!-Ay  +  AV-}-2Brz-h2B'a:2-f  2B'Vr-Vx'-t-j2-T-:=) 
(II)  ^  J       \        J  ) 

(      =:  [mx  -+-  ny  ^-  p  z)-. 


(     !■■'-'     ) 

La  conique  (F),  section  de  la  surface  du  second  ordre 
par  le  plan  de  l'infini,  est  alors  doublement  tangente  au 
cercle  imaginaire  de  l'infini.  Soient  a,  b  les  deux  points 
de  contact,  p  le  pôle  de  la  droite  ah.  Les  deux  coniques 
n'ont  plus  que  deux  systèmes  de  sécantes  communes*,  le 
système  correspondant  à  la  racine  double  se  compose  de 
deux  droites  confondues  avec  ab-^  le  système  correspon- 
dant à  la  racine  simple  se  compose  des  deux  tangentes 
communes  «/?,  bp.  Les  points  qui  ont  même  polaire  par 
rapport  aux  deux  coniques  (F)  et  (û)  sont  :  le  point  ^, 
qui  a  pour  polaire  ah  ^  puis  tous  les  points  de  ah  dont 
les  polaires  respectives  passent  par  le  point /:>. 

Nous  aurons,  d'après  cela,  la  proposition  suivante  : 

La  surface  du  second  ordre  n'admet  plus  que  deux 
systèmes  de  plans  cjcliques  :  un  premier  système^  cor- 
respondant à  la  racine  double ,  se  compose  de  deux 
plans  confondus  av^ec  Oab ;  le  second  système  se  com- 
pose des  deux  plans  distincts  Oap,  Obp,  lesquels  sont 
en  même  temps  des  plans  asymptotes. 

La  surface  possède  un  premier  axe  Op  perpendicu- 
laire au  plan  pruicipal  correspondant  Oah\  puis  une 
infinité  d'autres  axes  situés  dans  le  plan  Oab,  O  étant 
le  centre  ;  les  plans  principaux  correspondants  passent 
par  Vaxe  Op. 

La  surface  du  second  ordre  est  alors  une  surface  de 
révolution  dont  l'axe  est  Op. 

5.  Troisième  cas.  L' équation  en  /  a  u/ie  racine  triple. 
—  Nous  aurons  à  considérer,  dans  ce  cas,  les  trois  bypo- 
llièses  suivantes  : 

1°  Le  système  (3)  des  sécantes  communes,  corres- 
pondant à  la  racine  triple,  se  compose  do  deux  droites 
distinctes  5 
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1^  Le  système  des  sécantes  communes  se  compose  de 
deux  droites  coïncidentes; 

3°  Le  système  des  sécantes  communes  est  indéter- 
miné. 

i^  Le  système  (3)  des  sécantes  communes,  correspon- 
dant à  la  racine  triple^  se  compose  de  deux  droites 
distinctes. 

On  a  alors  deux  relations  entre  les  coefficients  de 
l'équation  de  la  surface  donnée;  mais  ces  relations  ne 
peuvent  être  vérifiées  que  par  des  valeurs  imaginaires 
de  ces  coefficients;  nous  le  démontrerons  plus  loin. 

La  conique  (F)  est  osculatrice  en  p  au  cercle  imagi- 
naire de  l'infini;  le  contact  est  du  second  ordre,  et  elle 
rencontre  le  cercle  en  un  second  point  a.  Désignons 
par/7Z  la  tangente  commune.  Le  point  p  est  le  seul  point 
qui  ait  même  polaire  par  rapport  aux  deux  coniques; 
pt  est  celte  polaire. 

De  là  résultent  les  propriétés  suivantes  : 

La  surface  du  second  ordre  n  admet  plus  quun  seul 
système  de  plans  cycliques ,-  ce  système  est  composé  des 
deux  plans  distincts  Opt^  Opa  ;  le  plan  Opt  est  en 
même  temps  un  plan  asymptote. 

La  surface  admet  un  seul  axe  Op,  et  Opt  est  le  plan 
principal  correspoîidant ;  Vaxe  est  ici  situé  dans  le 
plan  principal. 

Exemple.  —  iVous  citerons  comme  exemple  la  surface 


2JK^  -h  •'^Z  V  — •  2  -h  XJ'  V  —  2  r=  I  ; 

l'équation  en  X  est  ici 

V —  3r- -^31  ~iz:=o   ou    {\  —  iy^o-, 

le  système  unique  de  plans  cycliques  est 
(  Opt,  Opa)      (  j  -^  z)  (x  V  —  -2  -f-  j  —  z)  :  -  o  ; 


(  '23  ) 
l'axe  O;^,  intersection  de  ces  deux  plans,  a  pour  équa- 
tion 

X  y  z 

(Op)  -^=.: 


I  I 


et  le  plan  principal  correspondant  est 


{Opt)  xy — 2-t-j  —  2—0; 

c'est  à  la  fois  un  plan  cyclique,  un  plan  principal  et  un 
plan  asymptote. 

2°  Le  système  (3)  des  sécantes  communes j,  corres- 
pondant à  la  racine  triple,  se  compose  de  deux  droites 
coïncident  es . 

On  a  alors  trois  relations  entre  les  coefficients  de 
l'équation  de  la  surface*,  mais  ces  relations  ne  peuvent 
être  vérifiées,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  que  par 
des  valeurs  imaginaires  de  ces  coefficients. 

La  conique  (F)  est  osculatrice  en  p  au  cercle  imagi- 
naire de  l'infini  ^  le  contact  est  du  troisième  ordre  -,  dési- 
gnons par  pt  la  tangente  commune.  Tous  les  points  de 
la  droite  pt  ont  même  polaire  par  rapport  aux  deux 
coniques  (F)  et  (H)  ,  et  ces  polaires  passent  par  le 
point  p\  ce  sont  les  seuls  points  qui  ont  même  polaire. 

De  là  résultent  les  propriétés  suivantes  : 

La  surface  du  second  ordre  n'admet  plus  quun  seul 
système  de  plans  cycliques,  composé  de  deux  plans 
coïncidant  avec  le  plan  Opt-^  ce  plan  est  en  même 
temps  un  plan  asymptote. 

La  surface  possède  une  infinité  d^axes,  lesquels  pas- 
sent par  son  centre  et  sont  situés  dans  le  plan  Opt\ 
tous  les  plans  principaux  correspondants  passent  par 
la  droite  Op,  quon  peut  regarder  comme  V axe  prin- 
cipal. 


(  '-^4  ) 

Nous  citerons  comme  exemple  la  surface 

2.r-  -T-  j^  -h  3z^  H-  2  v' — '  J^  =  I5 
l'équation  en  X  est  ici 

X3  — 6X^-4-  I2X  —  8zzrO       ou       (X  —  2)^r:::0-, 

le  système  unique  de  plans  cycliques  est 

(Opt)  (^_.^— -)2:=:3o; 

tous  les  axes  sont  dans  ce  plan,  et  Taxe  principal  Op  a 
pour  équations 

(Op)  x  =  o,      jr~z\  —  i  =  o; 

les  plans  principaux  passent  tous  par  cette  droite. 

3°  Le  sjstètne  (3)  des  sécantes  communes  y  corres- 
pondant à  la  racine  triple^  est  indéterminé. 

Les  conditions  nécessaires  et  suflisaiites  pour  qu'il  en 
soit  ainsi  sont 

A  =  A'=:A"=:X,       B=:0,       B'  —  O,       B'^rrro; 

la  conique  (F)  se  confond  avec  le  cercle  imaginaire  de 
Tinfîni,  et  alors  la  surface  du  second  ordre  est  une 
sphère. 

6.  La  discussion  complète  de  la  question  que  nous 
avions  en  vue  est  terminée^  il  ne  nous  reste  plus  qu'à 
démontrer  les  deux  assertions  émises  dans  la  première 
et  dans  la  seconde  hypothèse  du  troisième  cas. 

1*^  Lorsquon  exprime  que  V  équation  en  /  a  une 
racine  triple  et  que  le  sjstème  des  sécantes  communes 
se  compose  de  deux  droites  distinctes^  on  obtient  deux 
relatiojLS  entre  les  coejjficients  de  V  équation  de  la  sur- 
face ^  et  ces  relations  ne  peui^ent  être  'vérifiées  que  par 
des  valeurs  imaginaires  de  ces  coefficients. 


(  '^5  ) 


L'équation  en  X  est 


(4) 


OU 


A  —  A        B'^  B' 

B''       A'  —  X  B 

B'  B         A"—\ 


o, 


I  V  -(A-f- A'-T- A'')X' 
( 4  bis)     I        -}-  (A' A''—  B^  -i-  A."Pl  —  B'^  -f-  AA'  -  B''^)  A 


-i- AB2-4-A'B'2~A''B"^  — AA'A'  — 2BB'B""0, 

ei  le  système  de  sécantes  correspondant  à  la  valeur  de  1 
est 

-T-  iByz  -r  iB'xz  -h  Q.B^.ry  —-z  o. 


(3) 


Or,  si  l'on  pose 

[  M  =  A -h  A' -!- A'^ 
(5)  N  —  A'A"-f-  A"A  -H  AA'  —  B^  ~  B"  —  B''\ 

(  P  =zAA'A''-f-  2BB'B''— AB^  — A'B'^  — A"B''S 

les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'équa- 
tion (4  l^is)  ait  ses  trois  racines  égales  sont 


(6) 


M 


N  _  3P 

M  ""IT' 


les  égalités  (6)  équivalent  évidemment  à  deux  relations 
distinctes. 

Si  maintenant  on  pose  encore 


(  a  —  A'A"— B%         6  —  AB 


(7) 


B'B", 


;  a'  =  A''A  -  B'-%       b'  -r  A'  B'  -  B"  B 
a"  --:  AA'  -  B"',       y'-=  A''B"   -  BB'. 


(   '26  ) 
on  constate  très-facilement  les  identités  suivantes  : 

8)  \  )y 


(2°)    j 


La  première  des  identités  (8)  est  évidente 5  pour  établir 
la  seconde,  on  remarque  que 

—  AV—b'^-a'a'\      —A'P^b''—a''a,      —A"'9^zh"'—aa\ 

et  la  démonstration  est  alors  immédiate. 

On  voit  par  là  que  les  relations  (6)  ne  peuvent  être 
vérifiées  que  par  des  valeurs  imaginaires  des  coefficients 
A,  A', . . . ,  si  l'on  ne  veut  pas  établir  plus  de  deux  rela- 
tions distinctes  entre  ces  coefficients. 

2°  Si  Von  exprime  que  V équation  en  ^  a  une  racine 
triple  et  que  le  système  des  sécantes  communes  se  réduit 
à  deux  droites  coïncidentes,  on  obtiejit  trois  relations 
entre  les  coefficients  de  V  équation  de  la  surface,  et  ces 
relations  ne  peuvent  être  "vérifiées  que  par  des  valeurs 
imaginaires  des  coefficients , 

Exprimons  d'abord  que  le  système  des  sécantes  se  ré- 
duit à  deux  droites  confondues,  c'est-à-dire  que  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (3)  est  un  carré  parfait;  il 
vient 

A  —  \  W  B' 


B'^ 

A 

/ 

X 

B' 

A  — 

\ 

B" 

B' 

~B' 

¥ 

A"- 

). 

B" 

A' 

' 

\ 

B 

B' 

— 

B~ 

" 

— • 

A"- 

~X 

(  '2-  ) 

Toutes  ces  relations  seront  vérifiées  si  l'on  a 


(9)  ^o  =  . 

De  là  on  tire 


B 


A  =  y, 


B'B' 
~B~ 


A'=L 


B' 


B'^B 
~B^ 


et  Téquation  en  ^  devient 
B'B'' 


A„  —  l 


B 


B''  > 

B' 
ou,  en  développant, 

(x-/o)^r>-).o 


B'' 

B 

B^ 

"b" 


?!1 
"B^ 


B'' 


A An   ~r~    1 

B" 


B' 
B 


X-+- 


BB' 

"F" 


B"B        BB'\n 


Comme  cette  équation  doit  avoir  une  racine  triple  et 
que  celte  racine  triple  est  Iq^  on  doit  avoir 


(10) 


B'2B''2  _^_  B"2B2  4-  B^B'^  z=  o. 


On  a  donc  à  vérifier  les  relations  (9)  et  (10),  et,  si  l'on 
ne  veut  pas  établir  plus  de  trois  relations  distinctes  entre 
les  coefficients,  il  faudra  nécessairement  admettre  des 
valeurs  imaginaires. 

Le  calcul  que  nous  venons  de  faire  suppose  qu'aucun 
des  coefficients  B,  B',  B''  n'est  nul  5  dans  le  cas  contraire, 
il  faudrait  reprendre  la  reclicrchc  des  relations  (jui  doi- 
vent remplacer  les  relations  (9),  et  l'on  serait  encore 
conduit  à  la  même  conclusion  j  la  vérification  est  des 
plus  faciles. 
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NOTE  SIU  LV  MÉTHODE  DES  ISOPÉRHIÈTRESi 

Par  m.   Désiré  ANDRÉ. 


1 .  Tuut  le  monde  sait  que  le  procédé  pour  calculer  tt, 
connu  sous  le  nom  de  méthode  des  isopéiimètres,  repose 
sur  la  résolution  du  problème  suivant  : 

Etant  donnés  le  rayon  et  V apothème  d\in  polygone 
régulier^,  trouver  le  rayon  et  r apothème  du  polygone 
régulier  ayant  même  périmètre^  mais  un  nombre  double 
de  côtés. 

Ce  problème  résolu,  on  part  d'un  polygone  régulier 
quelconque,  et  l'on  considère  la  suite  indéfinie  des  poly- 
gones réguliers  isopérimètres  dont  le  nombre  des  côtés 
va  constamment  en  doublant. 

2.  Dans  cette  suite,  il  est  évident  que  les  rayons  vont 
en  diminuant,  que  les  apothèmes,  au  contraire,  vont  en 
augmentant,  et  l'on  démontre,  dans  tous  les  cours,  que, 
si  l'on  considère  deux  polygones  consécutifs  : 

La  différence  entre  le  nouveau  rayon  et  le  nouvel 
apothème  est  moindre  que  le  quart  de  la  différence 
entre  V  ancien  rayon  et  V  ancien  apothème, 

3.  L'idée  nous  est  venue  de  considérer,  d'une  part,  la 
suite  indéfinie  des  rayons;  de  l'autre,  la  suite  indéfinie 
des  apothèmes.  Nous  avons  été  conduit  ainsi  aux  deux 
théorèmes  suivants,  qui  nous  semblent  nouveaux. 

\.  Théorème.  —  Dans  la  suite  indéfinie  des  rayons ^ 
si  Von  retranche  chaque  rayon  du  précédent  ^   V  une 
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quelconque  des  différences  obtenues  est  moindre  que  Le 
quart  de  la  précédente . 

En  effet,  désignons  par  /j,  z^,  ''3  les  rayons  de  trois 
polygones  consécutifs,  et  par  «3?  «3  les  apothèmes  des 
deux  derniers-,  nous  avons,  comme  on  sait  : 


r^  —  yja.r^j 


r^  =  sl^i  ''2 , 
«3—  t(«2-+-''2). 


Eliminons  ^2  et  a^  entre  ces  trois  équations,  nous  arri- 


vons à  l'égalité 


ri  -f-  r-r,  —  27-3  r,, 
laquelle  peut  s'écrire 

Or  les  rayons  vont  en  diminuant  j  donc  chacun  des  rap- 

ports  — ^^ — 7  — " —  est  moindre  que  {  *,  donc  le  second 

membre  de  la  dernière  égalité  est  inférieur  à  {  j  donc 
on  a 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

5.  Théorème.  —  Dans  la  suite  indéfinie  des  apo- 
thèmes, si  r on  retranche  chaque  apothème  du  suiv^ant, 
l'une  quelconque  des  différences  obtenues  est  moindre 
que  le  quart  de  la  précédente. 

En  effet,  désignons  par  a^^  a^,  a-^  les  apothèmes  de 
trois  polygones  consécutifs,  et  par  r^,  /'s  les  rayons  des 
deux  premiers;  nous  avons,  comme  on  sait, 

«3---    ïi^îH-  Tj), 

r^  z.~  y^îTi. 
Ann.  (le  Mathéin.,  t.  XllI,  2*'  sorio.  (Mars  1871.)  9 
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Eliminons  f\  ei  /'s  entre  ces  trois  équations  \  nous  trou- 
vons Téquation  suivante  : 

(203  —  a.y  z=z  a:  {iMi  --  rt,), 

qui  peut  s'écrire 


«3  —  «2  I    ^2 

a,  —  ai        4  ^3 

a^ 
05 


Comme  les  apothèmes  vont  en  croissant,  le  rapport 

est  moindre  que  l'unité  ;  donc  le  second  membre  de  notre 
dernière  égalité  est  inférieur  à  ~  \  donc  on  a 

«3    —   <^2<7    ('22—    «1), 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

6.  Remarque.  —  Les  démonstrations  précédentes 
montrent  évidemment  que ,  dans  la  suite  des  rayons 
comme  dans  celle  des  apothèmes,  le  rapport  des  diffé- 
rences considérées  non-seulement  est  toujours  moindre 
que  7,  mais  qu'il  tend  vers  cette  limite  ~  lorsque  le 
nombre  des  côtés  du  polygone  croît  indéfiniment. 


Sl]R  LA  STABILITÉ  DE  L'ÉQUILIBRE^ 

Par  m.   h.   LAURENT. 


Désignons  par  ^1,  q^,"--,  qn  des  variables  indépen- 
dantes, servant  à  fixerla  position  d'un  système  de  corps  5 
pour  que  le  système  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit, 
comme  l'on  sait,  que  le  travail  des  forces  agissant  sur  le 
système,  abstraction  faite  des  forces  développées  par  les 
liaisons,  soit  nul  pour  tout  déplacement  compatible  avec 
les  liaisons.  Si  les  quantités  r/i,  <7_, — ,  q/  ont  été  choisies 


[  i3.  ) 
comme  nous  l'avons  dit,  c'est-à-dire  indépendantes,  il 
n'existera  entre  elles  aucune  liaison,  elle  travail  prendra 
la  forme 

que  nous  désignerons  par  dU,  cette  notation  n'impliquant 
nullement  en  soi  l'existence  d'une  fonction  U.  La  condi- 
tion d'équilibre  sera  alors 

(l)  '  (ÎU:=.0, 

et  cette  formule  se  décomposera,  comme  l'on  sait,  dans 
les  suivantes  :  Q,  i^^z  o,  Q2  --  o,. ..,  qui  fixeront  les  valeurs 
de  ^1,  <72v5  Çk'  Supposons  l'équation  (i)  satisfaite,  et 
par  suite  le  système  en  équilibre,  nous  dirons  que  l'équi- 
libre e?il  stable  dans  la  direction  og^^  ^q^_....  ^  oq„.  Si, 
rendant  par  l'introduction  de  nouvelles  liaisons  le  mou- 
vement impossible  dans  toute  autre  direction,  le  corps 
est  susceptible  de  repasser  par  sa  position  d'équilibre 
quand  on  l'en  écarte  infiniment  peu  dans  la  direction 
considérée,  en  l'abandonnant  sans  vitesse  initiale,  on  dit 

que  l'équilibre  est  instable  dans  la  direction  ^q^^  âq, , 

quand  il  n'est  pas  stable  dans  cette  direction. 

Cela  posé,  écartons  le  corps  infiniment  peu  de  sa  posi- 
tion d'équilibre  dans  la  direction  dqy^  ôa^,...^  en  sorte 

que  ses  coordonnées  deviennent  qi-r-àq^^  q-i-t-^qi, 

Si  nous  l'abandonnions  à  lui-même  dans  sa  nouvelle  po- 
sition, il  n'y  serait  pas,  en  général,  en  équilibre,  et,  en 
rendant  le  mouvement  impossible  dans  toutes  les  direc- 
tions autres  que  cJ<7i,  ^^2v?il  tendrait  à  se  mouvoir  clans 
cette  direction.  Pour  savoir  dans  (|uel  sens,  nous  ferons 
usage  de  l'artifice  suivant  : 

Observons  que,  s'il  y  a  tendance  au  mouvement,  on 
pourra  toujours  s'y  opposer  en  appliquant  on  olia({ne 
point    du   système   une  force  égale,    mais   diiectenu^nt 

9- 
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Opposée  à  celle  qui  produirait  son  mouvement  s'il  était 
libre.  Le  système  sera  alors  en  équilibre  dans  sa  nouvelle 
position,  et  la  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces 
qui  le  sollicitent  doit  être  nulle  5  mais,  si  nous  considérons 
en  particulier  le  travail  dans  le  mouvement  virtuel  coïn- 
cidant avec  le  mouvement  réel  que  prendrait  le  corps  si 
l'on  n'avait  pas  introduit  de  nouvelles  forces,  le  travail 
de  chacune  de  ces  nouvelles  forces,  qui  sont  les  forces 
d'inertie,  sera  négatif.  Désignons  alors  leur  travail  total 
par  —  0.  Le  travail  des  autres  forces  sera  la  valeur  que 
prend  ôU  quand  on  y  remplace  g^  par  cji-t-  d(ji^  q^  par 
q<i-T-  cJ<72,...,  si  le  corps  s'éloigne  de  sa  position  d'équi- 
libre^ au  contraire,  il  sera  ce  que  devient  cJU  (juand  on 
y  remplace (/i  par  ^j  —  oq^^  q^  par  q^, —  âq^^...^  si  le  corps 
se  rapproche  et  repasse  par  sa  position  d'équilibre-,  dans 
le  premier  cas,  JU  devient 

Q.  <î7.  -  Q^^72  '-^Qk ^qh  -i-  ^7. 2  '~T  '^'^  ""'  "'^^S  7/r  ^"^^ 

ou  bien 

et,  dans  le  second  cas, 

ou  bien 

Si  nous  posons 

l'équation  qui  exprime  les  conditions  d'équilibre  du  corps 
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dans  sa  nouvelle  position  sera 

le  signe  H-  convenant  au  cas  où  le  corps  s'éloigne,  le  signe 

—  au  cas  où  il  se  rapproche  de  sa  position  d'équilibre. 
Si  l'on  observe  que  dU  est  nul  en  vertu  de  (i),  on  aura 

—  0±Z(î2U  =  o,     ou     ±.S'V  =  e', 

le  second  membre  0  est  positif  pour  le  déplacement 
virtuel  coïncidant  avec  celui  qui  a  réellement  lieu-,  car 

—  0  est,  d'après  la  remarque  faite  plus  haut,  essentiel- 
lement négatif  5  donc  il  faut  prendre  devant  le  premier 
membre  le  signe  -h  si  ^^U  est  positif,  et  le  signe  —  s'il 
est  négatif. 

Ceci  revient  à  dire  que,  si  J^U  est  positif,  le  mouvement 
réel  que  prendra  le  corps  sera  -h^q^-h  âq^^ ■■''•>  il  s'éloi- 
gnera donc  de  sa  position  d'équilibre,  et  il  y  aura  instabi- 
lité. Si,  au  contraire,  J'U  est  négatif,  le  déplacement 
réel  du  corps  sera  —  ^f/i,  —  ^^2?  •  •  •  ^  c'est-à-dire  qu'il  re- 
passera par  sa  position  d'équilibre,  et  que  cet  équilibre 
sera  stable.  Si  le  signe  de  J^U  reste  indéterminé,  il  y 
aura  en  général  instabilité. 

Ainsi,  en  résumé,  pour  voir  si  un  corps  est  en  équi- 
libre stable  ou  instable  dans  une  position  donnée^,,  ^2>-. 
et  le  long  d'une  direction  ^<7i,  ^^2,...,  il  faut  former  la 
quantité  ^"U,  et  l'équilibre  sera  stable  le  long  de  la  di- 
rection considérée,  si  le  long  de  cette  direction  on  a 
^'U  <r  o  :  il  sera  instable  dans  le  cas  contraire. 

Ces  conclusions  sont  d'ailleurs  soumises  à  des  restric- 
tions sur  lesquelles  on  n'attire  peut-être  pas  assez  l'atten- 
tion dans  les  Cours  de  Mécanique,  restrictions  qui  infir- 
ment souvent  le  principe  des  vitesses  virtuelles  lui-même. 
Ainsi  il  est  incontestable,  pour  tout  homme  de  bon  sens, 
qu'un  point  matériel  pesant  est  en  é(juilibre  stable  dans 
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toutes  les  directions  lorsqu'il  est  au  fond  d'un  entonnoir 
conique  à  axe  vertical;  cependant  on  n'a  pas  ^  =  0^ 
en  eilet,  appelant  ^q  le  déplacement  en  hauleur,  oU  est 
de  la  forme  p^^q-i  et  ni  p  ni  oq  ne  peuvent  être  nuls. 

Lorsque  d\]  est  une  différentielle  exacte,  il  existe  une 
fonclion  U  dont  la  différentielle  est  nulle  dans  le  cas  de 
réquilibre,  et  il  est  clair  que,  si  l'équilibre  est  stable  dans 
toutes  les  directions,  U  passe  par  un  maximum  5  si  l'équi- 
libre est  instable  dans  toutes  les  directions,  U  passe  par 
un  minimum.  On  dit  alors  simplement  que  l'équilibre 
est  stable  ou  instable. 

Les  directions  relatives  à  la  stabilité  et  à  l'instabilité 
sont  distribuées  d'une  façon  assez  curieuse  et  qui  n'a  pas 
encore  été  remarquée,  à  ce  que  je  crois. 

Considérons  un  point  matériel  m  soumis  à  l'action  de 
forces  qui  se  réduisent  à  trois,  X,  Y,  Z,  parallèles  respec- 
tivement à  trois  axes  rectangulaires.  Soient  x,  JK?  ^  ^^s 
coordonnées  du  point  matériel*,  dans  ce  cas,  on  a 

dx  \  (Iz  dy  j 

Si  l'on  construit  alors  la  surface  conique  ayant  pour 
équation 

r/X^  IdX         dZ\ 

J,  y;,  ^  désignant  les  coordonnées  courantes  relatives  au 
point  ni  considéré  comme  origine,  il  est  facile  de  voir  que 
cette  surface  partagera  l'espace  en  deux  régions  :  dans 
l'une  d'elles  d^U  sera  positif,  et  dans  l'autre  il  sera  né- 
gatif. Sur  la  surface  même,  on  aura  J"^U  =  o.  Donc,  si 
par  une  position  d'équilibre  d'un  point  matériel  libre  on 
fait  passer  un  certain  cône  du  second  degré,  l'équilibre 
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sera  stable  pour  tous  les  déplacements  effectués  dans  une 
certaine  région  de  l'espace  déterminé  par  ce  cône,  et 
l'équilibre  sera  instable  pour  tous  les  déplacements  cor- 
respondant à  l'autre  région.  Si  le  cône  en  question  est 
imaginaire,  il  y  aura  stabilité  ou  instabilité  dans  toutes 
les  directions;  la  même  chose  aura  évidemment  lieu  pour 
un  point  faisant  partie  d'un  système  quelconque  avec  ou 
sans  liaisons,  pourvu  que  Ton  substitue  aux  liaisons  les 
forces  qui  les  produisent;  on  pourra  ainsi,  pour  chaque 
point  d'un  système,  construire  les  régions  de  stabilité  et 
d'instabilité. 

On  pourra  toujours  diriger  les  axes  de  coordonnées  de 
telle  sorte  que  le  cône  (2)  soit  rapporté  à  ses  axes  ;  mais 
alors  les  termes  en  yi^,  en  ^^  et  en  rj^  disparaissent,  et  la 
quantité  ^'^U  affectera  la  forme 

^X  ^  clY  ^  dZ  ^ 

dx  dy  dz 

Autour  du  point  m  considéré  dans  sa  position  d'équi- 
libre, décrivons  une  petite  sphère  de  rayon  /•,  puis  sup- 
posons le  point  m  dérangé  de  sa  position  d'équilibre,  mais 
placé  sur  la  sphère  dans  la  direction  ^x,  (^ ,  dz  ;  portons 

sur  cette  direction  une  longueur  égale  à— -__:    le  lieu 

des  points  ainsi  obtenus  aura  pour  équation,  en  coordon- 
nées polaires  (p,  a,  (3,  y), 


ou  bien,  en  dirigeant  les  axes  de  la  façon  la  plus  simple. 


P  = 


v'' 


r'cos'a  -! r'cos'p  -\ r'cos'v 

dx  d  Y  dz 
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En  prenant  des  coordonnées  ordinaires  ^  ni::  pcosa, 
Yi  r-  |ocosp,  Ç  =  pcosy,  cette  équation  devient 

I        r/X  ^Y  ^/Z 

r^         dx  Cl  y  dz 

Nous  trouvons  ainsi  une  surface  du  second  degré  dont 
le  cône  asymptote  fournissait  les  régions  de  stabilité,  et 
la  surface  n'est  réelle  que  dans  les  régions  d'instabilité. 
Toutefois  on  peut  adjoindre  à  cette  surface  sa  conjuguée, 
et  l'on  obtient  ainsi  une  double  surface  du  second  ordre 
à  centre,  dont  les  rayons  vecteurs  permettront  de  com- 
parer dans  toutes  les  directions  les  valeurs  de  ^^U. 

Oi ,  si  l'on  remonte  à  l'origine  de  cette  théorie,  ^^U  est 
égal  en  valeur  absolue  à  la  quantité  que  nous  avons  ap- 
pelée 0  et  qui  représente  le  travail  des  forces  d'inertie. 
Ce  travail,  pour  un  déplacement  d'amplitude  /',  est  égal 
à  la  force  vive  acquise  par  le  système-,  on  peut  donc  dire 
que  la  double  surface  du  second  ordre  à  laquelle  nous  ve- 
nons de  parvenir  sert  à  faire  connaître  la  force  vive  avec 
laquelle  un  point  déplacé  d'une  quantité  constante  revient 
à  sa  position  d'équilibre.  Cette  force  vive  est  niaxima  et 
minima,  comme  Ton  voit,  dans  deux  directions  rectangu- 
laires. 

Considérons  maintenant  un  point  m  en  équilibre  sur 
une  surface  que  nous  représenterons  par  l'équation 

z  —f[x,r), 

en  représentant,  conformément  à  l'usage,  par  /?,  q^  i\  5,  t 
les  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  de 
la  fonction y^.  On  pourra  poser 

oU  — Xox-f-  X^y 


et 


dx  \  dy  dx  I  dy 
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Si  l'on  prend  pour  plan  des  xy  le  plan  langent  à  la 
surface  menée  par  le  point  M,  l'équation  o^U  =^  o,  ou 
bien 


dX 
dx 


C  /r/Y    ,    ./X\  .    ^Y 

-  ûx^  -1-       — -  -^  — -      ^xf^y  -i-  -—  (5>-'  —  o, 

c  \  dy  dx  I  dy 


dans  laquelle  on  considère  ^x  et  dy  comme  des  coordon- 
nées courantes,  représentera  deux  droites  qui  sépareront 
les  portions  de  surfaces  relatives  à  l'équilibre  stable  ou 
instable.  Si  l'on  représente  par  P,  Q,  R  les  composantes 
de  la  force  qui  sollicite  le  point  m,  on  aura 

et  l'équation  (^^U  deviendra,  en  observant  que  p  =:  o, 
<7  —  o, 


(dP  ^     ^\   .   ,   ,     [dO    ,    dP 

--    -f-  rR      àx^-'r- 'r 

\dx  )  \dx         dy 


\ 


(  -.-    -h  rR  i  ^.r2-f-  [  '-^  4-  "■-  -I-  2^R  j  ^x^y 


h^(|--:-,r).,..  =  o. 

En  prenant  pour  axes  des  x  et  des  y  les  axes  de  l'indi- 
catrice, on  a 


I  dP 

dx 


dO         dP\  ,     ,  /VO  \  , 


^P  r/Q 


Toutes    les  fois    que   l'on    aura  — -  :^  o,  —  =  o   et 

^  dx  dy 

^Q  r/P      ,,,  .  ,    ,j  ,  \ 

—  = —  —-  ?  1  équation  précédente  représentera  les  asym- 
ptotes de  l'indicatrice.  Or  les  équations  précédentes  sup- 
posent P  =:z  ay  -}-  Z»,  Q  --  —  ax  -f--  c  :  ainsi  l'on  peut 
dire  que,  si  les  composantes  parallèles  au  plan  tangent 
mené  par  le  point  ni  de  la  force  qui  sollicite  ce  point 
sont   dos  fonctions   linéaires    de   la    forme   ay-^b   et 
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—  ax  -f-  c,  les  légions  de  stabilité  et  d'instabilité  seront 
délimitées  par  les  asymptotes  de  l'indicatrice. 

Ainsi,  par  exemple,  si  un  point  pesant  est  en  équilibre 
sur  une  surface,  l'équilibre  sera  stable  dans  l'un  des 
angles  des  asymptotes  de  l'indicatrice,  et  instable  dans 
l'autre  angle,  ce  qui  est  conforme  aux  indications  du  bon 
sens. 

EXPOSITIO!^  DE  LA  MÉTHODE  DES  ËQUIPOLLEACES 

(suite,  voir  même  tome,  p.  58); 

Par  m.   g.  BELLAVITIS. 

(Traduit  de  l'italien  par  M.  Laisant,  capitaine  du  Génie.) 


Tangente.  —  La  direction  de  la  tangente  en  M  est  fournie  par 

dx  et  dj  étant  liés  par  la  relation,  dérivée  de  (2), 

xdx  — jdy  :=:  0. 
Cela  donne 

(3)  MT  i^OA-^  jrOB, 

relation  qu'on  aurait  aussi  en  dérivant  par  rapport  à  t  l'équipollence 

OM  A  chf.OA—  shf.OR. 

Cette  tangente  rencontre  OA  en  un  point  S  que  l'on  détermine ,  en 
faisant  que  OS  i  OM  H- A  MT  ne  renferme  pas  de  terme  en  OR.  Cela 
donne 

x 
<'t 

(4)  .  os -A  -OA. 

Si  P  est  le  pied  de  l'ordonnée  MP,  on  a  donc 

OP. OS  A  (OA)-. 

Propriétés  de  la  droite  M'S  formant  avec  MT  un  angle  égal  à  AOB.  — 
La  droite  MN  i  MT.OB  :  OA  A7OB  -i-  x(OB)»  :  OA  forme  avec  la  tan- 
gente l'angle  constant  AOB.  Soit  N'M  A  MN.  Il  viendra 

(5)  OM  —  IS'M  aOW  J^xOh.-x{  OB)-  :  OA  .'.  x  OA  —  x  OE  a  jc  EA , 
si  l'on  forme  le  triangle  BOE  directement  semblable  à  AOB. 
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On  a  aussi 

PW  Jl  OIS'— OP  a  xEO, 

et  les  deux  triangles  OPN',  AOE  sont  homothétiques. 

Si   OA,  OB  sont  les  axes,   INIVIM'  est  la  normale;    elle  coupe  dans  un 
rapport  constant  l'abscisse  OP. 

Diainètres  conjugués^  théorèmes  d'jipollonius.  —  Si  l'on  a 

et 

(G)  OC  A  cOA-+-^OB,     OD  =A,  c^OA-^cOB, 

ces  droites  OC,  OD,  sont  deux  demi-diamètres  conjugués. 
Les  relations  (6)  donnent  en  effet 

OA^icOC  — ^OD,     OB  =i  —  <^0C -^  c  OD, 

et,  substituant  dans(i), 

OM  :ù.{cy  —  dj)OC-{-  {cy  —  dx)OYy, 

équipollencc  de  la  môme  forme  que  (i),  car 

{ex  —  djy  —  {cj—  dxy  =  I. 

La  règle  XII  montre  que  les  aires  des  triangles  OCD,  OAB  sont 
égales. 

On  vérifie  que  la  relation  suivante  existe  entre  OC  et  OD  : 

(OCy  — (0D7  A  (OA)*— (0B)% 

Si  donc  on  pose 

(7)  (OA)»  — (OB)^  A  (0F)% 

on  obtiendra  deux  points  remarquables  F,  F,  (foyers)  indépendants  du 
choix- des  diamètres. 
La  relation  (7)  donne 

(OB)^  =A:  (OA  -  OF)  (OA  -^  OF), 

et,  remarquant  que  OF,  A  —  OF, 

(OB)^  A  AF.AF,. 

Donc  :  en  un  point  quelconque  de  l'hjperbole,  la  tangente  est  bissec- 
trice de  l'angle  des  deux  rayons  i<ecteurs,  et  le  produit  de  ceux-ci  est 
égal  au  carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  la  tangente. 

Trouver  les  foyers,  connaissant  deux  diamètres  conjugués.  —  Ce  pro- 
blème est  résolu  par  l'équipollencc  (7),  qu'on  peut  écrire 

(OF)-  A  OA  [OA  -  (OB)^  :  OA  j  A  OA  (OA  —  OE)  .A  OA.EA, 

c'est-à-dire  (|ue  l'excentricité  est  moyenne  proporlioiincllc  entre  AO,  AE, 
et  parallèle  à  la  bissectrice  de  l'angle  OAE. 


(  i4<>  ) 

Autrement 

(OF)-  A(OA-r-0B)(OA  -OB)  a  OK.OK,, 
si  l'on  fait  AK         -  AK,  A  OH. 

L'excentricité  est  donc  aussi  moyenne  proportionnelle  entre  OK,  OK,, 
et  bissectrice  de  l'anfjle  de  ces  deux  droites,  dans  lesquelles  on  recon- 
naît aisément  les  asymptotes. 

Propriétés  diverses.  —  Soient  C*  ) 

OL  i  jr  OK,     OL,  4\j  OK,,     OL'  ^  x  OK,     OL;  -Jl  x  OK.. 
Si  l'on  se  rappelle  que 

OK  i  OA  -.-  OB,     OK,  ^  OA  -  OB, 
on  trouvera  facilement  les  relations  suivantes: 

LMA(jr— ^)0A,     L'M  i  — (a— j>)OB, 
OM  —  OL,  A  2OQ  A  (a:  -T-^r)  OA,     L',  M  a  (^  -^j  )  OB. 

On  peut  déduire  de  là  plusieurs  équipollences,  parmi  lesquelles  nous 
ferons  remarquer  les  suivantes  : 

2OQ.LM  A  (0A)%     ML'.ML;  a  _  (0B)%     2OQ.ML'  A  ML. ML',  a  OA.OB, 

LM  :  ML'  -A  OA  :  OB,     2  OQ  :  L',  M  a  OA  :  OB. 

Il  est  très-facile  de  les  interpréter  géométriquement,  en  remarquant 
que  ML  est  une  parallèle  à  un  diamètre  transverse,  limitée  à  une  asym- 
ptote, LL,  et  L'ML',  des  parallèles  au  diamètre  conjugué,  limitées  aux 
deux  asymptotes,  et  Q  le  point  milieu  de  ML,. 

Interprétations  mécaniques .  —  Dans  le  mouvement  exprimé  par 

OM  A  chf.OA-;-shf.OB, 
la  vitesse  est 

sh/'.OA  —  clu.OB, 
et  l'accélération 

clu.OA^shf.OB  A  OM. 

Ce  mouvement  est  donc  celui  d'un  point  repoussé  par  un  centre  fixe 
en  raison  de  la  distance. 

En  se  reportant  aux  formules 

c\it  —\{e'  —e-'),     ?,\\t  -.\{e'  —  e-'), 

on  voit  que  l'équipollence  de  l'hyperbole  peut  se  mettre  sous  la  forme 

OM  A  1  OK  f'  -r-  i  OK,  t-'. 

Celte  courbe  s'obtient  donc  par  la  composition  des  deux  mouvements 
rectilignes  représentés  par  |  OK  ^'',  7OK,  e~',  s'eirectuant  suivant  les 
asymptotes  OK,  OK,. 

Le  produit  de  ces  deux  termes  étant  constant, on  a  la  propriété  connue  : 
le  produit  des  deux  coordonnées  d'un  point  est  constant,  les  asymptotes 
étant  prises  pour  axes  coordonnés. 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure 


?  i4i  ) 

Cjcioïde. 

153.  Si  un  mouvement  rectiligne  uniforme  est  com- 
posé avec  un  mouvement  circulaire  de  vitesse  égale  à 
celle  du  premier,  on  aura,  en  prenant  les  constantes  de 
la  manière  que  nous  reconnaîtrons  dans  la  suite  être  la 
plus  convenable, 

(i)  OM-^t  —  ^i', 

La  courbe  M  peut  être  considérée  comme  engendrée 
par  un  point  d'une  circonférence  de  rayon  égal  à  i,  qui 
se  meut  sur  cette  circonférence,  tandis  que  le  centre  par- 
court une  droite  d'inclinaison  nulle.  Comme  la  rotation 
entière  du  point  mobile  est  achevée  lorsque  t=  2r.,  il 
est  aisé  de  voir  par  là  que  la  courbe  est  la  cycloïde  or- 
dinaire. 

154.  Pour  déterminer  la  tangente  à  la  cycloïde,  il  est 
nécessaire  de  connaître  la  dérivée,  par  rapport  à  r,  de 
gftAogV.  L'Algèbre  des  imaginaires  nous  enseigne  que 
cette  dérivée  est 

Si  l'on  désirait  une  démonstration  géométrique,  on 
supposerait  que,  dans  le  cercle  exprimé  par 

CM  «r^  eS 

t  reçoive  l'accroissement  co.  La  corde  correspondante 
MMi,  divisée  par  o),  c'est-à-dire  par  la  longueur  do  Tare 
correspondant  du  cercle  de  rayon  i,  donne  MMj  :  w, 
dont  la  limite,  pour  w  infiniment  petit,  sera  une  droite 
égale  à  i,  et  perpendiculaire  au  rayon  CM.  Donc  la  dé- 
rivée de  CM  «r^  î^  est  celle  expression  même  e'  multipliée 
par  le  rayon. 


(  i4'2  ) 

loo.   La  laiigente  à  la  cycloidc  est  donnée  en  direction 
par  la  dérivée  de  réquipollence  (i),  c'est-à-dire  par 

(2)  Mï':^!-!-*', 

et  la  normale  a  pour  direction 

Il  en  résulte 

et,  comme  OC'-^t  (fig  33)  détermine  la  position  va- 
riable du  centre  C  du  cercle  générateur,  il  s'ensuit  que 
la  normale  passe  par  l'extrémité  du  rayon  CJN  —  y ,  per- 
pendiculaire sur  la  base  DB.  On  voit  qu'on  trouve  ici 
cette  propriété  de  la  cycloïde  d'une  manière  tout  à  fait 

FifT.  33. 


spontanée 5  le  calcul  sera  un  peu  moins  facile,  si  nous 
cherchons  où  la  tangente  MT  rencontre  la  droite  NCQ. 
Nous  poserons,  pour  cela, 

0Q«-^  t~q^J  ^OU  -r-pWï-^t-^p  -f-  (/^  — y^'e', 

(yf,  p  étant  deux  quantités  réelles  qu'il  reste  à  déterminer 
au  moyen  des  deux  équations  en  lesquelles  se  décompose 
cette  équipoUence,  si  l'on  sépare  les  parties  réelle  et 
imaginaire 

t  ^=:z  t  -~  p  -r-  p  ces/  -+-  sin  /, 

—  q-r-ps\nt — cos^ 


(  .43  ) 
Ces  équations  donnent  ^  =:  i ,  et  par  suite  la  tangente 
MT  coupe  le  cercle  générateur  au  point  Q,  diamétrale- 
ment opposé  à  N  (chose  évidente,  du  reste). 

156.  La  dérivée  de  la  vitesse  MT  est 

(3)  v'e''^MC; 

c'est  V accélération  du  mouvement  exprimé  par  l'équi- 
pollence  {1)5  en  d'autres  termes,  le  point  M,  qui  se  meut 
sur  la  cycloïde  selon  cette  loi,  peut  être  considéré  comme 
attiré  par  une  force  constante  vers  le  centre  mobile  C  du 
cercle  générateur. 

157.  Si,  comme  au  n"  143,  nous  cherchons  le  point  R 
de  la  normale  MN,  où  celle-ci  rencontre  la  normale  in- 
finiment voisine,  nous  devrons  égaler  à  zéro  la  dérivée  de 

t'est-à-dire  que 

(l  -;-e'  —ps^)dt-\-  y/(i  -f-  s')  dp^o. 

En  considérant  —  comme  un  rapport  tout  à  fait  arbi- 
traire, on  voit  (*)  que  le  produit 

(i-i-e'  — /^s^cj  (v'-f-v^£')'=^  — v'  —  v/^'  +  /A''''— V-"'  — V^^/'V^ 

doit  être  identique  à  son  propre  conjugué  5  par  suite, 
p=  2. 


(  *)  En  général,  si  Xd.v  -hBdj  A  0,  on  a  en  même  temps 
cj .  A </x  4-  c'j.^dj  A  o. 

Multipliant  la  première  équipollencc  par  cj.B,  la   seconde  par  V>  et  n*- 
tranchanl,  on  obtient 

A  cj.B  ^  cj.AU. 

{Note  du  Traducteur.) 


(  »44  ) 

Donc  le  ravori  de  courbure  JMR  est  double  de  la  nor- 
maie  MN.  Le  lieu  de  tous  les  centres  R,  c'est-à-dire  la 
développée,  est  donné  par  réquipoUcnce 

(4)  0R^2v^-n/-^-  yV, 

c'est  par  conséquent  une  cycloïde  égale  à  la  première 

Les  rayons  des  cercles  générateurs  en  M  et  en  R  sont 
—  yc',  y^£%  c'est-à-dire  parallèles,  mais  de  directions 
opposées. 

lo8.  Soit  que,  par  chaque  point  M  de  la  cycloïde,  on 
mène  la  droite  MS,  qui  forme  un  angle  donné  a  avec  le 
rayon  de  courbure  MR,  et  présente  avec  ce  dernier  un 
rapport  donné  a,  de  sorte  que 

MS  ^fl£*MR, 

et  que  l'on  cherche  le  lieu  de  tous  les  points  S. 
On  a  aisément 

(5)  OS^/  — vV -^- 2rtv'£"'i  — ^') 

ce  qui  montre  que  la  courbe  S  est  engendrée,  elle  aussi, 
par  la  composition  d'un  mouvement  continu  en  ligne 
droite,  exprimé  par  le  terme  f,  avec  un  mouvement  de 
rotation  dont  le  rayon  constant  est  2«£"  —  i. 

Par  suite,  la  courbe  S  est  une  cycloïde,  qui  est  ordi- 
naire toutes  les  fois  que  Ton  a 

gr.  (2«s*  —  i)  -    I, 

c'est-à-dire  io2) 

[lai^  —  i)  (2«£~*  —  ij^r^:»!     ou  (92)     <-/ ---.cosa, 


(  ï45  ) 
auquel  cas  la  courbe  S  est  développée  imparfaite  de  la 
courbe  M. 

159.  Comme  nouvelle  application  de  notre  méthode 
et  de  la  manière  très-simple  d'exprimer  une  cycloïde, 
recherchons  la  trajectoire  orthogonale  de  toutes  les  po- 
sitions que  prend  la  cycloïde,  en  se  mouvant  parallèle- 
ment à  sa  base.  Ces  cycloides,  en  nombre  infini,  sont 
exprimées  par 

(6J  OM^T-r-/—  v/^S 

r  étant  le  paramètre  déposition  qui  distingue  Tune  de 
l'autre  les  cycloides  éga-les. 

L'équipollence  (6)  exprimera  aussi  la  trajectoire  cher- 
chée, si  t  est  une  telle  fonction  de  r,  qu'elle  indique  sur 
chaque  cycloïde  le  point  où  celle-ci  est  rencontrée  par  la 
trajectoire,  La  tangente  à  la  trajectoire  sera  par  suite  ex- 
primée par  la  dérivée  de  (6),  prise  par  rapport  à  t^  dé- 
rivée que  nous  désignerons  par  la  caractéristique  cO.  La 
tangente  (Dr  -f-  i  -H  s'  devra  en  outre  (pour  que  l'on  ait 
une  trajectoire  orthogonale)  être  perpendiculaire  à  la 
tangente  i  -f-  £*  (  155  )  de  chaque  cycloïde.  Donc 
(JDT  -h  I  -T-  s'  doit  être  parallèle  à  ^  -f-  y/s',  c'est-à-dire 
que  l'expression 

((Dr  -  ;  - 1  -r  £')  (~-  V  -  V^s-O  «i^  -  (l  -^•-  £-'}  y/iOr  -  2 y'-  y  (s'  -.-  £-') 

doit  être  équipollcnte  à  sa  conjuguée,  ce  qui  donne 

(Dt  —  --  2, 

d'où 

par  conséquent,  toutes  les  trajectoires  orthogonales  cher- 
chées sont  exprimées  par 

OM  '^  c  -  -  t   --  y's', 

Jri/i.  de  Muthcmac,  i^'  série,  t.  XIII.  (Mars  187.4-)  'O 


(  i46  ) 
c'est-à-dire  sont  d'autres  cycloïdes  égales  aux  premières, 
et  ayant  leurs  bases  sur  la  droite  AQP. 

160.  On  définit  géométriquement  la  longueur  d'un 
arc  curviligne  AM  par  la  limite  de  la  somme  des  cordes 
infiniment  petites  (c'est-à-dire  diminuant  au-dessous  de 
toute  quantité)  inscrites  dans  cet  arc  ;  par  suite,  la  dérivée 
de  cette  longueur  sera  la  limite  du  rapport  de  la  corde 
MMi  à  raccroisscment  correspondant  de  t^  c'est-à-dire 
sera  précisément  la  longueur  de  la  droite  MT,  donnée 
par  l'équipollence  (2)  du  n^  155.  Donc  la  dérivée  de 
l'arc  de  cycloïde  est  (52) 


5 

t  t 


t 


(^S  =  ^Y.WÏ—  Sl[l  -f-  s'}  (I  -^e'')  --  £'■  -f-S     '   —  2C0S-Î 


2 


et,  comptant  l'arc  à  partir  du  point  A,  correspondant  à 
i  =:=  G,  on  a 

^  —  AM  —  4 sm  -     et     AMB  -=  L, 
2. 

161 .   On  trouve  {*)  que  l'aire  (t  du  triangle  mixtiligne 
APM,  limité  par  Tare  AM  et  l'ordonnée  PM,  a  pour  dé- 


{*)  Soit  en  effet,  en  général, 


d'où 


,,^        dx         ,  dr 
MT  A   _  4-^-1. 
de  dt 


La  différentielle  de  l'aire  mixtiligne  est 

MPdx  —  dv; 
mais  le  triangle  MPT  a  pour  aire 


d.v 
<r,  =  l  MP 

donc 


''  =  =  *"'*' 


rfa  =  2  7,   de,         —-   s::^  1  17    . 

^  dt 


{Noie  du  Traducteur.) 


(  i47  ) 
rivée  le  double  du  triangle  MPT,  c'est-à-dire,  d'après 
la  règle  XII,  que  l'on  a 

(^(7—  ^(MPcj.MT— cj.MP.MT). 

Dans  le  cas  que  nous  considérons,  la  dislance  du  point 
M  à  la  droite  OC  est 


I  (OM  —  cj.  OM  )  «i^  -  (e'-^-  £-')  ; 
par  suite 

MP«^—i/-f-  -(£'-!-£-'). 
2  ^ 

Delà 

et,  en  remontant  aux  fonctions  primitives, 
cr—  APM= {sm  2  t. 

2  * 

Problèmes  généraux. 

162.  Par  ces  quelques  exemples,  j'espère  avoir  montré 
comment  la  méthode  des  équipollences  s'applique  à  Fé- 
tude  des  courbes,  et  comment  celles-ci  peuvent  être 
exprimées  j)ar  des  équipollences  déformes  différentes  des 
deux  suivantes  : 

OM  A.r-hjry/, 

qui  correspondent  aux  deux  systèmes  de  coordonnées 
liabiiurîllement  employés  en  Géométrie  analytique.  Ainsi 
l'équipoUence  de  la  cycloïde  (153)  est  certainement  plus 
simple  que  toute  autre  expression  qu'on  en  puisse  don- 

lO. 


■(  M8  ! 

ner,  et  conduit  par  suite  plus  rapidement  à  la  résolu- 
tion des  problèmes. 

Nous  allons  maintenant  résoudre  les  principaux  pro- 
blèmes relatifs  aux  courbes,  en  conservant  à  i'équipol- 
lence  0M'-~^4>(/)  (133)  toute  sa  généralité. 

163.  Problème.  —  Trouver  la  développée  dune 
courbe  M.  —  En  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  la 
variable  réelle  f,  dont  OM  est  supposée  fonction,  la  tan- 
gente à  la  courbe  au  point  M  sera 

(i)  MT-rCb-cDOM. 

Pour  plus  de  rapidité,  nous  omettrons,  dans  les  déri- 
vées, le  point  fixe  O,  et  nous  écrirons  cDM  au  lieu  de 
(DOM.  Un  point  quelconque  de  la  normale  estconséquem- 
ment  donné  par 

(2)  MR'=îb:^^-(j;)M, 

1  étant  un  coeiïïcient  réel  arbitraire. 

La  développée,  étant  l'enveloppe  de  toutes  les  nor- 
males, sera  donnée  par 

OR-^OM-;-  \sl^M, 

A 

pourvu  que  X  soit  une  telle  fonction  de  î,  que  MR  soit 
tangente  à  la  développée  au  point  R;  par  suite,  la  droite 

(DR  -t^  â)M  H-  ^  \/  ^^'  ^i  —  ?r  v^  ^^^ 

A  A" 

doit  être  parallèle  à  y/ (DM. 

Multipliant  par  cj.CDM,  on  voit  que 

(OMcj.(DM  -;-  ^^/cj.CDMCD^jvi 

A 

doit  èlre  parallèle  à  y. 


(  «49  ) 

De  là,  en  ajoutant  l'expression  conjuguée,  on  aura 

2(DMcj.(DM  -4-  ^v'(^J-®M(D2M--(©?,Icj.(JD2]vi)cJ5eo. 

A 

Substituant  dans  l'équîpollence  (2),  on  a,  pour  expres- 
sion du  rayon  de  courbure, 

(3)  MK-^-^       .f(BM)=cj.,BM 


COMcj.cD^M  _  cj.ODiVKD^j^l 

164.  Au  lieu  d'employer  cette  relation  (3),  il  pourra 
être  commode  de  décomposer  cD^M  :  o^M  en  ses  parties 
réelle  et  imaginaire,  c'est-à-dire  de  poser 

^^^  mi  -'  •  '^•v 

et  comme  cette  supposition  rend  identique  l'équipollence 
précédente 


2  -i-  ^ 


I. '. )  'tLÎre  O, 


on  voit  que  la  valeur  de  A,  qu'il  faut  substituer  dans  (2), 
est  précisément  celle  donnée  par  (4). 

165.  Appliquons  la  relation  (3  )  au  cas  où  la  courbe  M 
est  rapportée  aux  coordonnées  orthogonales  habituelles, 
c'est-à-dire  où  l'on  a 

X  et  j".  étant  des  fonctions  de  la  variable  t,  par  rapport  à 
laquelle  on  prend  les  dérivées  désignées  par  la  caraclé 
ri  s  tique  (D. 

Les  valeurs  de 

cj.CDM  '^C^x  —  tO/v  - .  .  . , 


(  i5o  ) 
substituées  dans  (3),  donnent  aisément 

2(  iÇ)x'  -  -  (Oj')  ((Da;  H-  v/'CDj) 


(5)  MR^ 


2(CC)rcO'jr—  a)j:Ot)'/)v' 


Ainsi  se  trouve  complètement  déterminée  la  position 
du  centre  de  courbure  R.  Pour  la  grandeur  du  rayon  MR, 
on  a 

166.  Un  nouvel  exemple  relatif  à  cette  théorie  va  nous 
être  fourni  par  la  courbe  qu'exprime  Féquipollence 

Cette  courbe  est  une  spirale  logarithmique,  parce  que 
le  logarithme  du  rayon  vecteur  gr.OM  =^  e"'  est  propor- 
tionnel à  l'azimut  inc.OM  =  t. 

Prenant  les  dérivées  par  rapport  à  t,  on  aura 

(DM^(«  -4-  y')  e^'i', 
Donc  réquipollence  (4)  donne 

c'est-à-dire  l  =  i-^  et  ( 2 )  devient 

La  développée,  donnée  par 

OR  '=:i='  OM  -1-  MK^^r-n^J('"'t', 
est  une  spirale  logarithmique  égale  à  M. 

167.  La  décomposition  effectuée  au  n°  164  peut  se 


(    -Si  ) 
construire  géométriquement.  Outre  MT  ^(DM,  on  con- 
struit (/i^.  34) 


MU-r^CD'M, 
Fig.  34. 


et  Ton  mène  UL  perpendiculaire  sur  MT.  On  aura 

et,  par  suite,  la  relation  (2)  nous  donnera 

(6)  MR^(MT)':UL. 

Ainsi  par  exemple,  dans  l'ellipse  exprimée  par 
OM  ^  cas  t.  OA  -f  sin  t.  OB, 


la  droite 


MT  ^  —  sin  t.  OA  -+-  ces  t.  OB 


est  équipollente  au  demi-diamètre  ON  conjugué  de  OM, 
et  la  relation 

mv^—  OM 

nous  montre  que  U  tombe  au  centre  O  de  Tellipse. 

Par  suite,  le  centre  de  courbure  R  pourra  se  déterminer 
en  élevant  les  perpendiculaires  MR,  TV,  et  en  menant 
TR  perpendiculaire  à  MV  (*). 


(*)  Car  la  similitude  des  deux  triangles  RMT,  MTV  donne 

MR  A  (MT)*  :  IL. 

{Note  du  Traditctt'ur.) 


MR       TM        MT       MT        „    ,       .„       ,  „_,. 
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Dans  riiypotlièse  où  la  courbe  est  engendrée  par  le 
mouvement  d'un  point  M,  t  étant  le  temps,  MT  est  la  vi- 
tesse et  MU  (1»^>1)  V accélération  du  mouvement;  par 
suite,  le  rayon  de  courbure  est  égal  au  carré  de  la  vitesse^ 
divisé  par  la  composante  normale  de  l'accélération. 

168.   Outre  les  expressions 

OM  «A  j?  -!-  7  y ,     0  M  -Ù=-  z  e" , 

il  est  bon  de  remarquer  spécialement  la  suivante  : 

(7)  O^l^Je.ds     {*), 

où  Cj)  (inclinaison  de  la  tangente)  est  fonction  de  5,   ou 
bien,  ce  qui  revient  au  même,  où  ces  deux  variables  sont 
fonctions  de  la  variable  indépendante  t. 
L'expression  précédente  donne 

en  vertu  de  (4),  on  a 

et  le  rayon  de  courbure  est  exprimé  par 


(8)  MR'd:tV^£^ 


[A  suivre.) 


(*)  On  arrive  évidemment  à  cette  expression  en  considérant  une  corde 
finie  de  la  courbe  comme  la  somme  géométrique  de  tous  les  éléments  in- 
finiment petits  de  l'arc  partant  d'une  extrémité  de  cette  corde  pour 
aboutir  à  l'autre.  {^Note  du  Traducteur.^ 
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CORRESPONDANCE. 

M.  Bourgnet  nous  écrit,  au  sujet  de  Ja  solution  donnée 
{'1^  série,  t.  XII,  p.  Sy^,  question  1028),  qu'il  faut  dans 
l'équation  obtenue  (p.  679)  remplacer  h  par  a  Qla  par  b, 
en  dehors  des  parenthèses,  et  que  le  résultat  se  décompose 
en  deux  facteurs,  de  sorte  que  la  conique  fait  partie  du 
lieu  cherché.  Les  observations  de  M.  Bourguet  sont  sui- 
vies d'une  nouvelle  solution  qui  contient  une  discussion 
assez  étendue  -,  nous  regrettons  que  le  défaut  d'espace  nous 
oblige  à  remettre  cette  seconde  solution  à  un  autre  numéro. 

M.  Edouard  Ortiz,  docteur  es  sciences  à  Madrid,  nous 
communique  quelques  remarques  sur  la  Géométrie  élé- 
mentaire, et  particulièrement  sur  le  quadrilatère  inscrit 
dans  un  cercle.  Du  théorème  de  Pfolémée  M.  Ortîz  dé- 
duit le  théorème  de  PythagorCy  et  plusieurs  autres  pro- 
positions de  la  Géométrie  élémentaire. 


PUBLICATIONS  RÉCENTES  (1874). 


Problèmes  plaisants  et  délectables  qui  se  font  par 
LES  nombres,  par  Claude  Gaspard  Bacliet,  sieur  de  Mè- 
ziiiac.  3^  édition  revue,  simplifiée  et  augmentée  par 
M.  ^.Z<2^05/2<?^  professeur  de  Mathématiques.  Petit  in-8, 
caractères  elzévirs,  titre  en  2  couleurs,  papier  vergé, 
couverture  en  parchemin.  [Tiré à  petit  nombre. ) — Paris, 
Gauthier-Villars.  Prix  :  6  francs. 

Elementi  m  Geometria,  di  Franccsco  Rapisardi, 
professore  di  Matemalica  nel  collegio  Cutelîi  di  Catania. 

I/opera  è  vendibile  in  Catania,  presso  Concetto  Bat- 
tiato,  librario,  via  Manzoni  (lire  8,00). 


{  ■3.'i  ) 

KEGTIFICATION. 


Page  1 12,  ligne  9  (même  tome),  au  lieu  de 
lisez    (rt--4-  è'-i-  c^y  =:z  (rt^-r-  b- —  c- )'- -~  ^ a^ c'^   r-^b^c"^. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1064- 

(voir  ?.'  série,  t.  XI,  p.  96); 

Par  m.   C.  more  au. 

On  a  une  courbe  fermée^  plane  et  coni'exe.  Si  da  dé- 
signe un  élément  superficiel  infiniment  petit  extérieur  à 
la  courbe^  B  V angle  sous  lequel  on  a)oit  la  courbe  de  cet 
élément,  et  f,  t' les  longueurs  des  tangentes  à  la  courbe^ 
issues  de  V élément,  la  somme  de  toutes  les  quantités 

da  sinB  ,  7        '  7  '  7     j        7 
— 7  se  l'apportant  a  tous  les  éléments  aa  au  pian 

extérieurs  à  la  courbe^  est  égale  à  2  7t^. 

(F.   DiDON.) 

Soient  C  une  courbe  fermée,  plane  et  convexe,  AB,  A'B' 
deux  tangentes  qui  se  coupent  au  point  M  sous  l'angle  9 
et  qui  font  respectivement  des  angles  o)  et  w'  avec  un  axe 
fixe  quelconque  XY  situé  dans  le  plan  5  je  mène  les  deux 
tangentes  infiniment  voisines  déterminant  le  quadrila- 
tère élémentaire  ^lahc  que  je  prends  pour  valeur  de  da. 
Cela  posé,  r/w  et  doi'  étant  supposés  tous  les  deux  du 
premier   ordre,   on   aura,   en  négligeant  les  infiniment 


(  *5^  ) 

petits  d'ordre  supérieur, 

dG  r=:  M  abc  z=:  Ma. Mb  sinB, 

t' du'        ,,  -         td(jA 

Ma  ~z  ~ ,      M  è  —  --. —  , 

sinô  sinô 

et,  par  suite, 

<f(7  sin  ô         7     7, 

• , rr:  «w  doi  , 

ti' 

Si  maintenant  on  fait  la  somme  de  toutes  les  quan 
tités  telles  que  dîn.dixi'^  en  faisant  varier  successivement 
0)  et  w'  de  w  à  27:  -f-  co  et  de  oo'  à   27:  -f-  co',  il  est  clair 
que  chaque  élément  plan,  tel   que  Ma^c,  aura  été  pris 
deux  fois,  et  que,  par  suite,  la  somme  chercliée  sera 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Brocard. 


Question  1066 

(  voir  ?.'  série,  t.  XI,  p.  i43  ); 

Par  m.   C.  MOREAU. 

Quelque  valeur  entière  et  positii^e  que  Von  donne 
à  a  et  à  m,  on  a 

2.3"'  ^  ' 

(S.  Realis.) 

Chassons  le  dénominateur  2.3'",   les  inégalités  à  dé- 
montrer deviennent 

ia^(  3«^)"'<(2rt3  ..L-3fl2-u  a)  {3a'  -V-  3rz-i-  i)"' 

<^(2rt'  ,-  6«^-;-  6a  -^  2)  '^3^M-  iôn  -i-  3)"', 
et,  sous  celte  forme,  elles  sont  évidentes. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Morcl-Blanc,  Ganiboy, 
Kruschwitz  et  Droiteau,  élève  du  lycée  de  Moulins. 
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Question  1076 

(  voir  ?°  série,  t.  \I,  p.  i,',  )  ; 

Par  m.   MORET-BLANC. 

Etant  donnes  une  droilc  et  un  point,  on  mène  par  le 
point  deux  cercles  tangents  à  la  droite  et  se  coupant 
sous  un  angle  donné,  puis  la  seconde  tangente  coni- 
niune  à  ces  deux  cercles.  Le  lien  du  point  symétrique  du 
point  donné  par  rapport  à  cette  tangente  est  un  lima- 
çon de  Pascal,  qui  a  pour  Vun  de  ses  foyers  le  point 
donné  ;  Vautre  Joyer  est  le  point  symétrique  du  point 
donné,  par  rapport  à  la  droite   donnée, 

(H.  Faure.) 

Soieat  O  et  DD'  le  point  et  la  droite  donnés,  d  leur 
distance  et  25c  l'angle  constant  formé  par  les  rayons  me- 
nés du  point  O  aux  centres  de  deux  circonférences  con- 
juguées. 

Je  prends  le  point  O  pour  pôle  et  la  perpendiculaire 
menée  de  ce  point  à  DD',  mais  prolongée  en  sens  con- 
traire, pour  axe  polaire. 

Les  centres  des  cercles  sont  situés  sur  une  parabole 
ayant  le  point  O  pour  foyer  et  la  droite  DD'  pour  direc- 
trice 5  la  droite  qui  joint  les  centres  de  deux  cercles  conju- 
gués est  vue  du  foyer  O  sous  un  angle  constant  2  a  : 
elle  enveloppe  donc  une  ellipse  ayant  le  point  O  pour 
foyer  (Po:\celet,  Traité  des  propriétés  projectiles  des 
figures,  n^  480).  On  aura  les  extrémités  du  grand  axe  en 
cherchant  les  points  où  l'axe  polaire  est  rencontré  par  la 
ligne  des  centres  quand  elle  est  parallèle  à  la  droite  DD\ 
c'est-à-dire  quand  les  circonférences  conjuguées  ont 
môme  rayon. 

On  a  alors 

ri^=-  (l  —  Ti  cosa, 


d'où 


A,  cos  a  ■— 


{  1^7  ) 

r/cosa 
1  —   COS a 


d  COS  a 

r,  COS  a  i== — - —  --a  —  c, 

1  -r    COS  a 

d  COS  a  <^  cos^  a 


sin^a  sin^a 

2a  et  2 c  désignant  respectivement  le  grand  axe  et  la  dis- 
tance des  foyers. 

Le  lieu  des  symétriques  du  point  O,  par  rapport  à 
toutes  les  tangentes  à  l'ellipse,  c'est-à-dire  le  lieu  des 
seconds  points  d'intersection  des  circonférences  conju- 
guées, est  le  cercle  directeur  décrit  du  second  foyer.  Si 
l'on  nomme  /'  et  6  les  coordonnées  polaires  d'un  point  du 
lieu  cherché,  la  corde  commune  des  deux  circonférences 
conjuguées    correspondantes    fait,    avec    l'axe    polaire, 

l'angle  ~;  et,  en  appelant  â  sa  longueur,  on  a 


4  a^  --'  4  c^  -■-  ^^  —  4  ^  ^  ces  -  7 

2 


d'où 


Q     .  /  .      (9 


2  C  cos  -  zi"  2  \  /  a'  —  c  sm 


V'"' 


2 


La  distance  du  point  O  à  la  seconde  tangente  commune 
est  égale,  par  raison  de  symétrie,  à  la  distance  du  second 
point  d'intersection  des  deux  circonférences  à  la  droite 
DD',  c'est-à-dire  à 


0 

â  cos  — ;-  d. 

1 


Le  rayon  vecteur  r  est  le  double  de  cette  distance; 
donc  l'équation  du  lieu  cherché  est 


0,0/                 .9 
4  c  cos-  -  __  4  cos  -  \/  n-  -    c*sm^ h  2<7, 

'2  ■?.    \  ,  1 


(  .58  ) 

équation  qui  devient,  en  faisant  disparaître  le  radical  et 
ayant  égard  aux  valeurs  de  a  et  de  c, 

(i)  /"-  —  4  ^''^05  0  —  4(^  -^  <^)''  -^  4^^--  o. 

Si  l'on  transporte  le  pôle  au  point  O',  symétrique  du 
point  O  par  rapport  à  la  droite  DD'.  on  obtient  l'équa- 
tion 


( 2 )  ?'  =  ^[c  A-  d]  ces 9  -h  ^  sjc[c  -■  ■  ri  ) , 

on 

^d  ^         4û'cosa 

r  =  ~ —  CCS  Ô  ::_  ■—. , 

sin^a  sin^a 

qui  représente  bien  un  limaçon  de  Pascal,  ayant  pour 
pôle  la  nouvelle  origine  (*). 

Il  est  clair  que  le  lieu  des  projections  du  point  O  sur 
les  tangentes  communes  serait  un  autre  limaçon  de  Pas- 
cal, ayant  pour  foyer  la  projection  du  point  O  sur  DD'. 


Note  du  Rédacteur.  —  Pour  résoudre-cettc  question  par  la  Géométrie 
élémentaire,  je  nommerai  G,  G'  les  centres  dos  deux  cercles;  D,  D'  les 
points  auxquels  ils  touchent  la  droite  donnée;  G  le  point  d'intersection 
de  la  droite  des  centres  et  de  la  tangente  commune  donnée  DD'  ;  GH  la 
seconde  tangente  commune;  AO,  AM  les  perpendiculaires  abaissées  du 
point  donné  A  sur  les  deux  tangentes  GH,  GD;  O',  M'  les  points  symé- 
triques de  A.  par  rapport  à  ces  deux  droites,  et  enfin  2  a  l'angle  donné  GAG'. 

Les  distances  GG,  GC'  étant  proportionnelles  aux  rayons  AG,  AG',  la 
droite  GA  est  perpendiculaire  à  la  bissectrice  de  l'angle  GAG';  il  en  ré- 
sulte que  l'angle  GAG  est  le  complément  de  a. 

Les  triangles  GAG,  GDG  donnent 

AC  ^  GG  1'"  ^^^'      et      GD  r--  GG  sinCGD, 

cos  a 

donc 

sin  AGG 
(i)  cosa:^ 


sinGGD' 


C*  )  M.  Maurice  Cabart,  garde  général  des  forêts,  a  aussi  trouvé  l'équa- 
tion d'un  limaçon  de  Pascal,  au  moyen  de  plusieurs  transformations 
successives  de  coordonnées. 


(  i59  ) 

mais,  la  ligne  GC  étant  bissectrice  de  l'angle  OGM  des  tangentes,  on  a 

AGCr^±:|(AGM  — AGO)  ^^zirKAOM  —  AMO) 

et 

CGM  ^-.  \  (  AGM  -i-  AGO  )  ^-  M  AOM  -h  AMO  )  ; 
il  s'ensuit 

,    sin|(AOM  —  AMO) 

cos  ^ "— — -•- 

■      "     sinA(AOM-r- AMO) 

^  sin  AOM  —  sin  AMO  _  ^  AM  —  AO 

~  ~  sTîTOAM  ~  "^        MÔ^      * 

d'où 

(i)  AM  =b  MO  cos  K  r=  AO , 

et,  par  conséquent, 

(2)  AM'rr:  M'O'cosaz.^  AO'. 

Celte  dernière  égalité  montre  que  le  lieu  du  point  O'  est  un  limaçon  de 
Pascal,  dont  les  points  A  et  M'  sont  les  foyers. 

Remarque. —  L'équation  (2)  représente,  en  coordonnées  bipolaires,  le 
lieu  du  point  O'.  Il  est  facile  d'en  déduire  l'équation  de  ce  lieu  en  pre- 
nant pour  coordonnées  le  rayon  vecteur  M'O'  =:::  p,  et  l'angle  O'M'A  :=;  w 
que  ce  rayon  vecteur  forme  avec  l'axe  polaire  M'A;  car,  dans  le  triangle 
A  M'O',  on  a,  en  désignant  par  2<af  le  côté  AM', 

2 

AO'     =1:1  f^d^  -r-  p-  —  4  dp  COS  w. 

D'autre  part,  l'équation  (2)  donne 

AO'^  zzz.  /^d^  -r-  P'  cos*  (xzt:  /idp  cos  a  ; 


donc 


ou 


p-  —  /|  dp  cos  w  --^  p*  cos*  cr.'Jn^dp  cos  a  , 


'  sin*  a  sin- a 


(G.). 


Ql]ESTIOI\S. 


1131..  D'un  point   quelconque  (Xo,}o)    au  plan,   on 
peut  mener  2  m  —  p  normales  à  la  courbe 

(  I  )  y"'  —  rua xP  t=  o ,     m  y-p  ; 


(   i6o   ) 
les  pieds  de  ces  normales  sont  sur  la  conique 

(  ?.  )  m x^  ---  py-  —  m .r,,  .r  —  py^y  t-q. 

Cette  conique  passe  par  l'origine  O  et  le  point 
P  (:t\, ,  Yq)  ;  son  centre  est  le  milieu  de  la  droite  OP,  et 
son  équation  ne  dépend  pas  du  paramètre  a.  De  là  plu- 
sieurs conséquences  remarquables  et  immédiates. 

(L.  Paiivviiv.) 

1132.  On  donne  trois  droites  quelconques  D^,  Dg,  D(^  : 
un  triangle  dont  les  côtés  sont  A,  B,  C  et  un  point  o 
dans  le  plan  de  ce  triangle. 

Par  le  point  o,  on  mène  un  plan  quelconque  qui  coupe 
les  droites  données  en  a,  Z>,  c.  Les  plans  (A,  a),  (B,  &), 
(C,  c)  se  coupent  en  un  point  in^  dont  on  demande  le  lieu 
lorsqu'on  fait  varier  le  plan  qui  passe  par  le  point  o. 

(Manjnheim.) 

1133.  On  donne  un  triangle  dont  les  côtés  sont  A,B,  C, 
un  trièdre  dont  le  sommet  est  un  point  du  plan  de  ce 
triangle  et  un  point  quelconque  o  . 

Par  le  point  o,  on  mène  une  transversale  quelconque 
qui  coupe  les  faces  du  trièdre  aux  points  «,  Z>,  c. 

Les  plans  (A,  a)^  (B,  b)^  (C,  c)  se  coupent  en  un 
point  m  dont  on  demande  le  lieu  lorsqu'on  fait  varier  la 
transversale  qui  passe  en  o.  (Maivnhetm.). 

1134.  On  a,  iclenliquementy 

ITT  I 

n  -x-i        n  -r  '2.       n  -r-  "6       '  '  '       in 

"~  2        3       4       "  ■       2./^     ^    ^' 

(Catalan.  ) 

(*)  Note  sur  une  formule  de   M.  Botcsii  {Bulletin   de  l'Académie  de 
Belgique,  i87'2  ). 
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RÉFLEXIONS  SIR  L'ÉYÉNEMEAT  SCIEi\TlFIQlE  D'UNE  FORMULE 

PLRUÉE  PAR  ÏÏRONSKI  M  1812, 

ET  DÉMONTRÉE  PAR  M.  CAYLEY  M  1873-, 

Par  m.   Abel  TRANSON. 


Problème.  —  Étant  supposée  l'équation 

dans  laquelle  f{x)^fi{x),f^{x)^..,  sont  des  fonctions 
quelconques  de  X,  tandis  que  Xi,  x^,  x^,...  sont  des  quan- 
tités fixes,  ou  si  l'on  veut  des  variables  indépendantes, 
qui  n'entrent  pas  dans  la  composition  de  ces  fondions, 
donner  le  développement  de  x  ou  môme  celui  de  la  fonc- 
tion quelconque  F  [x)  en  fonction  des  puissances  et  des 
produits  de  x^^  x^,  ^3, 

Wronski  a  communiqué  à  l'Institut,  en  181 1,  et  il  a 
publié,  en  181 2,  la  solution  de  ce  grand  problème  que, 
plus  tard,  dans  ses  ouvrages  scientifiques,  il  a  appelé  le 
problème  universel,  c'est-à-dire  il  a  donné  la  formule  du 
coefficient  relatif  au  terme  en  [x^^  x^f^  x''^ .  .  .)  dans  le  dé- 
veloppement soit  de  x,  soit  de  F(.r)  ^  et  M.  Cavlev  a 
donné  une  démonstration  de  cette  formule  dans  le  nu- 
méro du  Quarterly  Journal,  pour  avril  1873. 

Voici  le  titre  et  le  début  du  journal  anglais  : 

On  Wronsri's  theorem  by  professer  Caj/n  . 

The  theorem  considered  by  ihe  aiilhor  as  an  answer 
to  the  question  :  En  quoi  consistent  les  IMalhématiques? 
N'y  aurait-il  pas  moyen  d'embrasser  par  un  seul  pro- 
blème tous  les  problèmes  de  ces  sciences,  et  de  résoudre 
généralement  ce  problème  universel?  »  Isgivcn -williout 
démonstration  in  his  Réfutation  de  la  théorie  des  foric- 
Ann.  de  Mathémut.,  2»  série,  t.  XIII.  (Avril  1874.)  I  I 
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lions  analytiques  de  Lagrange  [VarïSy  1812,  p.  3o  ,  and 
reproduced  [with,  I  think,  a  démonstration  (*)],  in  the 
Philosophie  de  la  Technie  (Paris,  i8i5);  and  it  is  aiso 
stated  and  demonstrated  in  the  Supplément  à  la  réforme 
de  la  Philosophie  (Paris,  1847,  P*  ^9  ^^  s^*!-)'  '^^^  theo- 
rem,  but  without  a  ilemonstration,  is  given  in  Mont- 
fcrrier's  Encyclopédie  mathématique  (Paris,  no  date, 
t.  III,  p.  398). 

Le  problème  dont  j'ai  donné  ci-dessus  l'énoncé  est  ma- 
nifestement l)eaucoup  plus  général  que  celui  de  Lagrange 
dans  son  célèbre  Mémoire  de  1770  [ylcadéniie  de  Bci' 
lin),  lequel  correspond  à  une  équation  telle  que 

0^=x  —  a  -~  j?,/,(.r), 

problème  relativement  simple,  et  dont  la  solution  est 
connue  dans  la  science  sous  le  nom  de  Série  de  La- 
grange. 

Je  serai  conduit  dans  la  suite  de  ces  réflexions  à  dire 
l'importance  majeure  que  Wronski  attribue  à  son  pro- 
blème universel.  Déjà  les  paroles  que  M..  Cayley  lui  em- 
prunte dans  le  début  de  son  article  peuvent  la  faire  pres- 
sentir; mais,  dans  le  Mémoire  de  iSz  1,  la  solution  de  ce 
problème  n'est  qu'un  accessoire  ;  l'auteur  ne  la  présente 
que  comme  un  résultat  propre  à  faire  excuser  la  hardiesse 
de  s'être  attaqué  à  une  œuvre  de  Lagrange,  la  hardiesse 
d'avoir  produit  une  Réfutation  de  la  théorie  des  fonc- 
tions analytiques  !  ^n.  effet,  sa  réfutation  achevée,  il  s'ex- 
prime ainsi  :  «  Il  nous  reste,  pour  résister  à  l'autorité 
imposante  de  Lagrange,  à  montrer  que  la  loi  de  laquelle 
nous  avons  dérivé  la  réfutation  précédente  (la  Réfutation 
des  fonctions  ajialytiques)  embrasse,  comme  un  cas  très- 

(*)  La  démonstration  du  problème  uni^'ersel  n'est  pas  dans  la  Philo- 
sopJde  de  la  Technie  ;  mais,  en  revanche,  on  y  trouve  la  démonsti  alion  de 
la  Loi  absolue,  comme  j'aurai  occasion  de  le  dire. 
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particulier,  la  découverte   principale   que   cet    illustre 
géomètre  a  faite  dans  cette  partie  de  rAlgoritlimie  qui 
porte  sur  le  développement  des  fonctions.  [Réfutation, 
p.  28.)  » 

A  la  vérité,  Wronski  ne  donnait  pas  la  démonstration 
de  cette  loi  (loi  des  séries)  de  laquelle  il  avait  dérivé  la 
réfutation,  et  il  n'expliquait  pas  davantage  comment  de 
cette  loi  des  séries  il  déduisait  sa  formule  pour  la  solu- 
tion du  problème  universel.  Il  se  bornait  à  annoncer  la  ' 
subordination  de  la  loi  des  séries  à  une  autre  loi  beaucoup 
plus  générale,  qu'il  appelait  alors  la  loi  algorithnii^jne 
absolue,  et  qu'il  a  souvent  reproduite  dans  ses  ouvrages 
ultérieurs  sous  le  nom  de  loi  suprême^  loi  que  Tannée 
précédente,  en  18 10,  il  avait  communiquée  à  Tins li tut, 
également  sans  démonstration,  et  dont  Lagrange  et  La- 
croix, dans  un  Rapport  publié  au  Moniteur  du  i5  no- 
vembre 1810,  avaient  dit  ;  a  Ce  qui  a  frappé  vos  commis- 
saires dans  le  Mémoire  de  M.  Wronski,  c'est  qu'il  tire  de 
sa  formule  toutes  celles  que  l'on  connaît  pour  le  dévelop- 
pement des  fonctions,  et  qu'elles  n'en  sont  que  des  cas 
très-particuliers  (*).  » 

Cette  absence  de  démonstration  fait  dire,  non  sans 
quelque  apparence  de  mauvaise  humeur,  au  rapporteur 
de  la  Commission  du  Mémoire  de  181 1  :  «  On  a  peine  à 
deviner  les  raisons  qui  peuvent  déterminer  M.  Wronski 
à  ne  donner  toujours  ses  formules  que  comme  des  espèces 
d'énigmes  dont  il  invite  les  géomètres  à  chercher  la  solu- 
tion. JN'aurait-on  pas  le  droit  de  penser  qu'à  force  de  gé- 
néraliser les  formules  de  développement  l'auteur  n'est 
plus  en  étal  de  les  démontrer?. . .  »  Et  à  la  fin  du  Rapport  . 
((  En  résumé,  vos  commissaires  ne  peuvent  avoir  aucune 
opinion  sur  les  formules  de  dévelo])pement  que  renferni<^ 

(*)  Avec  ce  Rapport,  il  est  indispensable  de  lire  la  lettre  de  \\  ronsivi 
insérée  au  Moniteur  du  21  novembre  iSio. 

II  . 
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le  Mémoire  dont  nous  venons  de  rendre  compte,  parce 
que  l'auteur  ne  les  a  pas  démontrées,  et  que,  de  plus,  il 
les  a  présentées  en  termes  inintelligibles.  Quant  à  la  pré- 
tendue réfutation  delà  Théorie  des  fonctions  analytiques 
de  Lagrange,  nous  en  avons  dit  assez  pour  montrer  qu'elle 
ne  mérite  aucune  attention.  » 

Je  réserve  la  question  de  savoir  si,  en  effet,  la  réfuta- 
tion de  la  Théorie  des  fonctions  analytiques  ne  méritait 
aucune  attention.  Je  me  bornerai  à  présenter  sur  ce  sujet 
deux  observations  :  la  première,  c'est  que  Wronski,  lors- 
qu'il a  publié  cette  réfutation,  en  1812,  l'a  fait  suivre, 
sous  le  titre  de  Troisième  Mémoire^  d'un  examen  détaillé 
du  Rapport  de  la  Commission,  et  dans  cet   examen  il 
prouve  très-bien,  au  moins  à  mon  sens,  que  le  rapporteur 
s'est  attaché  à  des  détails  secondaires  et  que,  effective- 
ment, il  n'a  fait  «  aucune  attention  »  à  ce  qui  constitue 
la  réfutation  elle-même.  Ma  seconde  observation,  c'est 
que  l'œuvre  de  Lagrange  à  laquelle  avait  été  décerné  so- 
lennellement le  premier  des  fameux  prix  décennaux, 
cette  oeuvre,  ou  plutôt  cette  tentative  philosophique  àe 
produire  les  principes  du  Calcul  difjérentiely  dégagés  de 
toute  considération  d  ^infiniment  petits  ou  d' épanouis- 
sants, de  limites  ou  de  fluxions,  cette  tentative,  dis-je, 
est  aujourd'hui,  et  depuis  longtemps  déjà,  universellement 
abandonnée  par  les  géomètres. 

Et  maintenant,  j'exposerai,  d'après  Wronski  lui- 
même,  les  raisons  qu'il  a  cru  avoir  de  produire  ses  for- 
mules, celle  même  de  la  loi  suprême  soumise,  en  ï8io, 
au  jugement  de  Lagrange,  sans  les  appuyer  de  leurs  dé- 
monstrations^ mais  je  veux  d'abord  exprimer  mon  opi- 
nion sur  le  reproche  de  les  avoir  présentées  a  en  termes 
inintelligibles  ».  Je  le  ferai  avec  la  circonspection  qui 
convient  à  un  simple  disciple  de  la  science,  mais  avec  la 
liberté  aussi  d'un  serviteur  de  la  vérité. 
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Qu'est-ce  qu'une  formule  inintelligible?  C'est,  à  ce  que 
je  crois,  une  formule  impliquant  des  symboles  dont  on 
n'a  pas  la  signification.  Or  le  Mémoire  de  1811  ne  con- 
tient que  deux  formules  générales;  il  contient,  d'une  part, 
«  afin  de  résister  à  l'autorité  imposante  de  Lagrange  » 
la  formule  du  problème  unwerseldonl  j'ai  parlé  au  début 
de  ces  réflexions;  et  d'autre  part,  pour  fonder  la  Réfuta- 
tion, il  contient  la  formule  de  la  loi  des  séries.  Eh  bien  ! 
ces  deux  formules  ne  mettent  en  oeuvre  que  des  symboles 
connus,  très-simples  et  très-intelligibles.  Pour  en  con- 
vaincre le  lecteur,  je  vais  succinctement  exposer  cette 
loi  des  séries. 

Selon  Wronski,  l'idée,  ou  plus  précisément  la  forme 
générale  des  séries,  est  la  suivante  : 


F ( j:)  =  Ao  -h  A,  ç)  (  j:)  -f-  A2  '^  (.r)'l^  -f-  A3 (p  (.r) 
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où  le  premier  membre  représente  une  fonction  détermi- 
née, une  fonction  exprimée  par  des  algorithmes  connus; 
donnée,  en  un  mot,  par  ce  que  l'auteur  appelle  sa  con- 
stniction  théorique.^  et  où  le  second  membre  offre  le  dé- 
veloppement de  cette  fonction  F  [x)  à  l'aide  d'une  autre 
fonction  9  [x]  arbitrairement  choisie.  La  fonction  o  [x) 
sert  alors  de  mesure  algorithmique  pour  l'évaluation  de 
F(x),  pour  son  dé^^eloppement  technique . 

Le  symbole  (]p(a:)'^''^  représente  le  produit  de  u.  facteurs 
dans  lesquels  la  variable  x  reçoit,  à  partir  de  son  premier 
état,  juc  —  1  accroissements  égaux  à  ^  ;  de  sorte  qu'on  a 

Cet  accroissement  \  est  susceptible  lui-même  d'une 
valeur  arbitraire.  Quand  cette  valeur  est  difîéronte  de 
zéro,  la  fonction  F  [x]  est  évaluée  selon  \es  facultés  pro- 
gressives t\e  (p  [x)  ;  elle  Test,  selon  les  puissances  de  ^(x), 
si  Ton  suppose  ^  =  0.  De   plus,  si  l'on   a  simplement 
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(^[x  !  —x\  le  dévoloppcmeiu  est  selon  les  factorîelles  de 
la  variable,  ou  bien  selon  ses  piiissajices,  selon  que  H  est 
di lièrent  de  zéro  ou  égal  à  zéro. 

Quant  aux  coelficienls  A^,  Aj,  As,  A3,...,  le  premier 
est  manifestement  égal  à  ce  que  devient  F  (:r)  pour  la 
valeur  qui  annule  9  (x)  5  ainsi,  en  supposant  çp(a)  =  o, 
OP.  a 

A„  =  F(a). 
• 
Les  suivants  Ai,  Ag,  A3,...  sont  nécessairement  indé- 
pendants de  X.  puisque,  s'il  en  était  autrement,  '^  (x)  ne 
(constituerait  pas  à  elle  seule  la  mesure  algorithmique 
de  F  [x).  D'ailleurs,  ces  mômes  coefficients  dépendent 
non  moins  nécessairementde  la  fonction  déterminée  F(j^), 
de  la  fonction  arbitraire  o  (x)  et  de  la  constante  a.  Or 
la  /oî  des  séries  consiste  précisément  dans  l'expression 
de  cette  dépendance,  expression  qui,  elle-même,  con- 
stitue la  formule  du  coefficient  général  A.^. 

J'observerai,  en  passant,  que  cette  idée  des  séries  im- 
plique la  conception  de  l'infini  :  car,  si  pour  un  cas  par- 
ticulier de  (p  [x)  le  second  membre  n'est  pas  illimité,  il 
est  nécessairement  identique  au  premier;  et  alors  il  oIÎ'r<.' 
positivement  la  construction  théorique  de  F  [x)  et  non 
pas  son  développement  technique. 

Quoi  qu'il  en  soit,  c'est  dans  ce  degré  de  généralité 
tout  à  fait  éminent,  c'est-à-dire  en  supposant  la  mesure 
algorithmique  o  [x)  et  l'accroissement  H?  l'un  et  l'autre 
arbitraires,  que  Wronski  donnait,  dans  son  Mémoire  de 
18  r  I.  la  formule  du  coefficient  de  A,,;  et  voici  cette  for- 
mule : 

Le  numérateur  est  une  de  ces  sommes  combinatoires 
qui,  depuis  moins  d'un  demi -siècle,  sous  les  noms  d'abord 
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ùe  fonctions  alternées^  puis  de  déterminants,  ont  acquis 
dans  la  science  une  importance  de  plus  en  plus  grande, 
mais  qui,  jusque-là,  avaient  été  fort  peu  em]:tloyées,  Lien 
(jue  connues  depuis  longtemps,  et  depuis  longtemps 
aussi,  comme  Wronski  le  rappelait,  «  exprimées  de  dif- 
férentes manières,  entre  autres,  suivant  les  procédés  in- 
diqués par  Laplace,  dans  son  Mêmoii'e  sur  le  Calcul 
intégral  et  sur  le  Système  du  monde,  inséré  parmi  ceux 
de  l'Académie  de  Paris,  de  Tannée  1772,  deuxième  Par- 
tie [Réfutation,  p.  id).  »  Et  i)  ne  se  contentait  pas  de 
cette  indication,  i!  donnait  en  exemple,  et  pour  l'intelli- 
gence de  sa  formule,  les  développements  de  ces  sommes 
combinatoires  pour  les  cas  simples  où  le  terme  général 
(comporte  seulement  deux  ou  bien  trois  facteurs  :  précisé- 
ment le  détail  c|ue  l'on  trouve  aujourd'hui  au  début  de 
toutes  les  explications  sur  les  déterminants. 

Dans  cette  expression  de  A.^,  le  dénominateur  est  un 
simple  produit  de  p.  facteurs;  le  numérateur  otlre,  entre 
crochets ,  ce  que  nous  appelons  aujourd'hui  le  terme 
principal  du  déterminant  ;  il  faut  y  faire  égal  à  H  l'ac- 
croissement dont  dépendent  les  différences  A^  donner 
aux  indices  a,  Z>,  c,...  de  ces  différences  les  valeurs 

<7  ==:  I ,       ^  =z  2,       C  =:::  3,  .  .  .  ,        l  ^^  a  —  I  ,       TU  z-tz  a, 

et  à  la  variable  x  une  valeur  telle  que  ^  (x)  =  o.  Enfin, 
si  l'on  supposait  ^  :==  o,  il  faudrait  remplacer  les  diiïé- 
rences  par  des  diifércnliclles.  Tel  est  le  coeflicient  de 

Quant  au  cocllicient  de  [x'[  x% x'.^  .  .  .) ,  dans  la  so- 
lution du  problènie  universel,  c'est  une  formule  tout  à 
fait  analogue  à  la  précédente.  C'est  encoreau  numérateur 
un  déterminant,  formé  ici  des  dilTérentielles  des  fonctions 

J \^)->fi  [^) t  f^[^)  1  "  ' •>  ^[^)'>  ^^  '^^^  dénominateur  encore 
un  simple  produit. 
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D'après  tout  cela,  n'avais-je  pas  raison  de  dire  que 
les  formules  mises  en  œuvre  dans  le  Mémoire  de  1811 
n'impliquaient  que  des  symboles  connus,  et  comment  de 
telles  formules  ont-elles  pu  être  siî^nalées  à  FAcadémie 
comme  inintelligibles!...  Osons  le  dire,  si  le  rapporteur 
de  la  Commission  ne  les  a  pas  comprises,  il  n'y  a  à  cela 
qu'une  seule,  absolument  une  seule  explication  possible, 
notamment  l'explication  que  suggère  la  dernière  phrase 
de  son  Rapport,  c'est  qu'apparemment,  ayant  préjugé 
indigne  de  toute  attention  le  Mémoire  dont  il  avait  à 
j  endre  compte,  il  ne  l'a  pas  sufiisamment  étudié. 

Arrivé  à  ce  point  de  mes  réflexions,  je  souhaite  vive- 
ment n'avoir  point  lassé  l'attention  du  lecteur^  car,  s'il  a 
bien  voulu  me  suivre  jusqu'ici,  je  puis  lui  olfrir  le  béné- 
fice de  sa  patience;  je  puis,  à  l'aide  de  ce  qui  précède, lui 
indiquer  le  point  décisif  sur  lequel  Wronski  a  entendu 
faire  porter  la  Réfutation  de  la  théorie  des  fonctions 
analytiques  ;  c'est  que  Lagrange  voulait  placer  les  prin- 
cipes du  Calcul  différentiel  dans  les  coeflicients  d'un  dé- 
veloppement particulier  des  fonctions,  du  développement 
qui  procède  selon  les  puissances  de  la  variable,  dévelop- 
pement dont  la  possibilité,  et  surtout  l'universalité, 
n'étaient  pas  même  justifiables  a  priori,  au  lieu  que, 
par  la  loi  des  séries  (et  plus  complètement  encore  par  la 
loi  suprême)^  on  voit  que  le  Calcul  différentiel  établit 
non-seulement  la  possibilité,  mais  aussi  l'existence  et 
même  la  détermination  précise  des  coefficients  d'une  in- 
finité de  développements,  dont  le  développement  selon 
les  puissances  de  la  variable  n'est  qu'un  cas  infiniment 
particulier.  Donc  c'est  dans  le  Calcul  différentiel  qu'il 
faut  voir  les  principes  de  tous  ces  coefficients,  et  nulle- 
ment dans  quelques-uns  de  ces  coefficients  qu'il  faut  voir 
les  principes  de  ce  calcul. 

Mais,  dit  le  rapporteur  du  Mémoire  de  181 1,  «  pour- 
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quoi   M.  Wronski  ne  donne-l-il  toujours  ses  formules 
que  comme  des  espèces  d'énigmes  dont  il  invûe  les  géo- 
mètres à  chercher  la  solution  ))  ? 

Le  procédé,  en  effet,  est  peu  académique;  aussi  je  veux 
sur  ce  point  laisser  Wronski  s'expliquer  lui-même.  En 
1810,  il  avait,  comme  je  l'ai  déjà  dit,  communiqué  la  loi 
suprême,  sans  en  donner  la  démonstration;  et  à  ce  sujet, 
il  s'exprimait  comme  il  suit  dans  une  Lettre  à  Delambre, 
secrétaire  de  l'Académie  :  ((  Pour  ce  qui  concerne  la  dé- 
monstration de  la  loi  absolue,  que  j'ai  eu  l'honneur  de 
présenter  à  l'Institut  de  France,  j'ai  eu  plusieurs  raisons 
pour  la  supprimer  provisoirement.  La  raison  principale 
a  été  d'attacher  davantage  l'attention  au  fait  même  et  à 
l'existence  de  cette  loi  absolue,  et  de  ne  pas  la  détourner 
par  une  démonstration  longue  et  fatigante.  La  première 
et  la  seule  chose  dont  il  soit  question  actuellement  est  de 
savoir  si  cette  loi  existe  :  la  démonstration  viendra  après, 
^lleest  toute  prête;  aupremierdésirde  l'Institut,  je  m'em- 
presserai de  la  lui  faire  parvenir  (voir  le  manifeste 
historique  dans  le  supplément  à  la  Réforme  de  la  Philo- 
sophie, t.  II  du  Messianisme,  p.  29).  ))  Et  il  semble  que 
Lacroix  et  Lagrange  soient  entrés  dans  cette  manière  de 
voir,  puisque,  sans  attendre  la  démonstration  de  la  loi, 
ils  ont  reconnu  sa  valeur  et  son  universalité  (*).  «  Cette 
circonstance  (son  universalité),  dit  Wronski  dans  un  des 
Mémoires  publiés  en  1812,  à  la  suite  de  la  Réfutation, 
ne  laisse  aucun  doute,  ni  sur  la  vérité,  ni  sur  l'importance 
de  celte  loi;  elle  équivaut  enquelcjue  sorte  à  unt^ démon- 
stration. En  effet,  il  serait,  dune  part,  plus  difllciled  ima- 
giner une  formule  fausse,  de  laquelle  on  pourrait  dériver 
toutes  les  formules  connues,  qu'il  ne  l'est  de  trouver  la 
vraie  loi  qui  les  embrasse  réellement;  et,  d'autre  part, 


(*  )  Voir  ci-dessus  leur  déclaration 
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il  nous  paraît  qu'une  loi  qui  embrasse  et  contient,  de  la 
manière  la  plus  précise  et  la  plus  déterminée,  tout  ce  qui 
a  été  fait  pour  l'évaluation  des  quantités,  depuis  que  les 
hommes  s'occupent  de  Mathématiques,  n'est  point  sans 
quelque  importance  [Réfutât lo71,  p.  80).  » 

Néanmoins,  Wronski  ne  s'est  pas  cru  autorisé  par  tous 
ces  raisonnements  à  retenir  indéfiniment  sa  démonstra- 
tion. Il  l'a  donnée,  en  i8i5,  dans  la  Philosophie  de  la 
Tecluiie  [i^^  section);  elle  n'y  remplit  pas  moins  de 
90  pages  in-4°,  dont  plusieurs  sont  couvertes  de  calculs, 
ce  qui  justifie  suffisamment  l'auteur  de  l'avoir  supprimée 
((  provisoirement  »,  pour  ne  pas  détourner  l'attention  de 
ses  juges  par  une  démonstration  «  longue  et  fatigante  ». 

Dans  sa  réponse  au  Rapport  de  181 1,  il  établit  avec 
quelque  hauteur  la  thèse,  que  «  découvrir  une  loi  est  plus 
difficile  et  plus  important  que  de  la  démontrer  lorsque 
déjà  elle  se  trouve  découverte  »  ;  mais  enfin,  pour  prou- 
ver sans  doute  que  ses  formules,  à  supposer  qu'elles 
soient  «  des  énigmes  »,  ne  sont  pas  des  énigmes  sans 
solution,  il  donne  en  moins  de  deux  pages  une  démon- 
stration très-simple  et  très-rigoureuse  de  la  loi  des  séries^ 
et  le  lecteur  qui  en  prendra  connaissance  accordera  vo- 
lontiers à  Wronski  que  «  MM.  les  commissaires  auraient 
pu  la  trouver  »  ;  car  elle  suppose  seulement,  avec  la  no- 
tion des  diilérences  et  des  ditlérentielles,  la  résolution 
d'un  système  d'équations  du  premier  degré  par  laformule 
des  déterminants!.,. 

QuaiJl  à  la  solution  du  problème  universel,  c'est-à- 
dire  quant  à  ce  développement  dont  la  célèbre  série  de 
Lagrange  n'est  qu'un  cas  extrêmement  particulier,  il  la 
réservait  encore  à  celte  épocjue  de  181 2.  Il  ne  l'a  pro- 
duite qu'en  1847,  ^^^^^  le  Supplément  à  la  Reforme  de  la 
Philosophie  (dans  le  t.  II  du  Messianisme)  ;  et  dès  lors 
se  trouvèrent  établies  deux  des  trois  lois  sur  lesquelles  il 
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a  la  prétention  de  fonder  la  Réforme  des  Mathématiques ^ 
nommément  les  deux  premières  de  ces  lois  (la  loi  su- 
prême et  le  problème  unwersel)^  au  moyen  desquelles, 
réservant  à  une  troisième  loi  ce  qui  concerne  la  brandie 
spéciale  de  la  lliéorie  des  nombres,  il  prétend  répondre 
à  celte  étrange  question,  rapportée  par  ]\].  Cayley,  au 
.début  de  l'ariicle  du  Quarterly  Journal  : 

«  En  quoi  consistent  les  Mathématiques?  N'y  aurait- 
il  pas  moyen  d'embrasser  par  un  seul  problème  tous  les 
problèmes  de  ces  sciences  et  de  résoudre  généralement 
ce  problème  universel  ?   » 

Ici,  il  faut  l'avouer,  la  démonstration  du  problème 
universel  donnée  en  1847  P^'^^i^  être  d'un  accès  aussi 
difficile,  j'allais  dire  aussi  formidable,  que  la  démonstra- 
tion de  la  loi  suprême  publiée  en  181 5.  D'ailleurs,  qu'im- 
portait le  plus  ou  moins  de  difficultés  de  ces  démonstra- 
tions? Qui  donc  s'intéressait  en  France  aux  travaux  de 
Wronski  ?  Encore  à  riieure  qu'il  est,  le  Rapport  de  181 1 
semble  peser  sur  Wronski,  semble  avoir  autorisé  le  monde 
savant  à  considérer  indéfi^niment  ses  oeuvres  ultérieures 
si  nombreuses  et  si  considérables  comme  ne  méritant 
«  aucune  attention  [*).  » 

Mais  voici  de  quoi  éveiller  l'opinion  publique^  voici 
de  quoi  fixer  l'attention.  Pour  la  première  fois  après 
soixante  ans  passés,  un  des  maîtres   incontestés   de  la 


(*)  C'est  avec  une  indifiercnce  au  moins  égale  qu'ont  été  accueillies 
SOS  œuvres  philosophiques.  Chose  singulière!  Dans  le  Becueil  des  Rap- 
ports sur  les  progrès  des  Lettres  et  des  Seienees  en  France,  jniblie  à  l'oc- 
casion de  l'Exposition  internationale  de  1SC7,  l'ominent  autiMir  do  hi 
Philosoplde  en  France  au  xix*  siècle  jiaiait  avoir  ignoré  jus(ju'au  nom  de 
\^  ronski.  Les  moindres  auteurs  (|ui,  du  i)liis  loin  possible,  se  raUachenl 
à  la  Philosophie,  obtiennent  dans  son  llapport  les  honneurs  d'une  ana- 
lyse conscicnciiMise  pendant  (pi'on  y  cherche  en  vain  (luelque  nuMitiou 
du  Prodrome  du  Messianisme,  des  Prolégomènes,  de  la  Met  apolitique, 
de  la  Rcjorme  du  sai'oir  /lumain,...,  di'  la  Ixéjortne  de  la  Plùlosophie  ! ... 
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science  vient  d'apporter  à  l'un  des  principaux  résultats 
de  Wronski  la  garantie  de  son  adhésion-,  mais,  surtout, 
M.  Cayley,  par  des  transformations  ingénieuses,  vient 
de  réduire  la  démonstration  de  ce  résultat  à  des  i*rmes 
si  simples,  qu'il  l'a  rendue  accessible  aux  moindres  géo- 
mètres. C'est  cela  que  j'ai  cru  pouvoir  appeler  un  eVe- 
nement  scientifique,  ' 

La  moindre  conséquence  qu'on  doive  attendre  de  cet 
événement,  c'est  de  voir  bientôt  des  juges  compétents 
examiner  l'œuvre  de  Wronski  avec  une  attention  sérieuse 
et  en  donner  au  public  une  appréciation  motivée.  Or  c'est 
le  moment  de  dire  que  Tunique  objet  des  réflexions  que 
je  présente  ici  est  de  provoquer  cet  examen  et  cette  ap- 
préciation. Mon  intention  ne  va  point  au  delà;  j'ai  cru 
devoir  à  la  justice  et  à  la  vérité  d'interjeter  appel  du  ju- 
gement prononcé  sur  Wronski  en  1811.  Cette  tâche  suf- 
fisait à  ma  mesure  comme  à  mon  dessein,  et  je  laisse  à 
de  plus  habiles  que  moi  le  soin  d'en  faire  davantage. 

Je  pourrais  donc  m'arrèter  ici;  mais,  sans  doute,  les 
paroles  empruntées  à  Wronski  par  M.  Cayley,  et  rap- 
portées ci-dessus  ont  excité  la  curiosité  du  lecteur  :  je  vais 
essayer  de  la  satisfaire. 

Voici  un  autre  problème  :  étant  donnée  une  fonction 
quelconque  F  (je),  la  développer  sous  la  forme  suivante  : 

F(x)=:  Ao^o-h  A,a,  4-  Aja,-f- Aafi,.  .  ., 

dans  laquelle  Oo,  ^1,  O2,  O3,...  sont  des  fonctions  de  x 
absolument  arbitraires,  et  Aq,  Aj,  A2,  A3,...  une  suite 
de  quantités  déterminées.  Ces  quantités  sont  des  con- 
stantes dont  la  construction  dépend  manifestement  de  la 
fonction  donnée  F(j:)  et  des  fonctions  arbitraires  0, 
étant  entendu  que  le  coefficient  A.^  doit  dépendre  de  la 
forme  des  il  dont  les  indices  sont  depuis  zéro  jusqu'à  ^, 
et  non  des  12  à  la  suite. 
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La  question  est  de  donner  la  construction  de  ces  quan- 
tités constantes,  et,  si  l'on  suppose  ce  vaste  problème 
résolu,  il  est  clair  qu'en  attribuant  aux  fonctions  Q.  telles 
formes  que  de  raison  on  obtiendra  effectivement  tous 
les  développements  connus,  et  l'on  possédera  virtuelle- 
ment tous  les  développements  possibles. 

C'est  cela  que  Wronski  appelle  la  loi  suprême;  c'est 
cette  loi  dont  Lagrange  a  rendu  témoignage  en  i8i0j 
et  voici  un  de  ses  usages  : 

Supposons  qu'on  ait  à  résoudre  une  équation  quel- 
conque 

on  transformera  d'abord  la  fonction  ^  [x)  au  moyen  de 
la  loi  suprême,  en  se  laissant  guider  par  les  circonstances 
spéciales  de  la  question  pour  le  choix  et  pour  le  nombre 
des  fonctions  arbitraires,  de  manière  à  obtenir  le  résultat 
final  avec  une  approximation  déterminée.  Cette  prépa- 
ration étant  réalisée,  la  forme  obtenue  sera  manifestement 
comparable  à  l'équation 

et  alors  l'application  de  la  formule  publiée  par  Wronski 
en  181 2,  et  démontrée  par  M.  Cayley  en  1873,  donnera 
la  solution  de  l'équation  proposée. 

Rien,  d'ailleurs,  ne  particularise  la  nature  de  cette 
équation  :  ce  peut  être  une  équation  algébricjue  ou  une 
équation  transcendante  5  elle  pourra  être  aux  différences 
ou  aux  différentielles,  totales  ou  partielles*,  en  un  mot, 
tout  ce  qu'on  voudra. 

C'est  ainsi  que  l'auteur  se  flatte  d'avoir  a  embrassé 
par  un  seul  problème  tous  les  problèmes  des  sciences 
mathématiques  et  de  les  pouvoir  résoudre  parce  problème 
universel  ».  Et  pour  fixer  le  caractère  de  ces  solutions, 
j'ajoute  que  Wronski  entend   ne  donner  pour  la   loi 
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SUPREME  [Pltil.  de  la  Teclini'e,  t.  I,  p.  265),  et  dans  les 
applications  du  problème  universel  (  Réfonne  du 
scu'oir  Inmuiin,  Complément,  t.  I,  p.  lxxxi  et  passïni)^ 
que  des  séries  convergentes  exclusivement. 


J.-Y.   PORCELET. 


Introduction  a  la  Mécaniqle  industrielle,  physique 
ou  expérimentale,  3^  édition,  publiée  par  M.  X.  Ki'etz, 
Ingénieur  en  chef  des  Manufactures  de  l'Etat.  —  i  beau 
vol.  in-8®  de  707  pages,  avec  planches. 

Cours  de  Mécanique  appliquée  aux  machines,  publié 
par  M.  X.  Kretz.  —  1  beau  vol.  in-8°  de  520  pages, 
avec  planches  et  figures  gravées  dans  le  texte. 

Avant  de  parler  de  ces  deux  Ouvrages,  on  nous  per- 
mettra de  consacrer  quelques  lignes  à  leur  illustre  auteur. 

J.-V.  Poncelet,  général  dans  l'arme  du  Génie  et 
membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  i834  à  1868,  a 
été,  personne  ne  l'ignore,  l'un  des  plus  glorieux  repré- 
sentants de  la  science  française  au  xix^  siècle. 

Sorti  en  18 10  de  l'Ecole  Polytechnique,  il  quitta,  en 
mars  181 2,  l'Ecole  d'Application  de  Metz  pour  participer 
à  l'expédition  de  Russie,  cette  conception  insensée  du 
premier  empereur.  Il  se  trouvait  parmi  les  7000  Français 
qui,  placés  à  l' arrière-garde  dans  l'horrible  retraite  de 
Moscou,  et  sous  les  ordres  de  l'infortuné  maréchal  Ney, 
vinrent,  séparés  du  reste  de  l'armée,  se  briser  à  Krasnoé, 
le  18  novembre  181 2,  contre  les  20000  hommes  et  les 
quarante  canons  du  prince  Miloradovitch. 

Laissé  pour  mort  sur  le  champ  de  bataille  et  rayé  des 
cadres,  Poncelet,  dépouillé  par  l'ennemi,  fut  traîné  en 
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captivité  et  parcourut  à  pied  l'énorme  distance  qui  sépare 
Krasnoé  de  SaratoiT.  Ces  tristes  étapes,  au  milieu  de 
plaines  silencieuses  et  glacées,  ces  froids  terribles  qui 
solidifiaient  le  mercure  du  thermomètre,  frappèrent  pro- 
fondément le  jeune  lieutenant  du  Génie  ^  mais  son  cou- 
rage n'en  fut  pas  abattu ,  son  énergie  n'en  fut  pas 
atteinte. 

Parvenu  en  mars  i8i3  sur  les  rives  du  Volga,  il  refusa 
d'imiter  quelques-uns  de  ses  compagnons  d'armes  qui, 
mettant  à  profit  leurs  connaissances  mathématiques  pour 
donner  des  leçons  aux  Russes,  purent  fuir  la  misère  et 
acquérir  un  bien-être  relatif.  L'âme  de  Poncelet  était 
d'une  autre  trempe,  et  il  lui  aurait  fallu,  pour  agir  ainsi, 
faire  le  sacrifice  de  ses  sentiments  les  plus  intimes. 

Réduit  à  l'isolement,  dénué  de  toutes  ressources,  le 
jeune  officier,  après  une  maladie,  résultat  naturel  de  ses 
fatigues  et  de  ses  angoisses,  se  sentit  ranimé  par  le  soleil 
d'avril,  si  beau  dans  ces  climats.  Il  résolut  de  se  distraire 
de  ses  chagrins  par  le  travail  obstiné  de  l'esprit.  Privé  de 
livres,  d'instruments  de  précision,  il  redécouvrit  pour 
ainsi  dire  un  à  un  les  éléments  des  sciences  mathéma- 
tiques, et  fit  profiter  de  ses  efforts  plusieurs  de  ses  com- 
pagnons d'infortune. 

Ces  cahiers  d'études  et  de  recherches,  écrits  à  Saratoff, 
et  que  Poncelet  a  publiés  en  1862  et  1864,  sous  le  titrq 
à' yipplications  d' Ancdjse  et  de  Ge'owe7/'ie,  contenaient 
en  germe  le  célèbre  Traité  des  propriétés  projeclives  des 
figures. 

Ce  Traité,  qui  assure  à  l'auteur  une  des  premières 
places  parmi  les  géomètres  de  toutes  les  époques,  parut  en 
1832  et  fixa  immédiatement  sur  lui  l'attention  du  monde 
savant.  L'Ouvrage  était  depuis  longtemps  épuisé  et  at- 
teignait dans  les  ventes  des  prix  que,  dans  sa  rigide  pro- 
bité, Poncelet  traitait  de  scandaleux,  lorsqu'il  put  enfin. 


(  «76  ) 
à  sa  grande  joie,  en  donner,  de  i865  à  1866,  une  seconde 
édition  augmentée  du  double. 

Poncelet  regretta  toujours  de  n'avoir  pu  continuer,  au 
delà  de  1820,  ses  spéculations  géométriques. 

<(  Malheureusement  ou  heureusement  peut-être,  écri- 
vait-il en  i865,  les  marques  honorables  d'intérêt  que 
m'avaient  values  quelques  travaux  et  inventions  se  rat- 
tachant à  l'art  de  l'Ingénieur,  de  la  part  de  MM.  les  In- 
specteurs généraux  de  l'Artillerie  et  du  Génie,  Valé  et 
Baudrand,  ainsi  que  de  M.  Arago,  examinateur  de  l'Ecole 
d'Application  de  Metz,  firent  qu'on  me  proposa,  en  1828 
et  1824,  de  créer  à  cette  Ecole  un  Cours  sur  la  Science 
des  machines,  que  la  récente  introduction  de  l'industrie 
anglaise  en  France  y  faisait  vivement  désirer.  Ce  fut, 
sinon  avec  répugnance,  du  moins  avec  un  vif  sentiment 
de  regret,  que  je  consentis  enfin,  en  1825,  à  accepter  cette 
tache  laborieuse  à  laquelle  je  n'étais  nullement  préparé, 
et  qui  allait,  en  me  privant  de  tout  loisir,  ajourner  indé- 
finiment la  publication  des  travaux  géométriques  qui 
devaient  faire  suite  au  premier  volume  du  Traité  des 
propriéiés  projeclwes  des  figui^es....  )) 

C'est  François  Arago  qui,  en  1820,  poussa  Poncelet, 
comme  malgré  lui,  à  l'Ecole  de  ÎNIetz.  C'est  là  qu'il  créa 
ce  Cours  plein  d'originalité,  qui  a  si  rapidement  et  si 
profondément  transformé  l'enseignement  de  la  Méca- 
nique. En  s'écartant,  avec  le  chagrin  de  l'inventeur  en- 
travé, de  la  route  où  l'entraînaient  ses  goûts  et  ses 
instincts  primitifs,  il  eut  du  moins  la  consolation  d'être 
utile  aux  ingénieurs  et  aux  artistes.  Il  eut  celle  d'écrire 
pour  le  grand  nombre  et  d'éviter  les  reproches  trop  sou- 
vent et  trop  justement  adressés  aux  savants  de  profession 
qui,  sacrifiant  tout  aux  théories  abstraites,  méprisent  ou 
délaissent  l'indispensable  pratique. 

En  1827,  Poncelet  fonda  à  rHôtel-de-Ville  de  Metz  le 
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Cours  professionnel,  public  et  gratuit,  destiné  aux  ou- 
vriers et  intitulé  :  Leçons  du  soir  sur  la  Mécanique  in- 
dustrielle. 

En  1 838,  il  fut  appelé  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris 
et  chargé  d'y  créer  le  Cours  de  Mécanique  physique  et 
expérimentale. 

Les  trois  dates  que  nous  venons  de  rappeler  résument, 
pour  ainsi  dire,  tous  les  travaux  didactiques  de  Poncelet 
sur  la  Mécanique.  A  chacune  d'elles  répond  en  eifet  un 
Ouvrage  où  il  a  développé  avec  un  talent  consommé  toutes 
les  matières  du  Cours  qu'il  professait  pour  le  compte  de 
l'Etat,  ou  que  son  ardent  amour  du  bien  l'avait  porté 
à  ouvrir  gratuitement  en  faveur  de  ceux  que  leur  éduca- 
tion première  semblait  devoir  à  jamais  priver  de  connais- 
sances si  précieuses  et  si  élevées. 

Nous  laissons  ici  de  côté  les  diverses  et  nombreuses 
expériences  de  l'auteur,  relatives  à  la  Physique  et  à  l'Hy- 
draulique; ses  belles  inventions  concernant  les  ponts- 
levis,  les  roues  hydrauliques  et  les  dynamomètres;  ses 
intéressants  travaux  sur  la  stabilité  des  constructions. 
Nous  nous  bornerons  à  signaler  son  admirable  Rapport 
historique  sur  les  machines-outils,  à  propos  de  l'Exposi- 
tion universelle  de  Londres  en  i85i,  où  Poncelet  avait 
été  élu  tout  d'une  voix  Président  de  la  Classe  des  Ma- 
chines. 

C'est  au  Cours  professé  par  l'éminent  géomètre  à  l'Ho- 
tel-de- Ville  de  Metz  que  se  rapporte  V Introduction  à  la 
Mécajiique  mâustrielle,  pliysique  ou  expérimentale , 
dont  M.  X.  Kretz  a  donné  en  1870  une  troisième  édition. 
Dans  cet  Ouvrage  devenu  classique,  et  que  tout  ingé- 
nieur doit  lire  avec  une  scrupuleuse  attention,  Poncelet 
rompit  franchement  avec  la  méthode  consacrée.  Remon- 
tant aux  travaux  de  D.  Bernoulli,  de  Borda,  de  Carnot, 
de  Navier,  partageant,  comme  il  le  dit  modestement,  les 

Ann.  de  Mathémat.^  2»  série,  t.  Xill.  (Avril  187'!.)  ï  2 
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vues  de  Polit,  BurJiii,  Coriolis,  Bélanger,  ses  anciens 
camarades  à  l'Ecole  Polytechnique,  la  Mécanique  indus- 
trielle est  pour  lui  en  réalité  la  Science  du  travail  des 
forces,  et  c'est  le  principe  général  des  forces  vives  ou 
celui  de  la  transmission  du  travail  qui  doit  dominer  tout 
l'enseignement. 

C'est  en  se  plaçant  à  ce  point  de  vue  que  l'auteur  es- 
saya de  mettre  les  notions  fondamentales  relatives  à  l'ac- 
tion et  au  travail  des  forces  à  la  portée  des  intelligences 
les  plus  ordinaires.  Employant  le  calcul  sous  sa  forme  la 
plus  élémentaire,  il  s'adressa  surtout  au  bon  sens,  au  rai- 
sonnement direct. 

La  dilliculté  d'une  pareille  tàclie  n'a  pas  besoin  d'être 
démontrée.  Poncelet  l'entreprit  dans  l'unique  désir  de 
répandre  parmi  la  classe  industrielle,  en  les  lui  rendant 
pour  ainsi  dire  familières,  des  doctrines  d'une  utilité  in- 
contestable qu'elle  ne  peut  ignorer  sans  préjudice  et  qui, 
autrefois,  étaient  presque  exclusivement  le  partage  d'un 
petit  nombre  d'ingénieurs.  Il  sut  réaliser  sa  pensée  en 
dotant  notre  littérature  scientifique  d'une  œuvre  tout  à 
fait  personnelle  et  qu'on  peut  regarder  à  bon  droit  comme 
un  modèle  d'exposition. 

U Introduction  à  la  Mécanique  industrielle  est  divisée 
en  deux  Parties  : 

La  première  renferme  les  principes  fondamentaux, 
suivis  d'applications  diverses. 

Poncelet  a  soin  de  faire  précéder  ces  principes  de  no- 
tions générales  sur  la  constitution  et  les  propriétés  phy- 
siques des  corps.  Il  savait,  en  effet,  que  la  Mécanique 
rationnelle  n'est  qu'une  science  d'abstraction  et  que,  pour 
l'introduire  utilement  dans  le  monde  des  ateliers  et  des 
arts,  il  faut  avant  tout  se  rendre  un  compte  exact  de  la 
compressibilité  etde  la  flexibilité  naturelles  des  corps,  de 
leur  inertie  et  des  résistances  de  toute  espèce  qu'ils  op- 
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posent  au  mouvement  et  à  l'action  des  forces.  II  savait 
quel  danger  court  l'étude  de  cette  science  si  importante, 
lorsqu'on  la  présente  d'une  manière  incomplète,  sans 
prévenir  le  lecteur  des  lacunes  que  l'expérience  n'a  pu 
encore  y  combler.  Les  théoriciens  n'ont  plus  confiance 
en  elle  lorsqu'ils  voient  leurs  formules  leur  donner  des 
résultats  qui  difïèrent  parfois  des  faits  réels  du  simple  au 
quadruple,  et  les  praticiens  la  dédaignent,  à  leur  grand 
détriment.  Aussi  Poncelet  a-t-il  soin  de  s'appuyer  con- 
stamment sur  des  données  positives  et  des  chiffres  exacts, 
sur  des  principes  d'une  application  immédiate  dans  les 
arts,  comme  il  le  marque  lui-même  dans  sa  Préface,  en 
termes  excellents  :  (c  IJn  intervalle  difficile  à  franchir  et 
qui  réclame  des  efforts  incessants  sépare  la  Mécanique 
abstraite  de  ses  applications^  ses  vraies  difficultés  ne  ré- 
sident pas  dans  la  démonstration  des  principes  généraux 
de  l'équilibre  et  du  mouvement,  mais  bien  dans  la  con- 
ception physique  des  phénomènes  de  chaque  espèce,  dans 
la  recherche  des  lois  qui  les  régissent  individuellement. 
La  marche,  à  la  fois  géométrique  et  expérimentale,  suivie 
par  Kepler,  Galilée,  Newton  et  D.  Bernoulli,  est  encore 
celle  qui  doit  nous  guider.  » 

Parmi  les  applications  qui  suivent  et  éclaircissent  l'ex- 
posé des  principes  fondamentaux,  nous  citerons  les  ques- 
tions concernant  l'inertie  et  la  force  vive,  le  choc  direct, 
le  tir  des  projectiles,  le  travail  produit  par  l'action  de  la 
vapeur  d'eau  et  par  celle  des  moteurs  animés. 

La  seconde  Partie  de  l'Ouvrage  que  nous  analvsons 
traite  des  résistances  que  les  corps  opposent  à  l'action 
directe  des  forces  ou  au  mouvement  d'autres  corps. 

Dans  le  préambule  de  celte  seconde  Partie,  Poncelet 
revient  avec  plus  de  détails  sur  la  structure  intime  des 
corps  c[  sur  les  phénomènes  qui  dépendent  du  j(  ii  des 
actions  moléculaires.  Ce  chapitre  présente  encore  aujour- 

12. 
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(l'imi  un  grand  intérêt,  bien  que  la  Théorie  mécanique 
(le  la  Chaleur  soit  venue  apporter  des  modifications  cssen- 
lielles  à  quelques-unes  des  considérations  qui  y  sont  dé- 
veloppées. 

A  ce  premier  chapitre  succède  une  étude  très-impor- 
tante sur  la  résistance  des  prismes  à  l'extension,  à  la 
compression  et  à  la  rupture.  Elle  est  complétée  par  de 
nombreux  résultats  d'expériences  et  par  l'examen  des 
principales  circonstances  du  mouvement  oscillatoire  des 
prismes  sous  l'influence  de  charges  constantes  et  de  chocs 
brusques,  avec  applications  relatives  à  l'emploi  du  fer, 
notamment  dans  les  ponts  suspendus. 

Le  frottement  des  solides,  ou  la  résistance  des  corps 
solides  au  glissement,  est  ensuite  exposé  dans  tous  ses 
détails,  avec  de  nombreuses  et  très-utiles  Tables  numé- 
riques. 

Le  dernier  chapitre  du  Livre  est  relatif  à  la  résistance 
des  fluides  ^  c'est,  sans  doute,  au  point  de  vue  de  l'érudi- 
tion et  de  la  discussion  des  faits  d'expériences,  le  plus 
parfait  de  l'œuvre.  Il  est  terminé  par  un  remarquable 
essai  sur  une  théorie  du  choc  et  de  la  résistance  des  fluides 
indéfinis,  principalement  fondée  sur  la  considération  des 
forces  vives. 

Ce  sont  les  Leçons  professées  par  Poncelet  à  l'Ecole 
d'Application  de  Metz  qui  ont,  à  leur  tour,  donné  nais- 
sance à  son  célèbre  Cou?  s  de  Mécanique  appliquée  aux 
machines,  qu'on  suit  depuis  près  d'un  demi-siècle  dans 
toutes  les  grandes  Ecoles  ouvertes  aux  élèves-ingénieurs. 

L'édition  que  vient  d'en  donner  M.  X.  Kretz  (1874) 
est,  en  réalité,  la  première  édition  française.  En  effet,  en 
1826,  des  feuilles  lithographiées  reproduisant  les  Leçons 
de  Poncelet  furent  distribuées  aux  officiers-élèves.  Ces 
feuilles,  qui  firent  sensation,  furent  soumises,  l'année 
suivante,  à  l'appréciation  de  l'Académie  des  Sciences. 
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Une  Commission,  composée  d'Arago  et  de  Charles  Dupin, 
fut  nommée  pour  les  examiner^  et,  dans  la  séance  du 
7  mai   1827,  Ch.  Dupin  fît   sur  le   Cours  de  Poncelet 
un  Rapport  des  plus  favorables. 

«  C'est,  disait-il,  une  production  remarquable  par  la 
rigueur  de  l'esprit  qui  en  a  tracé  la  marche,  et  par  les 
simplifications  opérées  pour  rendre  moins  difficilement 
applicables  à  la  pratique  des  calculs  réservés,  pour  la  plu- 
part, à  des  spéculations  transcendantes.  En  résumant 
notre  opinion  sur  le  Cours  déféré  à  notre  examen,  nous 
pensons  qu'il  est  digne  de  l'approbation  de  l'Académie, 
et  nous  proposerions  de  l'insérer  dans  la  collection  des 
Mémoires  des  Savants  étrangères,  s'il  n'appartenait  pas 
à  S.  Exe.  le  Ministre  de  la  Guerre  de  décider  la  publi- 
cation illimitée  de  cette  production.  » 

Cet  appel  resta  sans  écho.  (Mais  aussi  pourquoi  char- 
ger un  Ministre  de  la  Guerre  des  intérêts  de  la  Science?) 
On  se  contenta  de  faire  lithographier,  au  fur  et  à  mesure 
des  besoins,  les  feuilles  nécessaires  aux  élèves  de  l'École 
d'Application^  et  sans  le  culte  de  M™^  Poncelet  pour  la 
mémoire  de  son  mari,  le  Cows  de  Mécanique  appliquée 
aux  machines,  qui  a  subi  à  l'étranger,  notamment  en 
Belgique,  de  nombreuses  contrefaçons,  ne  serait  pas  en- 
core, au  bout  de  quarante-sept  ans,  édité  en  France. 

Il  convient  de  dire  que  le  concours  de  M.  Gosselin  avait 
été  très-utile  à  Poncelet  pour  la  révision  des  feuilles  de 
1826,  ainsi  que  celui  de  M.  le  général  Morin,  alors  ca- 
pitaine d'Artillerie  détaché  à  Metz,  pour  la  révision  de 
cahiers  lithographies  en  i83i,  i832,  i834.  i836. 

Le  Cours  de  Mécanique  appliquée  publié  par  M.  Kretz 
est  divisé  en  quatre  Sections. 

La  première.  Considérations  générales  sur  les  ma- 
chines en  jnouvement ,  comprend  les  équations  générales 
du  mouvement  des  machines,  l'examen  des  circonstances 
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principales  de  ce  moiivenient,  les  moyens  de  le  régulariser 
et  les  conditions  du  meilleur  établissement  des  machines 
industrielles. 

La  deuxième  Section,  Des  principaux  moyens  de  ré- 
gulariser  l' action  des  forces  sur  les  machines  et  de  trans- 
mettre les  vitesses  dans  des  rapports  déterminés,  traite 
des  modérateurs,  des  régulateurs,  des  manivelles,  des 
volants,  et  des  communications  de  mouvement  par  cour- 
roies ou  cliaines,  par  engrenages,  par  cames.  Elle  est  ter- 
minée par  la  Théorie  des  moments  d'inertie. 

Dans  la  troisième  Section,  Calcul  des  résistances  pas- 
sii^es  dajis  les  pièces  à  moui^ement  uniforme  et  sounùses 
à  des  actions  sensiblement  invariables,  Poncelet  étudie 
les  dilFérentes  sortes  de  résistance  (frottement  de  glisse- 
ment, frottement  de  roulement,  roideur  des  cordes  et  des 
courroies,  frottement  des  cordes  et  des  courroies  autour 
de  cylindres  fixes)  et  applique  les  résultats  obtenus  aux 
machines  les  plus  usuelles.  Nous  citerons  :  le  frottement 
d'un  corps  sur  un  plan  incliné,  le  frottement  du  coin, 
celui  des  pièces  guidées,  des  tourillons  et  des  pivots;  la 
résistance  des  galets^  l'équilibre  du  treuil  en  ayant  égard 
au  frottement  et  à  la  roideur  des  cordes,  celui  des  pou- 
lies, celui  des  arbres  tournants  mus  par  cordes  ou  cour- 
roies sans  fin ^  la  résistance  des  chaînes^  le  frottement  de 
la  vis  à  fdets  carrés  ou  delà  vis  à  filets  triangulaires,  celui 
des  engrenages. Deux  Notes,  l'une  relative  à  la  valeur  ap- 
prochée, linéaire  et  rationnelle  des  radicaux  de  la  forme 

yja^-T-  ^%  \]a' —  ^%  sJa^-~  b^  —-  c%  et  l'autre  sur  le  mo- 
ment total  des  résistances  dans  les  vis  et  les  cônes  de  fric- 
tion, terminent  cette  Section. 

La  quatrième  Section,  Influence  des  variations  de  la 
vitesse  sur  les  résistances,  renferme  enfin  les  principes 
généraux  qui  concernent  les  pièces  animées  de  mouve- 
ments périodiques  et  l'inlluence  des  changements  brus- 
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ques  de  vitesse.  Ces  principes  sont  ensuite  appliqués  à 
l'étude  du  choc  des  cames  contre  les  pilons  ou  marteaux, 
et  à  celle  des  machines  à  percer,  à  découper,  à  estamper 
et  à  frapper  les  monnaies. 

Comme  le  remarque  M.  Kretz  dans  la  Préface  qu'il  a 
écrite  pour  le  Cours  de  l'Ecole  de  Metz,  «  peu  de  modi- 
fications essentielles  ont  été  apportées  jusqu'ici,  parles 
auteurs  qui  ont  traité  de  la  Mécanique  appliquée,  aux 
idées  exposées  par  Poncelet  à  une  époque  où  l'emploi  des 
machines  était  loin  d'avoir  l'extension  actuelle  ».  C'est 
le  plus  bel  éloge  qu'on  puisse,  en  réalité,  faire  de  Pon- 
celet. 

Cependant  il  a  paru  utile  au  savant  ingénieur  de  men- 
tionner, dans  des  Notes  placées  au  bas  des  pages,  les 
travaux  récents  relatifs  aux  matières  du  Cours  et  les  con- 
sidérations nouvelles  nécessitées  par  les  progrès  de  la 
pratique.  Ces  Notes  sont  précieuses  et  ajoutent  encore  à 
la  valeur  si  grande  de  l'Ouvrage^  elles  font  honneur  à  la 
sagacité  et  à  la  pénétration  de  M.  Kretz.  Nous  signale- 
rons surtout  celles  qui  se  rapportent  à  la  période  de  mise 
en  marche  des  machines  et  à  leur  bon  fonctionnement; 
à  l'écart  proportionnel  des  vitesses  au  point  de  vue  de  la 
régularisation  et  à  l'eifet  du  couplement  sur  la  régula- 
rité -,  à  la  détermination  de  la  vitesse  de  règle  et  aux  con- 
ditions de  régularité  des  machines  industrielles  ;  aux  dif- 
férents régulateurs-,  aux  équations  du  mouvement  d'une 
transmission,  en  tenant  compte  de  l'élasticité  des  lions; 
à  la  répartition  des  divers  volants  d'une  usine  ;  au  rapport 
des  accélérations  maximum  et  minimum  des  mani- 
velles à  simple  et  à  double  ell'et;  au  volant  des  machines 
couplées-,  cnlin  au  ralentissenumt  dans  les  transmissions 
par  courroies  et  à  la  loi  des  tensions  d'une  courroie^  sur 
une  poulie  en  mouvement.  (On  sait  que  M.  Kretz  a  pu- 
blié, sur  ces  dernières  questions,  de  très-remarquables 
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Mémoires  insérés  dans  les  Annales  des  Mines  et  dans 
les  Comptes  îendus^  1862,  1873.) 

Ajoutons  que  MM.  Resal  et  Moutier  ont  secondé 
M.  Kretz  dans  raccomplissement  de  la  première  partie  de 
sa  tàclie,  et  que  M.  Resal  a,  en  outre,  enrichi  de  quelques 
iNotcs  le  Cours  de  Mécanique  appliquée. 

C'est  un  devoir  pour  nous  de  louer  les  soins  apportés 
par  la  maison  Gauthier-Villars  à  l'impression  des  deux 
Ouvrages  sur  lesquels  nous  appelions  toute  l'attention  du 
lecteur.  Ils  continuent  dignement  la  série  des  belles  édi- 
tions scientifiques  dues  au  zèle  éclairé  et  au  dévouement 
infatigable  de  cette  maison. 

Nous  voudrions  pouvoir  annoncer  au  public,  en  ter- 
minant cet  article,  que  le  Cours  de  Poncelet,  à  la  Fa- 
culté des  Sciences  de  Paris,  est  sous  presse;  mais  nous 
ne  savons  malheureusement  pas  si  les  Notes  de  l'illustre 
ingénieur  sont  prêtes  pour  la  publication,  et  si  elles  ver- 
ront jamais  le  jour.  S'il  faut  renoncer  à  l'espoir  de  les 
posséder,  l'Extrait  du  Cours  de  Mécanique  physique  de 
la  Sorbonne,  dont  M.  Resal  a  fait  suivre  ses  Eléments 
de  Mécanique,  destinés  aux  candidats  à  l'Ecble  Poly- 
technique, ne  peut  qu'inspirer,  à  cet  égard,  le  plus  vif 
regret  (*). 

Quoi  qu'il  en  soit,  Poncelet  a  assez  fait  pour  sa  gloire. 
Il  s'est  montré  profond  géomètre,  habile  inventeur, 
professeur  éminent,  ingénieur  plein  d'initiative  et  de 
sagacité,  écrivain  original.  Il  s'est  montré  en  même 
temps  homme  de  bien  par  excellence,  rigoureusement 
dévoué   à  ses  devoirs,  sévère  pour  lui-même,  plein  de 


(*)  Depuis  que  ces  li{jnes  ont  été  écrites,  une  lettre  adressée  par 
]yjme  Poncelet  à  M.  le  Président  de  l'Académie  des  Sciences  et  lue  par 
M.  le  Secrétaire  perpétuel  dans  la  séance  du  9  février  1874  nous  permet 
de  conii)ter  sur  cette  dernière  et  importante  publication,  qui  couronnera 
dignement  les  profonds  travaux  de  Poncelet  sur  la  Mécanique. 
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sollicitude  pour  les  faibles  et  les  déshérités,  d'une  loyauté 
à  toute  épreuve  et  d'un  ardent  patriotisme.  Il  put  avoir 
des  rivaux  :  il  n'eut  jamais  d'ennemis  ni  d'envieux.  Il  le 
méritait,  car  il  ne  détesta  que  l'injustice.  Sa  modestie 
seule  put  lui  faire  craindre  de  voir,  dans  l'avenir,  son 
nom  éclipsé  et  ses  découvertes  oubliées.  Il  vivra  autant 
que  la  Science  elle-même. 

Nous  nous  reprocherions,  en  finissant,  de  ne  pas  nous 
incliner  devant  M™*  Poncelet,  avec  une  respectueuse 
émotion  et  une  réelle  gratitude. 

Poncelet  avait  résolu  de  consacrer  les  dernières  années 
de  sa  laborieuse  carrière  à  la  publication  complète  de 
ses  œuvres.  Il  avait  achevé  l'impression  de  ses  décou- 
vertes géométriques  et  allait  entreprendre  celle  de  ses 
travaux  sur  la  Mécanique,  lorsque  la  mort  le  frappa. 

M™^  Poncelet,  qui,  à  force  de  dévouement  et  d'affec- 
tion, était  parvenue  à  prolonger  la  vie  et  les  précieux 
labeurs  de  son  mari,  ne  voulut  pas  laisser  inachevée  la 
réalisation  de  ses  derniers  projets  et  de  ses  plus  chers 
désirs.  C'est  à  elle,  c'est  à  ses  sentiments  élevés,  qu'on 
doit  les  deux  éditions  dont  nous  venons  de  montrer  toute 
l'importance.  Elle  s'unit  ainsi  plus  intimement,  aux 
yeux  de  la  postérité,   à  celui  dont  elle  a  soutenu  l'âge 

mûr  et  consolé  la  vieillesse. 

Ch.  de  Comberousse. 

SIR  ll\E  FORMULE  D  ARITiniÉTIQlE  ; 

Par  m.  Désiré  ANDRÉ. 


1.    Combien  de  fois  le  nombre  premier  p  entre-t-il 
comme  facteur  dans  le  produit  desn  premiers  nombres  ? 

C'est  là  une  question  bien  connue,  et  dont  on  expose 
la  solution  dans  plusieurs  traités  d'Algèbre.  Seulement, 
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dans  CCS  traités,  on   se  borne  à  indiquer  comment  on 
trouve  le  nombre  demandé,  sans  donner  explicitement  la 
formule  qui  le  représente.  Cette  lacune,  regrettable  selon 
nous,  Tobjet  de  cette  Note  est  de  la  combler. 

2.  La  méthode  indiquée  d'ordinaire  pour  calculer  le 
nombre  demandé  est  celle-ci  : 

Prendre  la  partie  entière  du  quotient  de  n  parp^  la 
partie  entière  du  quotient  du  nombre  obtenu  par  /?,  la 
partie  entière  du  quotient  du  nouveau  nombre  obtenu 
par  p  encore  y  et  ainsi  de  suite  jusquà  ce  quon  obtienne 
une  partie  entière  inférieure  àp\^  puis,  enfin ^  faire  la 
somme  de  toutes  ces  parties  entières. 

Cette  méthode  conduit  immédiatement  à  la  formule 
omise^  car,  si  nous  désignons  par 

la  partie  entière  du  quotient  de  a  par  b^  les  parties  en- 
tières dont  on  vient  de  parler  et  dont  on  doit  faire  la 
somme  sont  représentées  respectivement  par  les  expres- 


sions 


C^)'  t=)'  {?)'  {? 


de  telle  sorte  que,  si  l'on  désigne  par  x  le  nombre  cher- 
ché, on  a 


r  = 

A  =1 


li     \P' 


3.  Cette  formule  n'est  donc  que  la  traduction  immé- 
diate de  la  méthode  indiquée.  On  peut  aussi  l'établir  di- 
rectement ^  voici,  pour  cela,  comme  nous  raisonnerons. 
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Parmi  les  facteurs  i,  2,  3,.. ., /î,  le  nombre  de  ceux 
qui  sont  multiples  de  p  est 


n 


le  nombre  de  ceux  qui  sont  multiples  de  p^  est 


n 


le  nombre  de  ceux  qui  sont  multiples  de  p^  est 

et  ainsi  de  suite. 

Considérons  maintenant  la  somme 

elle  est  exactement  égale  à  x.  En  effet,  soit  p^  une  puis- 
sance de  p  qui  entre  dans  l'un  des  facteurs  i ,  2 ,  3 , . .  • ,  'M 
elle  est  bien  comptée  A  fois  dans  cette  formule,  car  elle 
entre  pour  une  unité  dans 


pour  une  unité  dans 


pour  une  unité  dans 


et  ainsi  de  suite. 
On  a  donc 


n 


fcz=. 
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4.  On  voit  combien  cette  formule  est  facile  à  établir; 
elle  a  été  probablement  plusieurs  fois  établie  :  aussi, 
bien  que,  à  notre  connaissance,  elle  ne  soit  imprimée 
nulle  part,ravons-nous  toujours  regardée  et  citée  comme 
une  formule  bien  connue.  Elle  est  d'ailleurs,  selon  nous, 
fort  importante.  Nous  nous  en  sommes  servi  maintes 
fois,  notamment  pour  la  démonstration  de  certains  théo- 
rèmes sur  les  nombres  (*),  sur  les  combinaisons  (**),sur 
les  factorielles  (***').  Afin  de  montrer  combien  elle  est  d'un 
emploi  commode,  nous  allons  en  faire  une  application  à 
une  question  bien  simple  du  cours  de  Mathématiques 
spéciales. 

5.  Application.  —  Soit  ce  théorème  : 

Le  produit  de  n  nombres  entiers  consécutifs  est  tou- 
jours divisible  par  le  produit  des  n  premiers  nombres. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  prouver  qu'un  nombre 
premier  quelconque  entre  comme  facteur  dans  le  pre- 
mier produit  autant  de  fois,  au  moins,  que  dans  le  second. 

Soit 

[t  -\-  i)  (/  -i-  2)(^  +  3).  .  .(t^n) 

le  premier  produit.  Il  est  évidemment  égal  au  produit  des 
t-\-  n  premiers  nombres,  divisé  par  le  produit  des  t  pre- 
miers nombres;  par  suite,  le  facteur  premier  p  y  entre 
un  nombre  de  fois  marqué  par  la  différence 


Dans  le  second  produit,  ce  même  facteur  p  entre  un 

(•)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  2*  série,  t.  XI,  p.  3i4« 

(**)  Idem,  2«  série,  t.  XII,  p.  8'^. 

(***)  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  I,  p.  84. 


nombre  d 

e  fois  égal  , 

(  «89) 
à 

k  =1 

Donc  il 

suffit  de  p 

rouver  qu'on  a 

k=i 

k=i                      k=i 

ou,  a  fortiori, 


ce  qui  revient  à 


y?*     j         Uv  '^  "*  " 


^H-/2\/?\        /;? 


/>*    /      V/^*/         \/^* 


Or  cette  <      rnière  relation  est  évidemment  satisfaite; 
donc  le  théorème  est  démontré. 


EXPOSITIOI\  DE  U  METHODE  DES  EOIIPOLLEÎVCES 

(suite,  voir  même  tome,  p.  i38); 

Par  m.   g.  BELLAVITIS. 

(Traduit  de  l'italien  par  M.  Laisant,  capitaine  du  Génie.) 


169.  Problème.  —  Déterminer  l'ordre  du  contact  de 
deux  courbes^  et  tromper  le  cercle  osculattur  d\ine 
courbe  donnée.  —  Supposons  que  les  deux  courbes  soient 
exprimées  par 

et  que  u  soit  une  fonction  indéterminée  de  t,  laquelle 
reçoit  une  valeur    particulière   qui   donne  OiM  t^e  ON, 


(  190  ) 
c'ost-à-dire  que   M    soit  le   point   commun    aux    deux 
courbes.  Attribuons  à  t  l'accroissement  infiniment  petit 
w,  et  dclerminons  la  fonction  u  de  manière  que  la  droite 

M'N'^ON'  —  OM'«:Aoco"+'OP 

soit  la  plus  petite  possible,  OP  étant  une  droite  finie.  Le 
nombre  7i  sera  l'ordre  du  contact. 

Pour  les  points  non  singuliers,  c'est-à-dire  générale- 
ment, 71  est  un  nombre  entier,  parce  qu'à  faccroisse- 
ment  w  correspondent 

OM.'  ^  OM  -4-  wQM  -4-  —  OD'M  H- .  .  . , 

2 
ON'  «:Ao  ON   -4-  .  .  .  , 

M'N'^w((DN  —  (DM)  4-  -{6^'^  —  Qm)-h.  ... 

Ainsi  le  contact  est  au  moins  du  second  ordre,  lors- 
qu'on peut  satisfaire  aux  trois  équipollences 

OM^^ON,     (JDM^(j;)N,     6^m<:^(Q'N. 

170.   Prenons  pour  exemple  la  parabole 

OM'^fM-  tsj, 
et  la  circonférence 

ON -^  ^  4- 7  v^ -4- (i  —  v/)  (  I  —  5" -, 
qui  ont  un  point  commun  correspondant  à 

La  relation 

(DM  ^  (DN 

donne  l'équipollence 

2^  -t-  V^'=îb'—  (y/   +   i)s"Ô;)M, 

qui  est  satisfaite  par 

(D/f=  —  I . 


(  19'  ) 
De  même,  la  relation 

ou 

2^— (v/  -f-i)((D'«  -^s/(D«')£", 

est  satisfaite  par 

(D'k  =—  I. 

Mais  on  ne  pourrait  pas  ensuite  avoir 

quelle  que  fût  la  valeur  réelle  deQ^w.  Donc  le  contact 
entre  la  parabole  et  le  cercle  est  du  second  ordre. 

i  Ti .  Si  l'on  avait  à  comparer  deux  mouvements  au  lieu 
de  deux  courbes,  u  serait  donné  en  fonction  de  î,  et, 
par  suite,  V oscillation  des  deux  mouvements  pourrait 
être  moindre  que  celle  des  courbes.  Ainsi  le  mouvement 
parabolique  des  corps  pesants,  exprimé  par 

et  le  mouvement  circulaire  uniforme,  exprimé  par 

ON«^|-iv/'-^(\/-0£"^ 
donnent,  pour  ^  =z:  -i  -^  o), 


Par  suite,  l'osculation  des  deux  mouvements  est  seule- 
ment du  premier  ordre. 

172.  Au  moyen  des  principes  établis  déjà,  il  sera  facile 
de  déterminer  le  cercle  osculateur  à  une  courbe  donnée 
en  Tun  de  ses  points  M.  Si  R  en  est  le  centre,  la  circon- 
férence de  ce  cercle  est  exprimée  par  Téquipollence 

ON«=^OR  -f-c"R!M. 


(  >92  ) 
Pour  prendre  les  dérivées,  il  faut  considérer  OR,  RM 
comme  constantes,  ce  qui  donne 

(DNt^v/e"(OwRM, 
CD'N«=!ie  (v/tD-«  —  iQ)ii')  5" RM, 

expressions  dans  lesquelles  on  devra  faire  u  =  o,  cette 
valeur  étant  celle  qui  fait  coïncider  N  avec  M. 

Pour  que  le  contact  soit  du  second  ordre,  on  devra 
avoir 

Les  divisant  l'une  par  l'autre,  la  relation  du  n°   164 
nous  donne 

en  sorte  que 
et  la  relation 

est  identique  avec  la  relation  (2)  du  n*^    63. 

173.  L'enveloppe  de  toutes  les  droites  MS,qui  forment 
avec  les  tangentes 

l'angle  constant  a,  se  trouve  résulter  du  n°  163  en  posant 

puis  en  déterminant  p  de  manière  que  CDS  soit  parallèle 
à  cette  même  droite  MS.  On  trouve  ainsi 

(9)  MS-^sina^MR, 

V 

relation  connue  entre  les  points  S  d'une  développée  im- 


(  '93  ) 
parfaite,  el  les  points  R.  de  la  développée  proprement 
dite. 

174.  ProblIlme.  —  Déterminer  la  coiirheV  parallèle 
à  une  courbe  donnée  M,  cest-h-dire  ayant  avec  elle 
toutes  les  normales  MP  communes .  —  Le  point  P  appar- 
tenant à  la  normale  de  la  courbe  donnée  au  point  M,  on 

aura 

OP  ^OM  +/V(Î)M. 

En  outre,  la  tangente  en  P,  qui  est  déterminée  en  di- 
rection par 

û)P  ^  côM  -i-/?v/ce'M  -1-  sj(s:)p(}m, 

doit  être  parallèle  à  la   tangente  (Jt)M.  Multipliant  par 
cj.CDM,  nous  aurons 

/yy/cj.CDMcD'M  H-  v/u;)/?(X)Mcj.(ôM 

-j[)arallèle  à  (DMcj.CDM,  c'est-à-dire  d'inclinaison  nulle, 
et,  par  conséquent,  équipollente  à  sa  propre  conjuguée 

—  p \l  lOM  cj .  OD'^  M  —  v'  (^P  COM  cj .  ® M . 

Il  en  résulte 

et,  revenant  aux  fonctions  primitives, 


pz=z  c  '.  ^cOMcj.  oDiM. 
Donc  la  distance  des  deux  courbes  est 

(lo)  MP  «r^  cy/  v^cOM  :  rj.(.OiVI  , 

c'est-à-dire  de  grandeur  constante,  et  les  deux  courbes 
sont  vraiment  parallèles.  Avec  les  formules  du  n*^  10  i, 
on  a 

p  —  cc-J''''. 

Anti.  de  Maihrmat.,  'i^'  série,  l.  Xlll.  (Avril  \'6'i'\.)  l3 


(  '94  ) 

175.  Ces  calculs  seraient  devenus  plus  rapides  en  po- 
sant [168,(7)] 

Supposons  plus  généralement  que  la  droite  MP  forme 
avec  la  tangente  un  angle  constant  a,  on  aura 

et  si  la  tangente 

doit  être  parallèle  à  dDM,  on  aura  aussi 

/?  £*  (  ÔD^  ^'  -4-  y/ Œ)s  CD«^  )  -I-  £"•  d'^p  Ods 

=  /?£-*( 0)*  .y  —  v^  U'3.v 0;)(p  )  +  5-«  U^/?  Oc).v. 

En  remontant  aux  fonctions  primitives,  on  a 

c  étant  la  constante  arbitraire,   et  a  étant  égal  à  c^^^""^ 
par  suite 

(il)  M'P':^^  Ca-W-^r. 

Donc  toutes  les  droites  MP,  qui  sont  coupées  sous  un 
angle  égal  et  constant  par  les  deux  courbes  M,  P,  sont 
respectivement  équipollentes  aux  rayons  vecteurs  d'une 
spirale  logarithmique  (1G6)  qui  coupe  ces  rayons  sous  le 
même  angle. 

176.  PnoBLÎiME.  —  Détennuter  les  dé\^eloppées  d^une 
courbe  donnée  M,  c^est-à-dire  les  trajectoires  orthogo- 
nales de  ses  tangentes  MT.  —  Appelons  T  le  point  de  la 
trajectoire  cherchée,  et  posons 

OT«:^OM  H- 7(:î)M. 

La  tangente  à  la  courbe  T  est  donnée  par 

cOT  «iil^  (  I  H-  (\c)f/  )  (OM  -+-  q  (0-  ai 


(   '95  ) 
et  doit  être  perpendieulaire  à  O^Mj  on  aura  par  suite; 
selon  la  supposition  habituelle, 

(4)  cO^M  :  o;)M'A/4->v> 

I  H-  CO7  -+-  ql  ■=■  o, 

et  de  là 

(12)  MT  «iA.  _  t>-//'/' / e^idi dt iSM     [*), 

177.   Les  calculs  sont  plus  rapides  si  l'équipollence  de 
la  courbe  M  est  donnée  sous  la  forme  {7)  ^  alors,  posant 

on  aura 

et  celte  droite  devra  être  perpendiculaire  à  e^,  c'est-à-dire 

que 

ySbs  -f-  Oc)</  =  o . 

Revenant  aux  fonctions  primitives,  on  a 

q  =€  —   S, 

et  de  là 

(i3)  MT«=^  (c~  .v)s'r. 

Il  nous  sera  facile  de  démontrer  que  la  développante  T 
a  pour  développée  la  courbe  M.  Nous  avons  en  elïet 

et  (supposant  pour  abréger  cûc^  constant) 

par  suite,  la  relation  (4)  (104)  donne,  par  rapport  à  la 
courbe  T, 

(*)    Ce    l'ésullat    su[)i>obr,    riiili'|;t;Uu)ii    tU;    l'cquation    difleroiiliclio 
1 -+-  (Oy  -i-y/--  o,  (|u'()ii  laisse  au  lecteur  le  soin  troflbctuer. 

v^  .^  Ole  (Iti    I  imliictcur.  ^ 


(   •!)«  ) 
et  lo  rayon  de  courbure  en  T  est 


A 


178.   Appliquons  les  formules  précëdenles  à  la  déve- 
loppante du  cercle  de  rayon  i 

OR-'JÎfôr     (/^.  35). 

I"i>T.  35. 


V- 


/ 

\> 


w 


\  I 

I 

/ 


La  dérivée  de  son  arc  est 

c'cst-à~dire  qu*on  peut  donner  à  l'équipollence  la  forme 

Par  suilc,  la  développante  du  cercle  est   exprimée  par 

Pour  trouver  Ja  seconde  développante  BT,  donnons  à 
l'équipollence  de  la  première  développante  AM  la  forme 

Nous  aurons  ainsi 

(Of -A- 9 Or>^     et      ]>JT  -A  {c  —'^f)i^. 


(  '97  ) 
Delà 

Le  rayon  de  courbure  BT  en  T  est  c  — |çp^^  celui  c!e 
sa  développée  M  est  (^,  et  celui  de  R  est  égal  à  i . 

179.  Déterminer  la  direction  de  la  droite  MW  qui, 
partant  d'un  point  M  d\ine  courbe,  dii^ise  en  deux  par- 
ties égales  la  corde  infiniment  voisine  parallèle  à  la 
tangente  en  M;  trouver  de  plus  la  parahole  ajant  avec 
la  courbe  un  contact  du  troisième  ordre.  Ce  problème 
est  le  dernier  de  la  Géométrie  de  position.  Je  l'ai  résolu 
n*' 25  de  mon  Essai  (i835),  avant  les  solutions  don- 
nées par  M.  Transon  (i84i)  et  par  Dupin  (1848). 

Si  N,  L  sont  les  deux  points  de  la  courbe  qui  corres- 
pondent à  ï  -f-  w  et  à  £  —  ip,  on  a 

ON  «^  OM  +  wffîM  -h  —  CD-M  H-  .  .  .  , 

OL  ^  OM  —  ^1^  (DM  -i-  .  . .  , 

LN  -hà  (w  -h  ■^)  (DM  -f-  ^(w^  —  -V)  (O^IM  -K l^co'  -h  -l^jcD'M -f- .  .  .  , 

et,  pour  que  cette  droite  soit  parallèle  à  la  tangente  (i^M, 
il  faudra  que  l'expression 

le  soit  également;  cette  expression,  multipliée  par  la 
quantité  réelle  {:  (w  -h  ^)  et  composée  avec  (w  -h  ^)  (OM, 
donnera  la  droite  LN  (^). 

^),  di  devant  cire  intinimcnt  petits,  il  faudra  que 
w  — '^  soit  un  infiniment  petit  du  second  ordre,  comme 


(*)  On    lU'yligc   évidommoiit  ici    loà  iiiiliiiinont   j-olils  d'onlro    su)> 
rieur,  ce  qui  est  du  reste  parl'ailonienl  licite. 

{Note  du  TidJuctt'itr.) 


(   '98  ) 
l-ost  oi'  —  o)'|  -f-  'j;-.  ]^osant 


0)  —  't'  ^=^  7' 


nous  devrons  déterminer  la  quantité  réelle  7,  de  manière 
que  l'on  ait 

(i4}  3qCù'M  -h  ffî^M.  '^  nm, 

r  étant  aussi  réel  ^  d'après  quoi  la  direction  de  la  droite, 
qui  joint  le  point  M  au  milieu  de  LN,  sera  donnée  par 
Téquipollence 


ou 

(i5)  MW«=îî:?7â)M4-(©'M. 


{^A  suivre.) 


COMESPOPANCE. 


M.  Ch.  Forestier.,  professeur  de  Mathématiques  spé- 
ciales au  Lycée  de  Toulouse,  nous  communique  l'obser- 
vation suivante  ,  au  sujet  de  la  question  proposée  au 
concours  d'admission  à  l'Ecole  Normale  en  1873.  (  Voir 
même  tome,  p.  88.) 

((  Les  lieux  du  centre  et  des  foyers  de  la  conique  B 
sont  complètement  indépendants  de  la  loi  sitiuant  la- 
quelle on  fait  varier  la  grandeur  des  axes  de  V ellipse  A, 
powvu  que  leurs  directions  et  le  centre  restent  les  mêmes  ; 
il  est  inutile  d'assigner  la  condition  que  l'ellipse  A  reste 
liomo focale.  C'^st  immédiatement  évident,  puisque  Vé- 
quation  c^ xy-\-h-^x  —  a-c/.y^=o  de  la.  conique  B,  étant 
liomogèjie  en  a  et  h.,  les  équations  qui  détermineront 
les  coordonnées   d\in   point   quelconque  défini  de    la 

conique  ne  dépendront  que  du  rapport  -■>  et  rSlimma- 


(  ^99  ) 
lion   de  ce   rapport   donnera  V équation   du  lieu.    On 
pourra  même  supposer  que  V ellipse  A  se  transforme  en 
hyperbole.,  ou  que  h  devient  imaginaire.  » 

M.  H.  Gondelon^  clève  au  lycée  de  Moulins;  nous  a 
adressé,  un  peu  tardivement,  une  solution  bien  exacte 
de  la  question  1118,  déjà  résolue  par  un  assez  grand 
nombre  de  lecteurs  des  Nouvelles  Annales.  [Voir  même 
tome,  p.  6v3  et  106.) 


Un  auteur,  toujours  fort  original,  M.  Lêopold  Hugo., 
vient  de  faire  paraître  un  nouvel  Essai  sur  la  Géométrie 
des  Cristalloïdes .,  avec  cette  épigraphe  :  la  Sphère  est  un 
Équidomoïde.  Gramàin-S'.,  1873. 

Voici  les  titres  des  chapitres  : 

I.  Segmentation  du  prisme  triangulaire.  —  II.  Polv- 
gonisation  df:s  théorèmes.  —  III.  Cristallisation  des 
théorèmes.  —  IV.  Grande  planche  systématique  des 
figures  cristalloïdales  employées  dans  l'Architeclure  et 
dans  rindustrie. 


PI]BL1CAT10]\S  RÉCEi\TES  (1874) 


La  Chaleur,  mode  de  mouvement,  par  John  Tjndall^ 
L.  L.  D.,  F.  R.  S.,  professeur  de  Philosophie  natu- 
relle à  rinstitulion  royale  de  la  Grande-Bretagne; 
s>/"  édition  française,  traduite  de  l'anglais  sur  la  4'  édi- 
tion, par  M.  Tabbé  Moigno.  In-i8  Jésus  de  5j6  pages, 
avec  iio  figures  dans  le  texte;  1874-  —  Paris,  Gau- 
ihier-Villars,  imprimeur-libraire,  quai  des  Augus- 
tins,  fîf). 


(    200    ) 

Éléments  de  Géométrie  tuilinéaire,  par  A .  Cainhi'c!\ 
ancion  clôve  do  rp'.coîe  Normale  des  Sciences,  profes- 
seur de  IMathéinatiques  supérieures  à  l'Alhénée  royal 
de  IMons.  —  IMons,  Hector  Manceaux,  impriraeur- 
11  braire-éditeur. 

TavOLE  NUMERICHE  DEL    LOGARITMO  INTEGRALE,  OSSÎa  dclT 

esponenziale-inlegrale  e  di  aitri  integrali  eidcriani. 
Nota  del  prof.  Giusto  Bcllavltis,  M.  E.  del  R.  Islitulo 
Veneto  di  Scienze,Leltere  ed  Arti  (Kstr.  dal  vol.  X\1IJ 
délie  Meinorie  dell'  Istituto  slesso).  — Venezia,  presso 
la  Segreteria  del  R.  Istituto  ncl  palazzo  ducale.  Tipo- 
grafia  di  Gniseppe  Anlonelli ;  i874» 

GlORNALE  DI    MaTEMATICA    ELEMENTARE  E  COMP  UTISTER  F  A, 

edito  e  diretto  da  Giovanni  Massa -^  auno  I. — ISizza^ 
31  o  n  tferra  to;  1874. 

NOTE  Sl]R  Vtmm  M  LA  OllESTION  1I2Î) 

(voir  mémo  Inmc,  p.  0\) . 


^///ti/' a  démontré  dans  son  Algèbre  (t.  TI,  11°  238), 
qu'il  existe  une  infinité  de  systèmes  de  trois  nombres 
entiers  x,  j,  z,  tels  que  les  sommes  j:-  -H}  %  x^  -+-  z-, 
y2  _|_  2-  de  leurs  carrés  pris  deux  à  deux  sont  des  carrés 
de  nombres  entiers-,  de  là  résulte  que  : 

({  Un  tétraèdre  dont  les  six  arêtes  sont  mesurées  par 
des  nombres  entiers  peut  avoir  parmi  ses  angles  solides 
un  irièdre  trirectangle  »•,  par  conséquent,  la  question 
II  25  se  réduit  à  la  proposition  suivante  : 

«  Sur  las  arcles  cViin  trihchc  trirectangle  oji  peut,  et 
d'une  infinité  de  manières,  prendre  trois  longueursOA^ 
OB,OC,  en  nond)rcs  entiers^  telles  que  Taire  du  triangle 


(    201     ) 

ABC  soit  elle-même  mesurée  par  un  nombre  entier, 
ainsi  que  les  trois  autres  faces  du  tétraèdre  résultant 
OABG.  » 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1018 

(roir  ?.*  série,  t.  X,  p.  19?)  ; 

Par  m.  MORET-BLANC. 

Si  deux  ellipses  y  de  même  centre  et  de  mêmes  axes  en 
direction  ont  une  aire  égale,  les  angles  excentriques 
au  point  commun  sont  complémentaires.  Considérer  le 
point  limite  oii  les  ellipses  s^ approchent  de  la  sindli- 
tude ;  trouver  le  lieu  du  point  limite  d'' intersection . 

(A.  WïTWOrvTH). 

Soient 

<72j2_|_  l^\x'r=aUy^,      a"  y-  -[-  b''X-=  a'H)'- 
les  équations  des  deux  ellipses,  avec  la  relation 

a'  b'  z=  ab  =  m-. 
Les  équations  peuvent  s'écrire 

n^  f" ->-  m^ x"^ T=z  n- in\      <?''  v--(-  /??',r' r=  «7'-///% 
d'où,  pour  les  points  communs, 


nv  cr  (i 


'7 


11"^ -\- a'  (û-\-ci" 

Si  (p  et  (p'  sont  les  angles  excentriques  en  \\\\\  des  points 
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conimiins,  on  a 

donc  o  et  çp'  sont  complémentaires. 

Si  les  ellipses  s'approchent  incléiiniment  de  la  simili- 
tude, a!  tend  vers  a^  et  à  la  limite 

2  '^  2*7^  2 

Les  points  communs  sont  les  extrémités  des  diamètres 
conjugués  égaux. 

Onobtiendrale  lieudecespointslimiles  en  éliminant/7^ 
entre  les  deux  équations  précédentes.  En  les  multipliant 
membre  à  membre,  il  vient 


•~-r~  

2 


j,2^2    — -  ,  ,^  y 


Le  lieu  se  compose  de  deux  hyperboles  équilatères 
conjuguées  ayant  pour  asymptotes  les  axes  des  ellipses, 
lieu  des  extrémités  des  diamètres  conjugués  égaux,  et 
enveloppe  des  ellipses  de  surface  donnée  r.iii^ ^  ayant 
mêmes  axes  en  direction  (^voir  i^  série,  t.  "VIIJ,  p.  32  i). 

ISotc. —  M.  Pcllissier  a,  comme  M,  Moret-Blanc,  résolu  la  question  101  (S, 
en  rectifiant  le  premier  énoncé  de  cette  question.  {Voir-  2*^  série,  t.  X, 

P-  'O'O  

Question  1072 

(  voir  y'  série,  t.  XI,  p.  i.'ii  )  ; 

Pau  m.   FOURET. 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 

Une  spltrrc  rie  rayon  côjisla/if  se  déplace  en  restant 
tangente  à  une  droite  et  à  un  cylindre  de  révolution 
donnés;  trouver  Je  lieu  du  point  de  contact  sur  l(-  cy- 
lindre. (Manivheim.) 
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Cet  énoncé  peut  se  généraliser  de  la  manière  suivante: 

Une  sphère  de  rayon  constant  se  déplace  en  7'cstant 
tangente  à  deux  cylindres  de  résolution  donnes- 
troui^er  le  lieu  du  point  de  contact  sur  V un  de  ces  cj- 
iindres. 

Soient  r  le  rayon  de  la  sphère;  a  el  h  les  ravons  des 
cylindres  que  jedésignerairespectivementpar  (A)  et(B); 
r^  la  plus  courte  distance  de  leurs  axes  *,  et  y  Tun  des  angles 
qne  forment  les  directions  de  ces  droites. 

Pour  chercher  le  lieu  du  point  de  contact  de  la  sphère 
avec  le  cylindre  (A),  prenons  pour  axes  des  z  et  des  x 
l'axe  de  (A)  et  la  perpendiculaire  commune  aux  axes 
de  (A)  et  de  (B).  L'axe  des  y  perpendiculaire  aux  deux 
autres  se  trouve  déterminé. 

x^  y^  z  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
du  lieu  cherché,  les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère, 
de  rayon  r,  tangente  en  ce  point  au  cylindre  (A),  sont 


^i  11Z  r  n  nu  J' 

a  "         <i 


en  prenant  le  signe  -4-  ou  le  signe  —  suivant  que  la 
sphère  est  supposée  d'un  coté  ou  de  l'autre  du  plan  tan- 
gent au  cylindre  (A). 

Nous  exprimerons  que  cette  sphère  est  tangente  à  (B) 
en  éciivant  que  son  centre  est  à  une  distance  de  Taxe 
de  (B)  égale  à  ^  ±  r,  ce   qui   donne  l'équation 

( r  )     I  X d      -h  (  r ros 7  —  3  sin  7  )     —  ^  /; il=  r)-'. 


(1  \  n 


Kn  r(^marquant  que  Von  jxMit  combiner  deux  à  (\c\\\ 
les  signes  des  binômes  [a  dz  /)  et  [h  zb  r)  de  quatre  nja- 
nières  différentes,  oii  voit  (jue  cette  équation  représente 
quatre  surfaces   du   second   oidre  qui,   par   leur   inler- 
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section  avec  le  cylindre  (A)  ,  fournissenl  <[uaUe  courbes 
gauclics  (lu  qualrième  ordre  constituant  dans  leur  en- 
semble le  lieu  en  question. 

La  forme  de  l'équation  (c)  montre  que  les  sui faces 
qu'elle  représente  sont  des  cylindres  elliptiques,  ayant 
deux  par  deux  les  mêmes  plans  principaux  représentés 
par  les  équations 

se  z=r  ^ —  , 

n  ir:  r 

a  tangy 
(i  it  /■ 

Les  sections  droites  de  ces  cylindres  sont  des  ellipses 
dont  les  demi-axes  ont  pour  longueurs 

b  ztz?'  b  zh  r 

a  — ; —      et     a 


\/a-  sin^7  -i-  [adz  r)-  cos*y 


Ces  éléments  déterminent  les  cylindres  d'une  manière 
complète. 

Pour  avoir  le  lieu  qui  fait  l'objet  de  la  question  1072, 
il  suffit  de  supposer  que  le  cylindre  (B)  se  réduit  h  son 
axe,  c'est-à-dire  que  b  =  o. 

Les  quatre  cylindres  ellipti([ues  se  réduisent  alors  à 
deux,  et  le  lieu  ne  se  compose  plus  que  de  deux  courbes 
gauches  du  quatrième  ordre.  Celles-ci  peuvent  d'ailleurs 
être  réelles  ou  imaginaires. 

On  voit  aisément  que  : 

Si  d  <^a,  les  deux  courbes  sont  réelles  -, 

Si  a<^d  <^a-^  ir^  la  courbe  correspondant  aux 
splières  extérieures  est  seule  réelle*, 

Si  d'^  a  -\-  2r^    les  deux  courbes  sont  imaginaires. 

On  peut  cniln  remarquer  que  la  courbe,  lieu  des  con- 
tacts des  sphères  iiiléiieures, n'est  jamais  formée  que  d'un 
anueau  unicpic,    tandis  que,  dans   le  cas  de   d<Z.r^  la 
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courbe  correspondant  aux  sphères  extérieures  se  com- 
pose de  deux  anneaux  distincts. 

Note. —  La  môme  question  a  été  résolue  par  MM.  Gambcy  et  Moret-Blanc. 


Question  H06 

(voir  ?."  série,  t.  XI ,  p.  57,t<)  ; 

Par  m.   JAMET, 

Elève  du  lycée  de  Bordeaux  (classe  de  M.  de  Lagrandval). 

Dans  un  pavaholoïde  hjperhol'ujuc,  la  ganérairice 
de  chaque  système  qui  passe  par  le  sommet  est  celle 
sur  laquelle  les  génératrices  de  Vautre  système  inter- 
ceptent les  segments  les  plus  petits.        (A.  Tissot). 

Soient 

LA,  L'B  deux  génératrices  de  l'un  des  systèmes  {*)  ^ 
xy  une  génératrice  de  l'autre*, 

P  un  plan  parallèle  au  plan  directeur  de  ce  second 
système. 

Si  par  le  point  A,  où  xy  coupe  LA,  je  mène  AC  paral- 
lèle à  L'B,  cette  droi  te  AC  ira  couper  le  planP  eu  un  cer- 
tain point  C,  situé  sur  l'inlersection  du  plan  P  et  du 
plan  mené  par  LA,  parallèlement  à  L'B  j  ou,  ce  qui  re- 
vient au  môme,  parallèlement  au  plan  directeur  du  pre- 
mier système.  De  plus,  si  V  est  la  trace  de  L'B  sur  le 
plan  P,  on  aura  L'C  =  AT),  et  le  segment  AB,  intercepté 
par  deux  génératrices  du  premier  système  sur  une  géné- 
ratrice du  second,  sera  minimum  quand  L^C  sera  mi- 
nimum, c'est-à-dire  quand  L'C  sera  perpendiculaire  à 
l'intersection  LC  des  deux  plans  directeurs:  mais  al(HS 


(")  Le  lecteur  est  luiO  de  l'aiii'  la  liijiMO. 
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AB,  qui  csl  parallèle  à  L'C,  scia  perpendiculaire  à  l'axe 
du  paraboloide,  et,  par  suite,  passera  par  le  sommet. 

Autc.  —  La  môme  (jnestioii  a  été  résolue  par  MM.  Bourijuet,  Gambey, 
Dewulf,  Mord-Blanc,  Vlliac  de  Goïsel,  Tourettos. 


Question  ll!20 

(voir  2°  série ,  t.  XII,  p.  02S  )  ; 

Par    m.   C.   MOREAU, 

Capitaine  d'Artillerie. 

Construire  géonictriquement  une  hyperbole  équila- 
lèrej  connaissant  le  centre,  une  tangente  et  un  point. 

(De  Sainï-Germain.) 

Cette  construction  se  fait  simplement  au  moyen  du 
théorème  suivant,  qui  est  facile  à  démontrer  : 

Siy  d'un  point  quelconque  M  d'une  hyperbole  équila- 
lère,  on  abaisse  des  perpendiculaires  MP,  MQ  sur  une 
tangente  A^  et  sur  le  diamètre  OT,  mené  du  centre  O 
au  point  de  contact  T,  les  distances  OP  et  OQ  sont 
égales. 

Pour  la  construction,  abaisser  du  point  donné  M  une 
perpendiculaire  MP  sur  la  tangente  donnée  AB^  mener 
du  point  donné  M  une  tangente  MQ  au  cercle  décrit  du 
point  O  comme  centre  avec  OP  pour  ra^^on,  et  joindre 
OQ  qui  rencontre  AB  au  point  de  contact  T. 

Le  point  de  contact  de  la  tangente  donnée  étant  connu, 
les  asymptotes  s'en  déduisent  imuiédiatement,  etc. 

11  y  a,  en  général,  deux  solutions. 

ISotedu  Rédacteur.  —  La  question  1120  a  déjà  été  proposée  (u*^  série, 
t.  111,  p.  l\ly)^  et  résolue  (2''  série,  t.  IV,  p.  3>o);  mais  de  toutes  les  so- 
lutions (ju'on  en  a  données,  et  qu'on  peut  en  donner,  celle  de  jM.  Moroau 
est  assurément  la  ])lus  simple;  et  puis  le  théorème  d'où  cette  solution 
se  deduil  immédiatement  nous  semble  mériter  d'être  iemar<{ué.  Quant 
à  sa  démonstration,  nous  laissons  au  lecteur  le  plaisir  de  la  trouvei'. 

(G.) 
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OIESTIONS. 


1135.   a,  b  étant  deux  nombres  entiers  quelcoufiues, 
la  fraction 

(n  -\-i)(a  -^■i).  .  .1(1(0  -^i){b  -\-  7.).  .  ,ib 


\  .1.0 .  .  .[a  -{-  b) 
est  égale  à  un  nombre  entier  ('^). 


(Catalan.) 


1136.   Le  nombre  entier  p  étant  la  somme  de  quatre 


carres  entiers,  on  a 


p-  =:  V'  4-  Q^  -i-  R^  H-  S% 

P,  Q,  R,  S  étant  des  entiers,  positifs  ou  négatifs,  tels  que 
la  somme  algébrique 

ip  -f-  P  H-  Q  -I-  R  -i-  S 
est  égale  à  un  carré*,  et  l'on  a  aussi 

P',  Q',  R',  S'  étant  des  entiers  dont  la  somme  algébrique 
est  égale  à;?.  (S.  Realis.) 

1137.  Deux  hyperboloïdes  gauches  Hj,  Hj  ont  une 
génératrice  L  commune.  Par  tout  point  m  de  L  passent 
une   génératrice  Lj  de  Hj   et  une  génératrice  L^  de  Hj. 

Comment  varie  l'angle  Lj  L^  quand  m  parcourt  L.'^ 

(Dewllf.) 


(*)  Sur  {/i/e/tfucs  qiicsl lotis  rchifircs  (iii.r  fonctions  vUiptitjitcs,  socoiiilo 
Note  (Académie  des  Niioiù  Lincci,  i8y3).  J'ai  donné  plusieurs  theorènios 
d'Aiilhniéliciue  dans  mes  licclwrchcs  sur  (juclijucs  produits  iiulcfinis 
(Gaulhier-Villars). 
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1138,  Dans  un  qnadrilaièrc  sphc'ri((nc,  deux  cotes  op- 
posés sont  fixes  de  diiecllons  et  variables  de  grandeur,  et 
les  deux  autres  sont  variables  de  directions,  mais  ils  ont 

une  grandeur  constante  égale  à  -•    Trouver  le  lieu  du 

point  de  rencontre  des  diagonales.      (L.   Boukguet.) 

1139.  Par  un  point  A  extérieur  à  une  parabole,  on 
mène  deux  tangentes  à  la  courbe  et  aux  points  de  con- 
tact des  normales  qui  se  coupent  en  un  point  B.  Quel 
doit  être  le  lieu  du  point  A  pour  que  celui  du  point  B 
soit  :  1°  une  droite;  2"  un  cercle  ayant  pour  centre  le 
sommet  de  la  parabole?  (Androusski.) 

/  1140.  Par  les  sommets  A,  B,  G  d'un  triangle  inscrit 
dans  un  cercle,  on  mène  des  parallèles  aux  côtés  opposés; 
elles  rencontrent  la  circonférence  en  des  points  A',  B',  C. 
On  prolonge  les  cordes  A'B',  A'C,  B'C  qui  coupent  res- 
pectivement les  côtés  AB,  AC,  BC  du  triangle  donné 
aux  points  c,  b^  a.  Démontrer  que  le  point  de  rencontre 
des  hauteurs  du  triangle  ahc  est  le  centre  du  cercle 
donné.  (H.   Brocard.) 

1141.  On  considères  deux  tangentes  fixes  AC,  BC  aux 
points  A  et  B  d'une  conique  fixe;  C  est  le  point  de  ren- 
contre des  tangentes,  AB  est  la  corde  des  contacts. 

Par  chacun  des  points  A  et  B,  on  mène  une  sécante 
quelconque  ;  elles  rencontrent  la  conique  en  fjt  et  v  respec- 
tivement. Les  droites  A//,  A  v  coupent  la  tangente  15Cen  M 
et  N;  les  droites  Bp,  Bv  coupent  la  tangente  AC  en  I\l' 
et  N'.  Ceci  admis,  on  a  les  deux  propriétés  suivantes  : 

1*^  Le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  A,  C, 
M',  N'  est  égal  à  celui  des  quatre  points  C,  B,  M,  N; 

2'^  Les  (juatre  droites  AB,  //v,  MiN^  M'N  passent  par 
un  nuuie  point.  (L.    Paijnviin.) 
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NOTE  SlîR  LE  DÉYELOPPEMEXT  EN  SEIUE  DE  arc  sinx 
AU  MOYEN  DE  LA  FOR\îl]LE  DE  MACLAlRLNj 

Par  m.  CHEVILLIET, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Besançon. 


Il  suffit  de  considérer  le  cas  où  x  est  positif. 
On  connaît  la  loi  des  coefficients  5  car,  si  l'on  pose 
y(.r)  =  arcsin^, 
on  a,  en  général  (Bertrand,  Calcul  différentiel,  p.  i46), 

/^"(o)  /-"-'(o)  1.3. 5.. .(2^—3)       I 

=  0  — 


I.2.3...2W  '    1.2. 3. ..(2/2  —  \]  2.4.6.  ..(2/2  —  2)2^ — I 

ce  qui  permet  d'écrire 

\  x^         I  .  3  x^  I  .  3  . 5  .r' 

arc  sino:  r=  ^  -|-  -  —  H y  —  H — -  —  -f. .  .  .  -|_  R 

2  o        2.4  5        2.4.0  7 

où 

R== ^/«+'(e^), 

1  .2.3.  .  .n  V       ;» 

en  adoptant  la  troisième  forme  du  reste  ^  n  est  l'exposant 
de  X  dans  le  terme  qui  précède  immédiatement  R. 
/"+*  [^x]  est  donné  par  la  formule  [ihid.,  p.  144) 
I  .3.5.  .  .{in  —  I ) 


/"+'(.r):r. 


2"(i—  .r)"  v/i  —  x' 


L      I  ^^^  - 


I  —  .r 


i    \i  -^  X 
1.3  «{«  —  1)  /i  —  jc 


1.2(2 Ai  —  ^){iit  —  3)  \i-f-a: 
1.3.5       71  [n — 1)  (''  —  1)        (i 


1.2.3(2/2 l)(2/? 3)(2/7 5j\I   -\-  X 

1.3.5       n  [n  —  i)  [fi  —  2 )        /  1  —  .r 


1.2.3(2/2 —  l)(2«  —  3)(2/2 — 5;   \  I  -+-./■ , 
1.3.5  n  [n —  1)  /i  —  .r\  "-- 


1 . 2 . 3  (  2  «  —  I  ;  (  2  //  —  3  )  \  I  -h  .^• 

1.3  n  l\  — .r\"-'    .     /i  —  .r\"' 


1.22/2  —  I      \^\  -^  X  j  \  ï  +  •'  / 

^/w«.  </e  Mathém.,  t.  Xlll,  2«  série.  (Mai  1S7.1.)  l4 
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le  signe  supérieur  correspoiulant  au  cas  où  n  est  pair, 
et  le  signe  inférieur  à  celui  où  il  est  impair.  Ici  n  est 
impair;  par  conséquent,  il  faut  prendre  Je  signe  infé- 
rieur. On  a  donc 

I  .  3 , 5 .  .  .  (  2  «  —  I  )  /  A'  —  6  X  \  X 


2.4.6.  ..2/2  yi_ôx/    i/i_ 

X 


I         n         /  I  —  Ox 
I 


I  in  —  I    \  I  -f-  0 .r 
n         /  I  —  0.r\  "-' 


/  ;  T  _i_  ô  .7?  /       i  ' 


I  2  /^  —  I    \  1  H-  G  .r  y  ^  j  _j_  ô  .^  y     J 

Si  n  augmente  indctiniment,  le  premier  facteur  tend  vers 


zéro,  car  son  inverse 


r)('^^)('+3r-A"+ï7::7ry 


I  î 


>i-f-     1+  5-  H-p  -h.  .  ■  H- 


3  5  2/2   —  I 

augmente  indéfiniment.  Le  deuxième  a  aussi  pour  limite 
zéro,  si  X  est  inférieur  à  l'unité,  ce  qu'on  doit  supposer 
pour  que  la  série  soit  convergente.  Le  troisième  facteur 
reste  fini. 

Le  quatrième  également,  comme  nous  allons  essayer 
de  le  prouver.  D'abord  il  est  facile  de  voir,  comme 
M.  Bertrand  l'a  déjà  montré  (zZ>/<i._,  p.  144)?  que  les  coeffi- 
cients des  différents  termes  dont  il  se  compose  vont  en 
diminuant  en  valeur  absolue  jusqu'au  milieu.  Cela  posé, 
nous  disons  que  : 

Si  dans  le  polynôme 

t  A„— A.3-t- A^z^-h.  .  .±:A„3«=p  A«2i"+'-f-.  .  . 

(0 

^'      [        —  A^z-^-'-t- A,32«_Ao2'"+', 

ou  les  corJficLenls  positifs  Ao,  Ai,  Aa,.--?  ^n  vont  en  di^ 
nunuant,  z  est  positif  et  -<  i ,  la  valeur  de  ce  poJjnôme 
est  moin  die  que  Aq. 
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On  peut  en  effet  mettre  (i)  sous  la  forme 

ou,  en  mettant  i  —  z  en  facteur  commun, 

(i  —  2)[Ao(i  -f-  z  -f-  s^H-  .  .  .  +  z'") 

~  A,  3  (  I  -^  Z   4-  Z2  H-  .  .  .  4-  z2n-2  ) 

-i-  AiZ^ii  -hz-h  z'-h.  .  .  H-22«-';-l-.  ,  .  — dzA„7."]. 
En  ordonnant  l'expression  entre  crochcis,  on  a 


-A. 


2  -!-  A  0 
-A, 
-t- A2 


(2) 


-i-  A 
—  A, 

-h  A, 


-A, 


+-•...  -f-  Ao      2"  -1- 
-A, 
-4- A, 

i-A„ 
2^«-'H-Ao  I  z'\ 


Or,  d'après  les  liypotlièses  que  nous  avons  faites,  les 
coefficients  des  différenles  puissances  de  z  sont  positifs, 
et,  à  l'exception  des  deux  extrêmes,  moindres  que  Aq^  de 
sorte  que  l'expression  (2)  est  moindre  que 


Ao(i  H-  2  -f-  ^--h.  . .-;-  z- 
moindre,  aforlioii,  que 


n\ 


Ao(i  -i-  2  -1 


donc  le  polynôme  (i)  est  plus  petit  que  Ao- 

(Le  cas  où  z  :=zi  ne  fait  pas  exceptioiî,  car  alors  le  po- 
lynôme est  nul). 

Dans  le  cas  actuel  Ao  ~-  i  et  l'on  a,  par  suite, 


R 


I 


2.4.6. ..2/^         \i~Ojc)     J 


.4 


(  21-^^  ) 

qui  tend  vers  zéro  quand  jl  augmente  indcfiniinenl  j  donc 

1  j: '        T  .  3  .r^        1 . 3 . 5  j' 

arc  sm.c  =  ^  h-  -  —  n ■-  _  -\ — h  .  .  .  . 

2  o         1.45        2.407 


IMÎOBLEME  DE   IIUYGUENS5 

Par  m.   a.  PICART. 


Soient  tant  de  corps  qu'on  voudra  parfaitement  élas- 
tiques et  rangés  en  ligne  droite  :  le  premier  vient  choquer 
le  second  avec  une  vitesse  donnée  v^  \  le  deuxième,  avec  la 
vitesse  communiquée  par  le  premier,  choque  le  troisième; 
celui-ci  avec  sa  vitesse  acquise  choque  le  quatrième  et 
ainsi  de  suite;  les  masses  du  premier  et  du  dernier  étant 
données,  trouver  celles  que  doivent  avoir  le^  corps  inter- 
médiaires, pour  que  le  dernier  reçoive  la  plus  grande  vi- 
tesse possible. 

Ce  problème  a  été  proposé  et  résolu  pour  la  première 
fois  par  Huyghens  (1669),  dans  le  cas  particulier  de 
trois  corps.  D'autres  géomètres  ont  étendu  sa  solution  à 
un  nombre  quelconque  de  corps,  mais  sans  se  préoccuper 
des  caractères  analytiques  qui  assurent  l'existence  du 
maximum  ou  du  minimum.  Lagrange,  le  premier 
[Mémoires  de  Tarin,  1759),  démontra,  dans  le  cas  géné- 
ral, l'existence  du  maximum,  en  appliquant  à  ce  pro- 
blème une  méthode  nouvelle  de  recherche  des  maxima  et 
minima  des  fonctions  de  plusieurs  variables.  Seulement 
il  se  borna  à  vérifier  les  conditions  du  maximum  pour 
trois  masses  intermédiaires,  en  ajoutant  :  «  Au  reste,  dans 
ce  pioblème,  quel  que  soit  le  nombre  des  masses,  on 
trouvera  les  conditions  du  maximum  toutes  remplies,  si 
Ton  veut  bien  prendre  la  peine  de  pousser  plus  loin  le 
calcul.  »  C'est  celte  généralisation  que  je  me  propose  de 


(     2l3    ) 

faire  ici  pour  un  nombre  quelconque  n  de  masses  inter- 
médiaires. 

Soient  a  la  masse  du  premier  corps,  h  celle  du  dernier, 
soient  ensuite  x^^  Xç>^.  .  • ,  ^„  les  masses  intermédiaires 
inconnues.  En  se  rappelant  que,  dans  le  choc  de  deux 
corps  élastiques,  la  quantité  de  mouvement  et  la  force 
vive  restent  les  mêmes  avant  et  après  le  choc,  on  trou- 
vera que  la  vitesse  communiquée  par  le  premier  corps  a 

au  deuxième  x^  est  éqale  à  ;  que  celle  que  donne 

I    .      .               .   . ,                       r      I     ^             Via  1. Xi 
celui-ci  au  troisième  x^  est  égale  a -, r?  et 

ainsi  de  suite,  de  telle  sorte  que  la  vitesse  reçue  par  le 
dernier  b  sera  exprimée  par 

V  la  1  .r I  2  ^2  9-^3  •  •  •  2 .r„ 

(  «  -h  j;,  J  ( .r,  +  .rj  )  [.r.^  -+■  x^    ...  i  ^Vi-i  +  -r^n )  {-^'n  H"  ^  / 

et  que  la  fonction  dont  il  s'agit  de  trouver  le  maximum  est 

y  "^l  -^2  -^3  •   •   •  "^n  — I  "^n 

[a  -+-  x,)(.r,  H-  .T^).  .  .(.r„_,4-  x„)  {Xn-h  b) 

Il  faut  égaler  à  zéro  les  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  de  cette  fonction.  Or  on  a 

/Z^/^',-h/x2-f-...-i-/.r„ — l(a-{-Xt)  —  /(.r,-}-^2)  —  ••.  —  ^('^'«-f^), 

d'où  Ton  tire 


^n 

I                   T 

I 



—  — 

— — 

Z 

Xi        a  -!-  .r, 

JC 1  — i —  i>t*2 

z:. 

ï                I 

I 

z 

X2         x^-\-,x:2 

•ro-f-.ra 

7; 

"^> 



I                    I 

y  .  .  ! ' 


^  _  _i I |__ 


(  '-■■1  ) 


ou 


z.^-. 

r= 

^i 

a.r,  —  x; 

z 

(^ 

.r. 

X,  )  (.r,  H-  A'a)  ' 
X.,  —  x.\ 

z 

.T^ 

(.r 

+ 

•r-i]  (-r.,  H-  ^3)' 

rrr 

X p 

— 1  •■^/^+i       «^/^ 

z 

a:p 

(.r 

p-\ 

+  Xp  )\^Xp-\-  Xpj^ 

) 

z'.„ 

X,i 

-1  ^  —  -ri 

Donc,  pour  le  maximum  ou  le  minimum,  on  doit  avoir 

o, 


ox^ —  .r 


■27)  X3 


(.) 


ou 


a 

X, 


'' p—\.  '^p+i        ^ p  —  ^) 
> 

.r„_,  l)  —  xl  =  Oj 


JLzl  —  _Z_  — 


"^  "  p+\  **-n  " 

d'où  l'on  voit  que  toutes  les  masses  doivent  constituer 
une  progression  géométrique,  dont  les  deux  extrêmes 
sont  les  masses  données  a  et  b.  Pour  juger  à  présent  du 
maximum  ou  du  minimum,  il  faut  considérer  la  fonc- 
tion liomosène  du  second  degré 


-f-  2z'i^,^,^  ///,  //^ + . . .  -i-  2z';„_. .,,,  //„_,  //„ , 

et  voir  si  les  valeurs  de  j^,,  a?2-,  •  •  -  •>  ^'n?  q^i^  donnent  les 
équations  (i),  étant  introduites  dans  les  coefficients, 
celte  fonction  reste  toujours  négative  ou  toujours  posi- 


(  2i5  ) 
tive  pour  toutes  les  valeurs  possibles  des  quantités  /ij, 
h<^..  .  ,  ^li^:  Soit  fait,  pour  abréger, 


.r,  [a  -f-.r,J(.r,  +  x-,) 

z 


=  a,, 


3)  -  ^" 


•    '    •    •    ' 5 

Z 

Z 


^-/.•; 


on  aura 


Zj     y.p  [.Vp_i  .T^+i  •^;))l 

d'où  l'on  lire,  en  tenant  compte  des  équations  (i), 

•7"  v" 

Z^,2  ^  —  2a|^,  ,        Ar,.ro        =(fy.i, 

i 

Ztl        y"  

s 
Z^î  =        '^y.p-fpt       , 

y"  

Zln  —  —  2  a„  .r„       

toutes  les  autres  dérivées  partielles  du  second  ordre  sont 
nulles. 


(  2.6  ) 
La  fonction  homogène  du  second  degré  se  réduit  donc 
ici  à  la  forme 

A,  //  •  -f-  Aj  //^  -h  .  .  .  -^-  A„  11'  -r-  2B,  7^1  lii  -f-  2 B2  /^.  Ih 
-h  1 B3  //,  h,^  .  .  .  -;-  2  B„_,  K-,  //«. 

Pour  qu'elle  soit  toujours  négative,  cjuelles  que  soient 
les  valeurs  des  quantités  //,,  h^^.  .  .,  //„,  il  faut  d'abord 
que  l'on  ait  Ai  <^  o.  En  la  mettant  sous  la  forme 

H-  2B2  //..  //3  -;-  2B3  //3  //i  + . . .  -h  2B„_,  /i„_,  //„, 
on  voit  qu'on  doit  avoir  de  plus 

A.-2l<o; 

A, 

puis,  en  posant 

A2 —    =«2 

A, 
et  faisant  une  transformation  analogue, 

B?     ^ 

A3 '-  <o; 

puis,  en  désignant  cette  quantité  par  a^^ 

Ai <  o, 

et  ainsi  de  suite.  Telles  sont  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  le  maximum. 

Or,  si  l'on  désigne  par  /•  la  raison  de  la  progression 

a  I  .r,  ;  .^2  ;  Xg  : .  .  .  :  .r„  ;  ^, 
on  a 

X,  =  «r,      .rj  rr=  «r^  .  .  .  ,      x^^  =  <'/W%  .  .  . ,      x„  =  <?/  ", 

(7,  «1  ai  a, 

a2=r--,      a;.---.      ^^  =-;'•••  '      ^«  -  T^^TI^Ti  5 


(  2Ï7  ) 
par  suite  la  fonction  homogène  du  second  degré  prend  la 
forme 

—  laoL^rlr.  —   kl ■  ni  —  ... fi    —  ... 

laoi^     2  2/7a,  2rtai 

jn  in — i           II                                                                                „J  j,\ 

H lin  ''n-i-\  -4-  ...  H «n— 1    '//i» 


OU 


2 rt a,  (  —  rh\ hl // ;  —  ... //^  -\-  h ,  //; 

H-  -^  /^,  //3  -}-  -1  7^3  A,  -i-  .  .  .  -{ -i—  7z^_,  //„  ) . 


r^  r"  T 


il'.  — A 


Comme  laa^  est  une  quantité  essentiellement  positive, 
on  peut  supprimer  ce  facteur,  et  alors  les  conditions  à 
vérifier  pour  le  maximum  sont 

«,rrr—  r  <<  O, 

I  I 

a,  — <o, 

/•  4^/, 


I 

I 

4rV/2 

<o, 

I 

I 

4  ^'«3 

<o, 

a, 


I  I  ^ 

(lu  = -; <r  G. 

Comme  «i  est  du  premier  degré  par  rapport  à  r,  on 
voit  que  «îo  est  du  degré  —  i,  a^  du  degré  —  3.   (r.  du 


(  2.8  ) 
degré  —  (2/?  —  3),   de  sorle  que  ces  inégalités,  divisées 

III  I  w       • 

respectivement  par  /■,  -,  --^  ~'*"'  TaTi^T'  peuvent  s  écrire 


h^  =  - 


I  <   o, 


''=-'-p;<°' 


h,. 

— 

— 

I  — 

4^ 

<o, 

^ 

1 

^4- 

I  — 

4^3 

<o, 

h- 

= 

— 

I  — 

T 

4'^ 

<o, 

bn-X 

=r 

— 

I  - 

.  .  .  .   ) 

"^ 

-2 

h 

n 

= 

— 

-  I  — 

—  <^  n- 

~  iK 

— 1 

et,  pour  les  vérifier,  il  faut  trouver  l'expression  générale 
du  p'''"^  terme  de  la  suite 

sachant  que  h^  -    —  i  et  que 

bp+,  =  —  i  — 


'P+\ 


4^ 


C'est  là  une  équation  aux  différences  finies  que  Ton  ré- 
sout facilement;  on  trouve 

,  p-^i 

6^  = 

^  2/? 

Donc  toutes  les  quantités  Z^i,  h^, ,  .  .  ^  h^  sont  négatives  ; 


(  ^^»9  ) 
par  suite  la  fonclion  bomogcne  prend  le  signe  —  pour 
toutes  les  valeurs  possibles  de  /^i,  h^^ .  .  . ,  7z„. 

Les  valeurs  en  progression  géométrique  trouvées  pour 
les  masses  intermédiaires  correspondent  donc  au  maxi- 
mum de  la  vitesse  du  dernier  corps.  On  peut  arriver  à 
œlte  conclusion  d'une  manière  bien  plus  rapide. 

Si  Ton  désigne  par  r  la  raison  de  la  progression  géo- 
métrique 


on  a 


x^  =  ar,    '  X.2  =  <7/'^, .  .  . ,      .^„  =  ar", 
a,  a,  a, 

par  suite  la  fonction  homogène  du  second  degré  se  réduit 
à  la  forme 

-  2«a,  I  r/z  ;  -f  1  h]  -i-l./il^...-i-  -_î-  //;  -h  /i,  h, 

-^  Jl  ^'-  ^'^  +  7^  ^'3  7^4  +  .  •  .  +  -;:^^  //.-.  /'«J^ 

OU 


I        .  I 


■t-  ! 


//.-{--^rrrr   //,  -I- 


+  ■  '     //«  ^  +  -4—,  1'.. 


et  Ton  voit  qu'elle  est  négative  pour  toutes  les  valeurs 

possibles  de  /^i,  //^ ,  //„. 
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EXPOSITION  DE  U  MÉTHODE  DES  É91]1P0LLE\CES 

(sulle,  voir  iiu^me  tomo,  p.  189); 

Par  m.  g.  BELLAVITIS. 

(Traduit  de  l'italien  par  I\I.  Laisant,  capitaine  du  Génie.) 


180.  Une  parabole,  ayant  au  point  M  un  contact  du 
troisième  ordre  avec  la  courbe  donnée,  peut  s'exprimer 
par 

MN'=Ao  rMï-f-- MW, 

N  étant  le  point  générateur  de  la  parabole,  MT  sa  tan- 
gente, MW  la  direction  du  diamètre  (179),  et  /  la  va- 
riable de  laquelle  dépendent  les  différents  points  de  la 
parabole.  Pour  qu'il  y  ait  contact  du  troisième  ordre 
entre  la  courbe  donnée  M  et  la  parabole  N,  il  faut  (109) 
qu'on  puisse  prendre  pour  j^  une  telle  fonction  de  t^  que 
j  =1  o  donne 

u;)M  «d^  (Djr  MT  -4-  y  (D  j  ]\IW, 

6;)' M  '^  CD^ j  MT  H-  (jCô^j  +  cD /")  MW, 

(©^M^(D^jMT  -f-  {jG^'r  -f-  3cX)jrô^j)MW, 

les  droites  MT,  MW  étant  considérées  comme  fixes  dans 
les  seconds  membres. 

Par  suite,  se  rappelant  que  MT  ^  (DM,  lorsque  /  =  o, 
on  devra  avoir 

puis 

(i5)  (î^-'Uh^—  7o;)M  -I-IMW, 

—  q  étant  la  valeur  que  prend  (D^ ^  lorsque  j  =  o. 


(  ^21  ) 

Finalement 

(D^M  ^  Œ)'jŒ)M  —  3<7MW. 

Substituant,  dans  cette  relation,  la  valeur  de  MW 
donnée  par  (i5),  on  aura 

(i6)  Œ)'M  -\-3g6^^M^{6:)y—  3g')  mi. 

Cette  équipollence  servira  à  déterminer  ^,  pour  en 
substituer  ensuite  la  valeur  dans 

On  voit  donc  que  cette  droite  MW  est  la  même  que 
celle  du  numéro  précédent. 

181.  Comme  première  application,  cherchons  la  para- 
bole qui  a  un  contact  du  troisième  ordre  avec  la  dévelop- 
pante de  cercle  exprimée  (178)  par 

Posant,  pour  abréger,  (j;)cf  =  i,  c'est-à-dire  prenant  les 
dérivées  par  rapport  à  cp,  d'après  la  relation  (14)5  nous 
devrons  rendre  réelle  l'expression 

Par  suite,  nous  aurons 

et,  substituant  dans  (i5), 

Donc  {Jig.  35),  si  Ton  prolonge  de  RW -d^ }  OR  le 
rayon  de  courbure  OR  =  i  de  la  développée  AR ,  la 
droite  MW  divisera  en  deux  parties  égales  la  corde  de 
la  courbe  A  M  parallèle  à  la  tangente  au  point  M  et  inli- 
niment  voisine. 
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Celle  relation,  en  ire  le  rayon  de  courbure  MR,  celui 
RO  Je  su  développée  et  la  direction  de  la  droite  MW, 
subsiste,  quelle  que  soit  la  courbe  M.  Si  celle-ci  est  une 
conique,  MW  en  est  un  diamètre  :  on  a  ainsi  un  moyen 
facile  de  construire  le  rayon  de  courbure  RO  de  la  déve- 
loppée d\ine  conique. 

ADDITION  DU  TRADUCTEUR  AU  N'^  181. 

Pour  étendre  la  relation  entre  les  droites  MW,  MR  et  RO  à  une 
courbe  quelconque,  supposons  que  l'équation  en  soit  écrite  sous  la  forme 
(7)  du  n°  1G8,  et  prenons  l'arc  ^  pour  variable  indépendante. 

Nous  aurons 

D'api  es  la  relation  (l 'j  ),  il  faudra  rendre  réelle  l'expression 

ce  qui  nous  donnera 

'^  ~      3  (0  p  ' 
De  là,  substituant  dans  (i5), 

Mais  la  relation  (8)  du  même  n"  1G8,  appliquée  successivement  aux 
courbes  M  et  R,  donne 

MR=A,y/i— , 

RC  ^  \/  —7^ c-       '  A        \^  ^     .-•  A  -— ^  -^ 

d'où 


-   > 


RC         (i^-':> 

-A, 


;>     3  6d'/ 


et,  par  soustraction, 


MR :t-  ^  MR  -i-  -:r   -^  —7-     v/  —  T      '  - 


3         *  3         o,)p  \^  3  (.)>/■) 

c'est-à-dire 

CR       MW 

3         CD?'' 

CR 

ce  qui  montre  bien  que  les  deux  droites  MR  H — —  et  MW  ont  la  même 

direction. 
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182.  Une  courbe  rapportée  à  des  coordonnées  paral- 
lèles, soit  orthogonales,  soit  obliques,  est  exprimée  par 
l'équipollence 

OM'=5=?xOA  H-jOB. 

Prenant  les  dérivées  par  rapport  à  x,  nous  aurons 

(DM    «di='OA-l-o;)/OB, 

(D'M'c^(D-70B, 
(D^M'ii^Cfâ^rOB. 

D'après  l'équipollence  (i4)  du  n^  179,  nous  devons 
réduire 

(3/7 (©'j  -l-(D='7;0B 

à  être  parallèle   à  OA-ho^jOB,  ce  qui  ne  peut  s'ob- 
tenir qu'en  supposant 

3<7(D-j-l-  (©3j~o. 
D'après  cela,  la  relation  {i5)  donnera 

MWirt^—  -^-~-  (OA  H-  OD/OB)  -h  OD^jOB. 

183.  Dans  la  spirale  logarithmique 

OM  ^  6'«'£', 

on  a 

Q'M«i^é^«'c'(fl  -{-;/)' 

Donc,  d'après  la  relation  {i4)-> 

3q  {a  4-  sjy  -h  {^t  -+-  v^j^'Az-fû  -r  v), 

c'est-à-dire 

3rj  -\-  2a  z^  o, 
et  l'on  aura 
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184.  Problème.  —  Trouver  la  section  conique  ayant 
un  contact  du  quatrième  ordre  avec  une  courbe  donnée, 
en  un  de  ses  points  M.  —  Considérons  l'ellipse  qui, 
passant  par  le  point  M, a  pour  centre  W,  et  dont  le demi- 
diamètrc,  conjugue  à  WM,  est  équipollent  à  la  droite  MT, 
supposée  tangente  à  la  courbe  donnée. 

Cette  ellipse  aura  pour  équipollence  (145) 

WN'i^arWM-i-jMT, 
X"  -\-  y'^  étant  égal  à  i  ;  de  là 

MN  -i^  (  I  —  \ji  —j'  )  U^N  -+-  y  MT. 
L'iiyperbole  de  centre  C  est 


CN  ^  V I  —  j^  CM  -h  r  .MT, 
et,  posant  CM  «i^  MW,  on  aura 

MIN  -^  {sj  i  H- j2—  i)  MW  -i- jMT. 

Ainsi,  en  tenant  compte  des  seuls  termes  du  quatrième 
ordre,  nous  pourrons  établir,  pour  la  conique  oscula- 
triée,  l'équipollence 

MN  ^  ({  f-zti  y*)  MW  H- jMT  (*), 

le  signe  supérieur  répondant  au  cas  de  l'ellipse,  et  le 
signe  inférieur  au  cas  de  l'hyperbole.  La  même  équipol- 
lence exprime  la  parabole  (180),  lorsqu'on  y  supprime  le 
terme  aiïeclé  du  double  signe. 

Les  conditions  du  contact  du  quatrième  ordre,  entre 
la  courbe  M  et  la  conique  (par  rapport  cà  laquelle  les 
points  M,  W,  T  doivent  être  considérés  comme  fixes), 
s'obtiennent  par  dérivation,  puis  en  faisant  j  =  o;  si 

(*)  On  obtient  cette  l'orme  en  développant  les  radicaux  par  la  l'or- 
muie  du  binôme.  {NoCc  du  Traducteur .) 
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bien  que,  en  supposant,  pour  abréger,  lorsque  j  =  o, 
qu'on  ait 

(Q-^y—  —  pq. 


Zq 


'^r. 


on  a,  pour  la  détermination  des  droites  MT,  MW,  les 
équipollences 

(i6)  /pMT^CDM, 

(17)  ;?'MW%Jie(©'M  H-^('OM, 

pourvu  que  les  quantités  réelles  ^,  q^  r  satisfassent  à  la 
relation 

(18)  (D^M^  —  S^CD^M  -f-  rCOM, 
et  que  la  droite 

(19)  (D*M  —  (4r-4-  ï59'd=3/?»)(D2M(*) 

soit  parallèle  à  (ôM. 

La  valeur  de  </,  donnée  par  la  relation  (18),  est  la 
même  que  celle  donnée  par  la  relation  (i4)  du  n°  179; 
et,  par  suite,  la  droite  MW  de  la  relation  (17)  a  la  même 
direction  que  celle  delà  relation  (i5),  (179). 

185.  Pour  la  développante  de  cercle  (178,  181  ),  nous 

avons  déjà  trouvé 

2 

q———y 

Ocp 

si  bien  que  l'équipoUence  (18)  donne 

a> 

(*)  Ces  résullats  et  ceux  qui  suivent  provieiuuMit  de  calculs  de  tleri- 
vées,  un  peu  lonj^s  peut-t^tre,  mais  sans  diliicultés  sérieuses. 

{^Note  du  TrudiictiurS) 

Ann.  ilr   Matht-mnt.,    >«"  si'rif.  l.  \in.(IVIai  i87'|.)  '^ 
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2 
/  =1 -^ 

et,  d'après  l'expression  (19),  nous  devrons  rendre  réelle 
la  suivante  : 

-  3  -  <pv/ +  (4  H- 3^q=  3i^^)  (i  +  Tv'), 

ce  qui  ne  peut  s'obtenir  qu'avec  le  signe  supérieur  et  en 
posant 

d'après  quoi  les  relations  (16),  (17)  détermineront  deux 
diamètres  conjugués  de  l'ellipse  osculatrice.  Nous  pour- 
rons dire  que  la  développante  de  cercle  a,  en  tous  ses 
points,  une  courbure  elliptique,  puisqu'elle  a  un  contact 
du  quatrième  ordre  avec  une  ellipse. 

186.   Dans  le  cas  général  où 

OM^a:OA  -hjOB, 

Y  étant  fonction  de  la  variable  indépendante  x,  nous 
avons  déjà  trouvé  (182), 

S^CD'j  -i-  Ut)^j  =  0, 

et  la  relation  (18)  donne  r  =:  o-^  puis,  d'après  (19),  on  a 


Le  signe  de  ce  second  membre  montre  si  la  courbure 
est  elliptique  ou  hyperbolique,  et,  s'il  s'annule,  la  cour- 
bure est  parabolique. 


(     227    ) 

187.   Pour  la  spirale  logarithmique  (183) 

on  a 

3^-4-  "in  :=  o, 

r  =z  3qa  -\-  a^  —  i  zzz  —  a"^  —  i , 
et  nous  devrons  rendre  réelle  l'expression 

ce  qui  donne 

On  doit  prendre  le  signe  supérieur;  la  courbure  est 
elliptique,  et  l'ellipse  osculatrice  a  son  centre  déterminé 

par 

{\a  —  y/)  MW ^  («  H-  y/)  OM. 

Par  des  calculs  semblables,  on  trouve  aussi  que  la  cy- 
cloïde  a  en  tous  ses  points  la  courbure  elliptique;  que  la 
logarithmique  et  la  sinusoïde  onl,  au  contraire,  la 
courbure  hyperbolique  -,  que  la  parabole  ou  hyperbole 

a  une  courbure  toujours  elliptique  si  n  tombe  entre  ^  et 
2,  et  toujours  hyperbolique  si  n  est  moindre  que  ^  ou 
plus  grand  que  2.  La  lemniscate,  exprimée  par 


OM-^  \/i  +  e', 

a  une  courbure  ellipticjuc  auprès  des  sommets,  hyperbo- 
lique dans  les  environs  des  points  d'inlhixion  ;  elle  a  donc 
quatre  points  où  la  courbure  est  parabolique.  Ces  points 
correspondent  à 

COS  -  rrrr  I   :    A  , 
2 
I 

et  sont  faciles  à  construire. 

i5. 
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188.  Problème.  —  Troia'er  r enveloppe  trun  sys- 
fèine  de  courbes  exprimé  par  OM  ^(p  (t^z),  z  étant  un 
paramètre  dont  les  'valeurs  réelles  donnent  toutes  les 
courbes  du  s)  sterne.  —  Comme  cliaque  point  de  la  courbe 
cherchée  doit  se  trouver  sur  l'une  des  courbes  données, 
il  en  résulte  que  cette  même  équipollence  nous  représen- 
tera aussi  la  courbe  cherchée,  pourvu  qu'on  y  suppose 
({ue  T  est  une  certaine  fonction  de  t.  Or,  au  point  M,  la 
tangente  à  la  courbe  correspondant  à  une  valeur  déter- 
minée du  paramètre  z  est  donnée  en  direction  (163)  par 
la  dérivée  côtM  prise  par  rapport  à  la  seule  variable  t-^ 
au  lieu  que  la  tangente  à  la  courbe  exprimée  par 

OM'=îb?<ï>(^,  t), 

lorsqu'on  y  suppose  que  z  soit  une  fonction   de  £,  est 
exprimée  par  la  dérivée 

(DM  ^  a)t  M  -f-  (0.  M  (Dr, 

(Dr  étant  la  dérivée  de  t  par  rapport  à  t. 

Pour  que  la  seconde  courbe  soit  l'enveloppe  des  pre- 
mières, il  faut  que  ces  deux  tangentes  aient  une  direction 
identique;  par  suite  la  droite  cOtM  devra  être  parallèle  à 
(D^M  -f-  OcVMcOr,  et  aussi  conséquemment  à  (D.iM.  La  re- 
lation entre  ^  et  r  s'obtiendra  donc  au  moyen  de  Téqui- 
poUence 

(20)  (DfM-i^pCD^lVI, 

p  étant  un  coefficient  réel  indéterminé. 

189.  Supposons  que,  dans  l'équipoUcnce  0M'i^4>  (f,T), 
/  soit  le  paramètre  variable  de  courbe  à  courbe,  et  que  r 
soit  la  variable  qui,  sur  chaque  courbe,  distingue  un  point 
de  l'autre;  de  cette  manière,  réquipollence  représentera 
un  second  svslènK^  d(^  courbes  tout  l\  fait  différent  du  pre- 


I 

(  '-^29  ) 
mier.  Si  l'on  cherche  leur  enveloppe,  on  retombera  sur 
la  même  relation  (20)  ;  par  suite,  les  deux  systèmes  de 
courbes  représentés  par  OM  ^0  ('»  '^)  ^^^  ^^  même  en- 
x^eloppe. 

190.   Soient  OA,  OB  (fig-  36)  deux  demi-diamètres 
conjugués  d'une  ellipse,  de  chaque  point  R  de  laquelle  on 

Fig.  36. 


mène  les  parallèles  RQ,  RP  à  OA,  OB  ;  et  supposons 
que  l'on  se  propose  de  rechercher  l'enveloppe  de  la  droite 
PQ.  Cette  droite  est  spécifiée  par  un  paramètre  t,  qui 
satisfera  (145)  aux  relations 

OP  tîi»cosT.OA, 
OQ^sînr.OB, 

et  un  point  quelconque  M  de  cette  droite  est  exprimé 
(44)  par 

OM^^OP  -h(i  — 0OQ.^^costOA  -h(i  —  fjsinrOB. 

La  même  équi})ollence,  en  y  regardant  t  (ommc  un 
paramètre  et  r  comme  la  variable  de  j)oinl  à  point, 
exprinuî  un  système  d'ellipses,  ayant  les  deux  demi-dia- 
mètres conjugués  /.OA,  (1  —  t)  OB. 

Ces  ellipses  (189)  auront  la  menu;  envelop[)e  (pie  les 
droites  PQ.  Dans  le  cas  acUud,  la  conditiiMi  (2.>)  iIcnIcmI 

costOA  —  sinTOn-v"/'  [—  'sinrO^V  -4-  (  i  —  0  costOIJ], 


(  ^3o  ) 
ce  qui  donne  t  =  cos^t.  iJonc  l'enveloppe  ci-dessus  est 
la  courbe  exprimée  par  réquipolhmce 

OM  «iîi-cos^T.OA  -h  sin^T.OB  (*). 

191.  Selon  nies  principes  pour  la  classification  des 
courbes  (i;oirle  Mémoire  sur  la  classification  des  courbes 
du  troisième  ordre.  Société  italienne,  t.  XXY),  la  der- 
nière équipoUence  exprime  une  espèce  de  courbe  algé- 
brique rationnelle  (en  appelant  ainsi  celles  que  j'avais 
d'abord  appelées  courbes  algébriques  d'ordre  barjcen- 
trique).  Cette  courbe  est  du  sixième  ordre  et  de  la  qua- 
trième classe  ^  elle  peut  être  dite  tétracuspide,  présentant 
quatre  points  de  rebroussement,  situés  aux  extrémités  de 
deux  diamètres  de  symétrie,  conjugués  entre  eux. 

Dans  le  cas  où  OA,  OB  sont  perp*endiculaires,  on  a 
cette  "variété  particulière,  dans  laquelle  les  diamètres  de 
symétrie  sont  perpendiculaires  entre  eux  ;  ces  courbes 
sont  des  développées  d'ellipses. 

Si  les  droites  OA,  OB,  outre  qu'elles  sont  perpendicu- 
laires, sont  de  plus  égales,  la  courbe  est  de  celle  f on? le 
particulière  qu'on  peut  appeler  tétracuspide  régulière. 
Dans  ce  cas,  elle  est  en  môme  temps  l'enveloppe  de  la 
droite  PQ  de  longueur  constante  qui  se  meut  à  l'intérieur 
de  l'angle  droit  AOB,  et  celle  des  ellipses  concentriques 
dont  la  somme  des  axes  est  constante.  Son  équipoUence 
(en  posant  gr.  OA  -f-  gr.OB  =  i)  est 

OM-jQ:fCOsH  -hsin^T.^ 


(*)  Si  l'on  voulait  résoudre  le  même  problème  pour  l'hyperbole,  on 
trouverait  rcnpiipdllcnce  analo[juc 

0[\1  Jx,  rh'r.OA  —  sh*T.OH. 

f  Vntr  ,Ii!    Traducteur.'' 


(  23.  ) 
Elle  peut  être  conséquemment  engendrée  par  la  com- 
position de  deux  mouvements  de  rotation,  de  rayons  j,  j, 
et  avec  une  égale  vitesse  absolue  :  c'est  donc  une  hypo- 
cjcloïde  ordinaire. 

192.  Problème.  —  Déterminer  les  trajectoires  obliques 
des  ellipses  concentriques  et  confocales.  —  D'après  une 
propriété  connue  de  l'ellipse  (14^8),  ce  problème  se  ré- 
duit à  cet  autre  :  Trouver  la  courbe  M  dont  la  tangente 
a  une  inclinaison  égale  «à  la  demi-somme  des  inclinaisons 
des  deux  rayons  vecteurs  OM,  FM,  plus  un  angle  con- 
stant. Ce  problème  a  peut-être  été  résolu,  pour  la  première 
fois,  dans  mon  Essai  (i835),  en  donnant  un  plus  grand 
caractère  de  généralité  à  un  problème  réputé  difficile  par 
Euler  [Mémoires  de  V Académie  de  Saint-Pétersbourg , 
1826,  t.  X). 

La  condition  du  problème 

inc,  (DM  =  ^  (inc.  OM-f-  inc.  FM  )  -h  a 
est  exprimée  par 


tDM%if/;e«y/OM.FM. 


Fig.  37. 


En  raison  de  ce  qu'il  y  a  d'arbitraire  dans  la  manière 
de  faire  entrer  la  variable  /  dans  la  fonction  O.M,  nous 
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pourrons  donner  à  p  une  valeur  réelle  (|ai  simplifie  les 
Ibrmiiles.  Posons 

0F«=Ao4, 

OC  ^  7.     [fig.  37  ). 

L'équipoUence 


(M  *^  (cota  ^  y/)  V'ICM  H-  2)  (CM  —  2)  dt, 

intégrée  selon  les  procédés  connus  (18),  en  se  rappelani 

(163)  que 

(ôM«=îb?(Jc)CM, 

donne 


c 


Posant 


oCot  a . 


«, 


l'équipollence  de  la  courbe  cherchée  est 
(i)  CM^  crt's'-h  I  :  c«'8'. 

ADDITION  DU  TRADUCTEUR  AU  N^  192. 

I.  Trajectoires  obliques  d'un  système  de  courbes  planes.  —  Soit 
OM  A/{pt)  l'équipollence  d'un  système  de  courbes,  t  étant  la  va- 
riable indépendante  pour  chacune  d'elles,  et  p  le  paramètre  variable  de 
courbe  à  courbe.  Nous  nous  proposons  de  déterminer  une  courbe  qui 
rencontre  les  premières  en  chacun  de  ses  points  sous  un  angle  a,  soit 
constant,  soit  fonction  du  paramètre/). 

On  voit  aisément  que  l'équipollence  précédente  représentera  la  trajec- 
toire oblique  cherchée,  à  la  condition  que  p  soit  lié  avec  t  par  la  rela- 
tion suivante,  où  le  signe  A  indique  simplement  le  parallélisme 

dt     fpipn 

Comme  exemple  très-simple,  proposons-nous  de  trouver  la  courbe  (jui 
coupe  toutes  les  droites  issues  d'un  même  point  sous  un  angle  a  fonc- 
tion de   l'inclinaison  de  chaque  droite.  L'équipollence  du  système  des 

fli'oitos  [)eut  s'écrire 

OM  A  tif. 


(  «33  ) 

I!  vient  alors 

dp 
—  =  tauga  =  îPv/^), 
dt  dp 


f  dp 


II.  Développante  d'une  courbe  plane. ~~  Soient  M  une  courbe  plane,  N  sa 

développante.  L'éqiiipollence  de  cette  dernière  sera  ON  ^  OM  -h  </  —r-y 
pourvu  que  la  quantité  réelle  q  satisfasse  à  la  relation 

dq  -\-  dt        d-  M 

„  .          .  ^*M        ^  ,  ,  ... 

Far  suite,   si     ,      d^  du  -k-  \/  dv,  on  aura,  par  intégration, 

q  =  e-^/e"  dt. 

193.  Cherchons  directemeni  les  trajectoires  obliques 
des  ellipses  confocales.  Nous  exprimerons  ces  ellipses  au 
moyen  de  Téquipollence  (152) 

e^,  e~^  étant  deux  quantités  réelles  constantes,  dont  on 
fait  le  produit  égal  à  i,  parce  que  l'excentricité  est 
CF^2. 

T  est  donc  un  paramètre  qui  varie  d'une  ellipse  à  l'autre. 
On  peut  noter  incidemment  que,  si  Ton  supposait  inver- 
sement T  variable  de  point  à  point,  et  t  paramètre  con- 
stant pour  chaque  courbe,  la  même  équipollence  (3) 
exprimerait  la  série  des  hyperboles  ayant  pour  foyers 
F,0. 

La  tangente  à  l'ellipse  est  donnée  par 

(3)         ,  L\^,M-^(<ri'-c-^z-')^:, 

et  ré(|uipollonco  (2)  exprimera  aussi  (188)  la  trajectoire 
cherchée,  si   Ton  suppose  que  r,  au  lieu  d'un  paramètre 


(  234  ) 

constant,  soit  une  fonction  convenable  de  t.  Dans  cette 
hypothèse,  la  tangente  à  la  trajectoire  sera  donnée  par 

(4)    a\M  H-  Cic\Mtt)T-±b'(e^6'  —  e-^e-O  sj  -|-  (e^g'—  e-^e-')(j^T. 

D'après  la  condition  des  trajectoires  obliques,  la  diffé- 
rence des  inclinaisons  de  (3),  (4)  devant  être  constante, 
nous  aurons,  en  enlevant  le  facteur  commun  e"e'  —  e~'e~', 

V^  -f-  CÔT  ^  pe'^'é:^  pcosot.  -{- y>>  sin  a .  v/. 

Par  suite 

(Dt  'éà  cota, 

c'est-à-dire 

T  =  ^cota  -i-  log^. 

Ainsi  la  relation  (2)  devient  celle  (i)   du  n"  192. 

194.  Indiquons  quelques  propriétés  de  la  courbe  trou- 
vée. L'équipollence  (i)  se  décompose  dans  les  deux  sui- 
vantes : 

(  CP  'ri^ca't', 

1  PMt!^^-'<2-'£-' 


(5) 


lesquelles  expriment  que  M  décrit  autour  du  point  P  une 
spirale  logarithmique,  en  même  temps  que  P  en  décrit 
une  autre  autour  de  C,  les  deux  mouvements  étant  liés 
entre  eux  par  l'équipollence 

(6)  CP.PM«:^I. 

Ainsi  notre  courbe  est,  par  rapport  à  la  spirale  loga- 
rithmique, ce  qu'est  l'ellipse,  considérée  comme  hypo- 
cycloide  (152)  par  rapport  au  cercle. 

195.   Si  nous  posons 

CK  %^  2CP  %!Î:?  2c«'/'e'  ^  lîe'e', 
CK,^2PM'=^4  :  CK, 

le  point  M  (?st  an  milieu  do  la   droiîr  K,  K.  j^a  tangente 


(  235  ) 
en  M  à  notre  courbe  forme  avec  MK  l'angle  a.  Eu  effet, 
en  prenant,  pour  abréger,  les  dérivées  par  rapport  à  la 
variable  indépendante 

.r  =  ^  :  sina, 
on  a 

(7)  (QM '^  (ca' s' —  c-'a-'s~')  (cota  -hy/)^^ 

En  outre 

0;)\M  «^  e'*  CM, 


Donc,  d'après  Téquipollence  (4)  du  n°  iG4,  nous  po- 
serons 

et  le  rayon  de  courbure  sera  donné  par 

A 

Nous  pourrons  construire  ces  deux  équipollences  en 

menant  la  droite  MQ  ayant  sur  MC  Tinclinaison  «H — 1 

puis  en  élevant  KQ  perpendiculaire  à  IMR^  de  sorie  que, 
en  comparant  la  relation 

MK-4-KQ-A0IMQ 

avec  la  précédente 

/  J 

MK-i- -MR«=!^f  e«MC, 

Ay/  ^ 

nous  verrons  (juc 

MR^MQ.MK  :  MC. 


(  ^36  ) 
II  en  résulte  que  le  triangle  MQR  sera  directement  sem- 
blable à  MCK. 

Le  rayon  vecteur  issu  du  foyer  O  est 

OM  ^  <^'  e'  -4-  2  -f-  e-'  s"'; 

sa  racine 

-.  t  '  _t 

e'c'  -h  c~^ £    '' 
est  donc  de  la  môme  forme  que  CM  ^  en  outre  (52)  on  a 

gr.  OM  ■=.  e"  -{-  c~^  -I-  e'  +  g-' 
et  semblablemenl 

gr.  FM  =:  6'"  H-  e—-  —  i'  —  £-'. 

Donc  les  deux  variables  t  et  f,  qui  sont  liées  entre  elles 
(193)  par  une  équation  du  premier  degré,  dépendent, 
l'une  de  la  somme,  et  l'autre  de  la  différence  des  deux 
rayons  vecteurs. 
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sur  l'histoire  des  polygones  étoiles,  où  M.  Gùnther  rapporte 
(p.  333-335)  un  passage  inédit  d'un  Commentaire  à'  Jdclard  de 
Bath,  sur  les  Éléments  d'Euclide,  tiré  d'un  manuscrit  de  la 
Bibliothèque  de  la  ville  de  Nuremberg,  coté  VI.- 1 3.  On  y  trouve 
les  propositions  suivantes  : 

1.  Dans  un  pentagone  ordinaire  de  n  angles,  la  somme  des 
angles  est  donnée  par  (n  —  2 )  2 R . 

2.  Pour  tout  pentagone  de  ce  genre,  la  somme  des  angles 
extérieurs  pris  dans  un  seul  sens  est  4R- 

3.  Dans  les  pentagones  étoiles  du  premier  ordre,  les  angles 
intérieurs  donnent  2R. 

k.  Pour  tous  les  pentagones  étoiles  de  second  ordre,  on  a  la 
formule  2«R —  2  [n  —  i)R  =  2R. 

5.  Si  un  côté  quelconque  coupe  les  deux  autres  quatre  ou 
six  fois,  la  somme  des  angles  correspondants  est  2«R  —  12R, 
ou  2/2 R  —  20  R. 

M.  Gùnther  cite  aussi  (p.  324-325)  un  passage  de  la  Géo- 
métrie de  Boccc  relatif  aux  pentagones  étoiles,  et  loue  beaucoup 
l'explication  que  M.  Chasics  en  a  donnée  dans  son  .aperçu  his~ 
toriqucy  etc.  (p.  47^  et  477)»  ^"^  disant  que  c'est  seulement  au 
moyen  de  cette  explication  qu'on  peut  tirer  de  ce  passage  un 
sens  admissible. 

M.  Boncompagni  rapporte  ce  passage  de  Boèce  (p.  3.|  1-356) 
d'après  les  sept  éditions  suivantes  ; 

1.  Nec  sunt  OPERA  HOETii,  ctc.  Veueliis,  ii\<^\-\^()'?.. 

2.  Nec  sunt  OPERA  BOETii,  ctc.  Vcuetiis,  i4t)7-i4^)*.)- 

3.  ANITII    I   MANLU    SEVE    |    RINI    ROETHl,  CtC.    Ol'K.RA,  CtC.    HASl- 
I.K/1,,    etc.    M.    1>.    XLVI. 


(  -.38  ) 

4.  AnITII  I  MANLII    SKVE  I  RINI     BOETHI,    CtC.    OPF.RA,    CtC.    BASI- 
LEiî,   etc.    M.   D.   LXX. 

5.  GrOMATICI  VETERES  I  EX  RECENSIONE  |  CAROLI  LACHMANNI,  etC. 
BEROLINI,  etc.    1848. 

6.  PATROLOGliE  |   CURSUS,    CtC.     SERIES      PRIMA,    CtC.    ACCURANTE 
J.-P.  MIGNE,  etc.  TOMUS  LXIII,  CtC,    l847- 

7.  A.-M.-T.~S.    I     BOETII    I    DE    INSTITUTIONE    ARITHMETICA,  CtC. 
EDIDIT   I   GODOFREDUS   FRIEDLEIN   |    LIPSI^,  etC,  MDCCCLXVII. 

Ensuite  (p.  349-354),  M.  Boncompagni  indi(|ue  les  titres  de 
vingt-huit  manuscrits  qui  contiennent  le  passage  dont  il  s'agit, 
et  les  pages  et  les  lignes  de  ces  manuscrits  où  il  se  trouve. 

Enfin  (p.  356,  lignes  21-27),  M.  Boncompagni  fait  remarquer 
que  la  leçon  «  portionibus  »  adoptée  avec  beaucoup  de  raison 
par  M.  Chasles,  au  lieu  de  la  leçon  «  proportionibus  ù  ,  se  trouve 
dans  quatre  des  sept  éditions  et  dans  vingt-six  des  vingt-huit 
manuscrits  mentionnés  ci-dessus,  et  que  la  leçon  «  proportio- 
naliter  »,  adoptée  aussi  par  M.  Chasles,  au  lieu  de  «  proportio- 
nabiliter  »,  se  trouve  dans  sept  de  ces  vingt-huit  manuscrits. 

S0LITI0]\S  DE  Ql]ESTI01\S 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


(Question  37 

(  voir  i"  série;  t.  I,  p.  896  )  ; 

Par  m.   h.  BROCARD, 

Capitaine    du  Génie   à   Biskra. 

n  .  ;,  ,  .  Qsin.r  ,  , 

Uenionlier  que  L  équation  ^       , =  x  n  ci  pas  de 

'  '  5  -f-  4COSX  ' 

racine  réelle  posilwe  supérieure  à  3,  et  n^a  quune  ra- 
cine positive  comprise  entre  i  et  Z.  (Cauchy.) 

On  peut  ("onsidérer  l'équation  proposée  comme  résul- 
tant de  l'élimination  de  j  entre  les  deux  suivantes  : 

^       ,                       Qsin.r 
J  =  5  H-  4  cosr,      y  =  ' 


(  -«39  ) 

La  première  représente  une  sinusoïde  conipri§e  entre 
les  droites  j  =  i^  j  =:g^  sur  lesquelles  se  trouvent  les 
sommets  dont  les  abscisses  ont  pour  valeurs  Att. 

La  seconde  représente  une  courbe  qui  coupe  Taxe  des 
X  aux  points  x  =  Att,  et  dont  l'ordonnée  à  partir  de 
X  ='5'K  est  inférieure  à  i . 

Les  deux  courbes  ont,  au  point  x  =  o^  y  =  g,  un 
contact  du  second  ordre,  comme  il  est  facile  de  s'en  as- 
surer. 

Pour  des  valeurs  croissantes  de  a:  à  partir  de  zéro, 

5  -H  4  coso:  est  d'abord  inférieur  à ?  et,  pour  x  =  tt. 


X 

on  a 


^        ,  Q  sin  j: 

5  4-4^osj:=:i     et =o; 

a: 

il  existe  donc  certainement  entre  zéro  et  tt  une  racine 
réelle  positive  de  l'équation  proposée.  D'ailleurs  la  forme 
et  la  disposition  des  deux  courbes  ne  permettent  qu'un 
seul  point  d'intersection  dans  cet  intervalle.  Ainsi 
Téquation  proposée  n'admet  qu'une  seule  racine  positive 
entre  zéro  et  tt. 

On  peut  resserrerces  limites^  car,  pour  j:=:  -^  =  2,35, 

la  fonction  u  =z  g  sinx  —  (4cosj:  H-  5)  x  est  positive,  et 

a  pour  valeur  u  =-.-{-  i^  204 

Pour 

X=r:2,70,       //  ==  -f-  O,  l48,  .  .  .  . 

Pour 

^-=2,80,     //= — o,4i6, .... 

Les  substitutions  .r  =  2,726  et  a:  =  2,72775  donnent 

M  rrir -h  0,0201        Ct       U  =z —  0,02q5. 

On  en  déduit  pour  nouvelle  approximation 

r  —  2,7264, 


(  Mo  ) 

coiTCspondani  à 

Examiiioiis  main  tenant  s'il  existe  une  racine   réelle 
positive  supérieure  à  3  ("'').  Il  résulte  de  ce  qui  précède 

qu'il  n'y  a  lieu  à  considérer  que  l'intervalle  de  5  -h  Stt. 


2 


La  lonction  r  = est  égaie  a  i ,  1 4?  •  • .  pour  x  =  —  ? 

et  reste  moindre  que  l'unité,  à  partir  de  x  =  S'^  or, 
pour  cette  valeur,  5  -h  4cosx  est  égal  à  4,45v  j  donc 
la  rencontre  des  deux  courbes  ne  peut  avoir  lieu  dans 
l'intervalle  considéré;  par  conséquent,  l'équation  pro- 
posée n'admet  qu'une  seule  racine  réelle  positive,  com- 
prise entre  2  et  3,  et  qui  a  pour  valeur  approcliée 
X  =  2,7264. 

Question  855 

(  voir  7.°  série,  t.  VII,  p.   189); 

Par  m.  LAUNOY, 

Maître  auxiliaire  au  lycée  de  Lille. 

Démontrer  que  la  distance  â  d'uji  point  x^  y-»  ^  à  une 
droite  -  =z  -=z  -  est  donnée  dans  un  système  de  coor- 


a 


b        c 


données  obliques  quelconque  par  la  formule 

o'd'  ^rz[bz  —  cfYsm'^yz  -f-  (c.r  —  a  zYsiXi^xz  -f-  [ay  —  h  xYsm^xy 
-h  2(^s  —  cy)  [ex  —  az)  ("cosj2;coS3.r  —  cos.rj) 
-t-  i( ex  —  az)  [ay  —  bx)  (cosz,rcosxj-  —  cosjz) 
-{-  i[ay—  bx)  [bz  —  cy)  [cosxycosyz  —  cosz^), 

Q  sin  -T 

(*)  Le  maximum  de  ; — '■ — ; est  3  ;  par  conséquent  l'équation  pro- 

5  -H  4  cosx 

posée 

9  sin:c 


5  -f-  4  cosu.- 
«'(?  pan  (le  nui  ne  rrrllr  positii'r  supcrirnrc  h  S. 


(G.) 


(  =4i  ) 

en  posant 

p2  =za^-\-  ^^  -f-  c^-}-  ibccosfz  -H  laccosxz  -h  2.abcosxy. 

(HOUSEL.) 

L'énoncé  de  la  question  donnait  à  p^  la  valeur 

Cette  valeur  est  inexacte  5  on  doit  poser 

p'=:  a^ -{-b"^  H-  c'-f-  ihccosyz  -\-  lac  cosxz  -}-  lab cosxy. 

L'énoncé  étant  ainsi  rectiQé,  voici  la  démonstration 
de  cette  formule. 

L'équation  d'un  plan  passant  par  le  point  a:,  y,  z  et 

perpendiculaire  à  la  droite  '-  =  -  =  -  est 
*      ^  abc 

[[^a-\-b  cosjrr-f-  ccos.rz)  (X  —  x) 
(')       \        -h  (<^cosx7- -I- ^ -f- ccosjz)  (Y  —  y) 

[        -f-  (<7COSXZ  +  b  cos/z  -{-  ^)  (Z  —  z)  =  o. 

Les  équations  de  la  droite  peuvent  s'écrire 

(2)  «(Z  —  z)  —  c(X — x]'=.[cx <7Z), 

(3)  c(Y-j)-Z»{Z-  z)^{^bz-cy). 

Si,  entre  ces  deux  équations,  on  élimine  (Z  —  ^),  il 
viendra 

(4)  z,  (X  -  .r)  -  «  (Y  —y  )--=(ny-  bx). 

Je  multiplie  les  équations  (2),  (3),  (4)  respectivement 

par 

sinjTZ,     sinjz,     sin.ï'v, 

et,  après  avoir  élevé  au  carré  les  équations  obtenues,  je 
les  ajoute  à  l'équation  (1),  il  en   résulte  une   nouvelle 

^/m.  de  Mathémat.^  2«  série,  t.  XIII.  (Mai  1S7.1.)  1^ 


(  M^^  ) 

é(|iialion  tlans  la(|uellc  je  considère  d'abord  le  coefficient 
de  ^X- — x)~.  Il  peut  s'écrire 

<7-  -h  b'  -+-  c- -f-  lab  cosx>'  -f-  2occosxz  -t-  ibc  cosjz 

-r-  2  bc  COSXZ  COS.r;^  —  2  ^C  C03/Z  , 

eu  remplaçant 

sin^x:;     et     s'in'^.rj- 

respectivement  par 

I  —  C0S'.r3      et       I  —  COS^rj  , 

et  en  ajoutant  et  retranchant  la  quantité 

Q.bc  cosyz. 
D'après  cela,  ce  coefficient  revient  à 

p^+  2  bc{cosxz  cosj:/  —  cosyz). 

Opérant  une  transformation  analogue  sur  les  coeffi- 
cients de  (Y — jy  et  (Z  —  2)%  j'aurai,  pour  leurs  valeurs 

réduites, 

p^  -1-  lac  { cos.rj COSJ2  —  ces xz ) , 

p'H- 2û!^(cos.rz  cosjz — cos.rj). 

Le  coefficient  de  2(X —  x)  (Y — j)  peut  s'écrire 

«'  cos.r/  -h  ^^cosjcj  -f-  ac  cosfz  -\-  lab  cos'xj 
-T-2.be  cosyz  ces  jcy  —  bc  ces jz  ces  xy 
-+-  2c:c  cosxzcosxy —  ac  cosxzcosxy  H-  bc  cosxz 
-i-  c^  cosxz  cosjz  -f-  C'^COSXJ' C'  COSJC/. 

J'ai  remplacé 

ab  —  ab  siii^xj' 
par 

ab  cos-jc/, 

et  j'ai  ajouté  et  retranché  en  même  temps  la  même  quan- 
tité 

^ccos/3cos.rr  -f-  ac  cosxz  cosxj  -+-  c'^cosxy. 


(    243     ) 

Le  coefficient  devient  alors 

p^cosxj--{-c''[cosxzcosj'z  —  cosôcf)  —  (ic[cos.rzcos!r:j  —  cosjz) 

—  bc  [cosj'zcosxj  —  cos^z). 

On  aurait  de  même,  pour  les  coefficients  de 

2(X— x)(Z  — s)     et     2(Y— r)(Z  — z), 

p"^ cosjz  -\-cf^ (cosxf  cos^z  —  coszj) —  nb[cosxj  cosyz  —  cosxz) 

—  ac[cosxz  cosfz  —  cos.rj), 

p'cosj:z-f-^^(cos/z  cos^TK — cosxz) —  bc[coszj-  cosxz  —  cos^/) 

—  ab{cos.Tfcosxz  —  cos/s). 

L'équation  ainsi  modifiée  devient,  en  posant 

§'=iX-~a:Y-h(Y  -yy-h{Z  —  zY^-2.{Y-x)(Z~z)  cosjz 
-I-  2(X —  j:)(Z  —  z)  cosxz  -+-  2(X —  x)  (Y  —  j)  cos^rj, 

p'(î2  =^{^bz  —  cjj'sin^jz  -f-  {ex  —  az)-sin^(zx)  -\-  (ay —  bx)<Àii^xy 
+  2(cos7zcos^z  —  cos^j-)[^<:(Y — y)(Z  — z) 

—  c\^—x){-Y-x)-ab{Z~zY-{-bc(Z-z){^-x)] 
(A)  /              +2(coszxcos.rj  — cosjz)[rt^(X — x)(Z  —  z) 

—  a\Y—y)(Z  —  z)—bc[y^—xf-\-ac{X~x){Y  —y)] 
H- 2  (cosrj  cosjz  —  CCS  zx) [/»c(X — •^)( Y — y) 

—  b\-:L-x)[Z—z)~ac(Y—yY-hab[Y~y){Z  —  z)]. 

Si,  maintenant,  je  multiplie  deux  à  deux  les  équations 

(2),  (3)  et  (4),  j'aurai 

«c(Y-j)(Z-z)-c'(X-^);Y-j)-^^(Z  -  3)'-h^r(Z  -  z][yi~.i') 
z=z[bz  —  cy)[cx  —  tiz), 

nb{X~x)(Z~z)—a'(Y—)){Z-z)-bc{X-xY-hac[X-x)(Y-r) 
r^  (cjc  — ^  az)  [ay —  b.r), 

bc{X-x)(Y-y)-b\X-.r){Z  -  z)-ac{Y  -yY-^ab  (Y  -y)  (Z  ~  z) 
=  {ay—  bx)  [Oz  —  cy). 

16. 


(  ."44  ) 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (A),  il  viendra 

p-S''  zr={bz  —  cjK")'sin'^jz-'r-(c.r  —  azys\n'ZX-\-[ay  —  h .r)s\\\^jrj 
~\-  2  [cosyz  cosxz  —  cosxr)  (  bz  —  cy)  [ex  —  nz) 
H-  2(  coszxcosxy  —  cosyz)  [ex  --  az)[ay  —  bx) 
-i-  i[cosxycosyz  —  cossx)  [a y  —  bx)  [bz  —  cj), 

qui  est  la  formule  demandée. 
Note.  —  Solution  de  la  question  9G5  par  le  même  auteur. 


Question   1012 

(voir  2"  série,  t.  IX,  p,  4«o); 

Par    m.    MORET-BLANG. 

Troui^erle  lieu  d'an  point  M  tel  que  le  triangle  formé 
par  les  tangentes  issues  de  ce  point  à  une  conique  et 
par  la  corde  de  contact  ait  une  aire  constante. 

Supposons  d'abord  que  la  conique  donnée  soit  un 
cercle,  et  soient  M  le  sommet  d'un  triangle  AMB  satis- 
faisant à  la  question  -,  O  le  centre  du  cercle-,  r  son  rayon; 
C  le  point  où  OM  coupe  la  base  AB,  et  m}  la  surface 
donnée  du  triangle. 

Appelons  o)  l'angle  AOM^  on  a 

AM  =  r  tangco,     MC  =  /•  tangw  sinw,      AG  ==:  rsinw, 

et  par  conséquent 

/■'sin^w 


nf 


COSW 


d'où 
Posons 


r^sin^w  =  ni''[i  —  sin-w). 


sm-w  =rr  z, 
l'équation  devient 

r^z^  -^  m''  z^ —  m^  =  o. 


(  245  ) 
Cette  équation  n'aura  qu'une  seule  racine  réelle  positive, 
qu'on  obtiendra  par  la  formule  de  Cardan. 
On  aura  ensuite 


OM  ==  -—  — 


COSW  sji  —  z 

Le  lieu  cherché  sera  une  circonférence  décrite  du  centre 

O,  avec  un  rayon  égal  à    =  a' . 

sj  \  —  z 

Soit  maintenant  l'ellipse 

a"^ j"^ -\- b"^ x"^  :=z  a~  b"^ , 

On  peut  la  considérer  comme  la  projection  d'un  cercle 
de  rayon  a,  situé  dans  un  plan  faisant  avec  celui  de  l'el- 

li2:>se  un  angle  dont  le  cosinus  est  -• 

On  déterminera,  comme  précédemment,  le  rayon  a' 
du  cercle,  lieu  des  points  tels,  que  les  tangentes  menées 
de  chacun  d'eux  à  ce  cercle,  de  rayon  «,  forment  avec  la 
corde  de  contact  un  triangle  dont  l'aire   soit   égale   à 

jirr.  Sa  projection  sur  le  plan  de  l'ellipse  sera  une  el- 
lipse concentrique  et  homothétique  à  la  première,  dont 

les  demi-axes  seront  a'  et  -  a'  et  qui  sera  le  lieu  ^éomé- 

a  ^  ^ 

trique  des  points  tels,  que  les  tangentes  menées  de  chacun 
d'eux  à  l'ellipse  donnée  forment  avec  la  corde  de  con- 
tact un  triangle  d'aire  nr\  son  équation  sera 

fl'^jM-  b^x"  —  a''b\ 

Si,  au  lieu  de  l'ellipse,  on  a  riiyperboîc 

b'^jc- —  a'^j-  =:  a^b"^, 

il  suffira,  dans  l'équation  du  lieu,  de  changer  h-  en  — Ir, 
ce  qui   donnera  une  autre  hyperbole  homothétique  et 


(  246  ) 

concentrique 

Si  le  grand  axe  de  Tellipse  donnée  s'allonge  jusqu'à 
devenir  infini,  l'ellipse  devient  à  la  limite  une  parabole, 
et  le  lieu  des  points  M,  qui  est  toujours  une  ellipse  honio- 
tliélique  et  concentrique, devient  à  la  limite  une  parabole 
de  même  axe. 

Considérons  d'abord  le  point  M  situé  sur  l'axe,  et  soit 
a  sa  distance  au  sommet  de  la  parabole  donnée.  La  sur- 
face du  triangle  correspondant  sera 

et  l'on  aura 

p-  =  2/^a,       d'où       3  =  (2/^)^a% 
1     i 

Soit  un  autre  point  M'  non  situé  sur  l'axe.  Menons  de 
ce  point  les  deux  tangentes,  et  une  parallèle  à  l'axe  qui 
rencontre  la  parabole  en  A'.  Soient  a'  et  jS'  les  coordon- 
nées de  l'un  des  points  de  contact  rapportées  à  ce  dia- 
mètre et  à  la  tangente  en  A'.  On  aura,  en  appelant  Q 
l'angle  que  la  corde  de  contact  fait  avec  l'axe  et  p^  le 
nouveau  paramètre, 

2  y.'  fi'  sin  ô  —  m^     et      S'^  =  2/-/  ce'  ; 
d'où 

/;"  (2a')'sin0=:m2z=/?^  [lay- 

mais  ou  sait  que  //  sin^O— -^,  et  par  suite  /y'^  sin0  ::==  /;  -  \ 
donc 

2  a' :=  2  :c       et       :/.'=:::  a- 


(  247  ) 
La  parabole,  lieu  des  points  M,  n'est  donc  que  la  pa- 
rabole primitive  que  l'on  ferait  glisser  parallèlement  à 
Taxe,    et   en   sens    inverse  de  cet  axe,   d'une  quantité 


I  3//W 


.4 


5i  =  -  w  — )  et  son  équation  sera 

(  I      %lni''\ 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  L.  Lin{îer,  élève  àc 
l'École  Polytechnique  de  Bude,  Lez  et  Brocard. 


Question    1101 

(Toir  2*  série,  t.  XI,  p.  ï>?.-]); 

Par  m.   POUJADE, 

Professeur  au  lycée  de  Nice. 

a  et  h  étant  les  demi-axes  cVune  ellipse,  soient  dé- 
crits deux  cercles  concentriques  à  celle  courbe  ayant 
respectii^ement  pour  rajons  a-\-h  et  a  —  h.  Si,  d'un 
point  quelcojique  de  Vun  d'eux,  on  mène  deux  tan- 
gentes à  r ellipse,  les  normales  à  cette  courbe  aux  deux, 
points  de  contact  se  rencontreront  sur  Vautre  cercle. 

(Joseph  Bruino.) 

Deux  tangentes  à  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes  ont 
pour  équations 

.rcoso         rsincp 

1 I  —  I  r--  o, 

a  h 

jTCoscp'        rsinœ 

-I-  —r-^  —  I  --  O, 

a  b 

en  désignant  par  çp  et  'i^'  les  paramètres  angulaires  des 
points  de  contact.  Elles  se  coupent  en  un  point  dont  les 
coordonnées  sont 


ces 


2 
o:  r=  rt  ; , 

eus  —    — 

2 


sin 

?' 

-J- 

? 

o 

cos 

L 

— 

1 
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et,  pour  que  ce  point  soit  sur  le  cercle  qui  a  pour  rayon 
a-\~h  par  exemple,  il  faut  que 

/     \  «  ,  Cp    -I-  O  ,       .         ©'  -h   «P  .  , ,  ta'  cp 

(i)        Cl- cos^^- H-  ^'Sin^-^ -  =  (a  H-  /; V^cos^-Î^ i. 

2  1  ^  '  1 

Les  normales  correspondantes  sont  représentées  par 

h  y  ax  by  ax 

h  c^  =  o      et      ^7-^  H ;  -I-  c'  =:  o. 


smij»        cosij)  sm(j>         cos(j) 

Leur  point  d'intersection  a  pour  coordonnées 

«p    -t-  © 


cos' sm^ 


X   =  —  CCS : -, 


a  2  o 

cos  — 


o    —  cp  qj    -|-  cp 

,  ces- cos^ 

C-      ,       (ù    -\-  o  1  2 

X  —~  sm 


b  2 


cos  -^ 


2 

Posons,  pour  simplifier  l'écriture, 

ce    —  o                     ,     cp   H-  co                             t/    -f-  cp 
cos -= ^=2,      sm-^^ z=:  II,      cos- —--('. 

2  2  2 

Les  relations 

(i)  a'^v'-'rb^u'' z={a  -^  byz'     et     lû ~\- v' ^  i 

donnent  u^  et  v'^  en  fonctions  de  ^^,  et,  par  suite,  les 
valeurs  de  x'^j'  deviennent 


[lz'(a-\-b)— a'\\l{a-\- bYz" —  h'- 


cz 


r'  = 


cz 


Élevant  au  carré  et  ajoutant,  z  disparait,  ainsi  qu'un 


(  =49  ) 
facteur  (a  --  b),  et  Ton  a 

^/2_|_^/2_ ■=.[a~~hY,      c.  Q.  F.  D.    (*), 


Solution  de  la  même  question  ; 
Par  m.  Charles  BRISSE. 

On  trouve  dans  Salmon,  p.  244?  pour  les  coordonnées 
de  l'intersection  des  normales  menées  aux  points  {oc\j')^ 

a  et  P  étant  les  coordonnées  de  l'intersection  des  tan- 
gentes aux  points  i^x'^j')^  {^"ij")' 
Des  équations 


X' 


j'  _.        «-^   ,  P.r  _ 


a^        b^  '       a-  0 


ri' 


on  déduit 


9  7—    =    ■ -7—-'i 


a' 


,^232  _^    ^2^2  ^4  rt2p^_|_^2^: 


(*)  La  construction  qui  détermine  les  axes  la,  nb  d'une  ellipse  dont 
on  donne  deux  diamètres  conjugués  conduit  assez  directement  à  la  pro- 
position énoncée.  Supposez,  en  ctTet,  que  d'un  point  M  situé  à  la  dis- 
tance {a-ir-b)  du  centre  O  de  l'ellipse  on  mène  à  cette  courbe  deux 
tangentes,  et  aux  points  de  contact  des  normales  qui  se  coupent  en  un 
point  N.  Soient  Oli  =  b'  le  rayon  de  l'ellipse  dirige  suivant  OM,  et 
OA  =  a'  le  rayon  conjugué  de  OB  ;  en  menant  du  point  B  une  perpendi- 
culaire à  OA,  et  prenant  sur  cette  perpendiculaire  de  chaque  côté  du 
point  B  des  distances  BM',  BN'  égales  à  a' ,  on  déterminera  un  triangle 
O  M' N'  dans  lequel  OM'  =1  a -{- b,0'^' —  a  —  b,  M' N'  =  x  a'.  Or  il  n'est 
pas  difRcile  do  démontrer,  sans  calculs,  que  le  triangle  OM'N'  est  égal 
au  triangle  OMN,  d'où  ON  =  0N'=  a  —  b. 

Le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  dos  deux  tangentes 
et  de  la  corde  des  contacts  est  égal  à  a',  et  la  distance  du  centre  de  ce 
cercle  au  centre  de  l'ellipse  est  égale  à  &'.  (G.) 


(  25o  ) 
et  par  suite,  pour  les  coordounées  cherchées, 

d'où,  pour  réqualiondu  lieu, 

OU,  en  multipliant  le  second  membre  par  a^+  (S^,  et  le 
divisant  par  son  égal  a^ -\-  Z>-, 

Omettant  le  facteur  («^|v--|-  /^V.-)-,  on  a  donc 

^2_L_  j2  __  ^^   hY' 

Note.  —  La  question  1101  a  été  résolue  par  MM.  Androwski,  étudiant 
à  l'Université  de  Varsovie;  Kruschwitz,  à  Berlin;  Chervet,  élève  au  lycée 
de  Moulins;  Ch.  Combes,  élève  au  lycée  de  Clermont-Ferrand  ;  L.  IM.  T., 
élève  à  Paris;  Moret-BIanc,  Bourguet,  Gambcy,  Lez,  Brocard,  Launoy. 
maître  auxiliaire  au  lycée  de  Lille. 


Q/iestioji  U17 

(voir  ?.'  série,  t.  XII,  p.  S'il); 

Par   m.   Frédéric  DUBOST, 
Élève  du  lycée  de  Moulins. 

Supposons  quun  polygone  régulier  de  n  côtés  soit 
circonscrit  à  un  cercle  et  qu'on  fasse  tourner  la  moitié 
de  ce  polygone  autour  d\in  axe  passant  par  Vun  des 
points  de  contact  et  par  le  centre,  on  trouvera  sans 
grandes  difficultés  que  la  mesure  V„  du  volume  engen- 
dré par  le  denii-poljgone,  en  prenant  pour  unité  le 
volume  de  la  sphère  inscrite,  est  donnée  par  la  formule 

(i)  V„  r=r  -  (  I  -h  séc  -  j  ■)  lorsque  n  est  impair, 

et  par 

(2)  V„  =  -  (  I  -f-  scc^  —  )  •>  lorsque  n  est  pair. 

2  \  n] 


(  25I  ) 

D'ailleurs^  en  faisant  tourner  un  demi- polygone  cVun 
nombre  pair  n  de  côtés  autour  d^un  diamètre  du  cercle 
circonscrit^  la  mesure  \'„  du  volume  engendré,  en  pre^ 
nant  toujours  pour  unité  le  volume  de  la  sphère  inscrite, 
est  donnée  par  la  formule 

(3)  v;=séc-. 

n 

Déduire  des  formules  (i)  et  (2)  qu  on  a  les  égalités 

V3 —  Vs  =  le  volume  de  la  sphère^ 
V3  -4-  V4  -h  V5  =1  ^fois  le  volume  de  la  sphère; 

et  des  formules  (i),  (2)  et  (3)  quon  a  la  suite  décrois- 
sante 

^^S)       '4,      V^,      V5,      Vgj      Vg,.... 

(Compagnon,  professeur  au  collège  Stanislas.) 

i.  Soient  r  le  rayon  de  la  sphère  et  O  son  centre.  Je 
suppose  d'abord  n  impair. 

Le  demi-polygone  régulier  étant  ABC...LM,  Taxe  de 
rotation  passe  par  le  sommet  A  et  par  le  point  de  con- 
tact M  i^) .  Le  volume  V„  est  la  somme  des  volumes  engen- 
drés par  le  secteur  polygonal  OABC. .  .L  et  par  le  triangle 

rectangle  OML,  dans  lequel  l'angle  MOL  =  -• 

Le  premier  a  pour  mesure 


7rr=X  AM=:  -nr'(r  -h  OL)—  ^  tt  /  M  1  +  séc - 


3  3         ^  ''     3  \  n 

La  mesure  du  second  est 


^rXTrML^—  ^TTAMang-- 
3  3  ^^ 

d'où 

77  r'  /  ,     7r\- 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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et,  en  prenant  pour  unité  le  volume  de  la  sphère,  on  a 

2.  Si  Ji  est  pair,  l'axe  de  rotation  passe  par  deux  points 
de  contact  M  et  A.  Le  volume  décrit  par  le  demi-poly- 
gone ABC...LM  se  compose  des  volumes  engendrés  par 
les  deux  triangles  rectangles  OML,  OAB,  et  par  le  secteur 
polygonal  OBC...L.  Il  en  résulte 


-  Tzr^  tang^ f-  ^  tta-'  =  —^r~     i  H-  ?,qc^  - 

6  n        6  ^      \  nj 


et,  en  posant 


on  a 


,        ^  I     /  ,         T, 

2  )  V„  ==  -     I  -I-  sec-  - 

2  \  n 

3.  Le  rayon  OL  du  cercle  circonscrit  au  polygone 
considéré  est  égal  à  7'séc-^  par  conséquent 


V«  —  o  T^'^'X  ''sec  -  —  -  TTir^sec  -, 
6  n        6  n 


et,  en  pos 

ant 

!-==■' 

il  vient 

(3) 

v;,  =  séc- 

n 

4.  La  formule  (i)  donne 


Or 

d'où 
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sec  -  =2.      sec  -  z=  U5 
o  5 


1  -t-  séc  -  :==  3,      I  H-  séc  -  =  t/5 
o  5 


et  par  suite 

V3-V,==i. 

Des  formules  (i)  et  (2),  on  déduit 


ou 


V3-f-V,-f-V5=  7  9  +  -  3-1-  y  5  =  5. 
o.  La  suite  V3,  V4,  \\,  V^,  V^,...  est  décroissante,  car 

Va- 1'  v.=  ^,  r.  =  v^,  V,  =  |,  v;  =  |  va'-- 

"    On  voit  facilement  que,  dans  le  cas  de  Ji  pair,  on  a 

V„  >>  V'„      ou      -  {  I  -f-  séc^  -  1  ">  séc  -  ; 
2  \^  n  J  n 

en  effet,  cette  dernière  inégalité  revient  à  la  suivante  : 

I  /  ,    77        \2 

-     sec I      ~>>  o, 

i\       a  I 

qui  est  évidente. 

Note  du  Rédacteur. —  Il  ne  résulte  pas,  de  ce  que  les  cinq  premiers  termes 
de  la  suite  indéfinie  Vg,  V^,  V',,  V5,  \'\,. . .  ont  des  valeurs  décroissantes, 
qu'il  en  soit  de  même  de  tous  les  termes  suivants.  Il  faut  démontrer  que, 
si  n  représente  un  nombre  impair  égal  à  3  ou  plus  grand  que  3,  on  a 

Voici  comment  M.  Compagnon  établit  ces  trois  inégalités. 

1°  Je  disque, /i  étant  un  nombre  impair  égal  à  3  ou  plus  (jrand  que 
3,  on  a 

^.-t-sec-^j>-(^ 


I  -h  sec" 


n  ■+■  I 
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OU 

-f-  sec  -  )  >  2  -i-  2  sec 


D'abord  on  peut  romplaccr  cette  inégalité  par  celle-ci  : 


(0  tang'-  -h  2  1/  i-|-tang'->  2  4-  2 tang'  ; 


mais 


tang 

TT 

I  -i-  V/  I  -f-  tang' 

7r 

/2 

îli 

tang- 

donc 

=  i-htang  -tang 

v'- 

tang^  - 
n 

TT 

in 

et  l'inégalité 

(0 

devient 

ta 

TT 

2  tang  - 

tang  1 —  >•  2  tang 

TT 

«4-1 

ou 

1+  2 

tang^ 

/  tang  — '- — 

>2           

\ 

D'ailleurs 

lang  l  = 

TT 

2  tang  — 

1  —  tang-  — 

2/? 

d'où 

7r 


2tanfî 

• =  I  —  tang-  —  , 

TT  2  « 

tang 


n 
donc  l'inégalité  précédente  revient  à 


/  tang  -— 


(2)  2  —  tang' —  >2! 

^      '  2.11  \  71 

Maintenant  on  sait  qu'on  a 

tang  (rt -1- /;>)       a -\- b 

> î 

tanga  a 

en   supposant  les  arcs  a  et  ^  positifs  et  aH-è  <—  (voir  Eléments  de 
Trigonométrie  de  MM.  Delisle  et  Gérono,  G®  édition,  p.  170);  donc 

TT 

tang —  , 

-<-;     dou     tang--<-, 

tang- 
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et  de  même 

tanff 

A?  -4-  T  /? 

TT  «  4-  I  ' 

tang- 

par  conséquent,  si  l'on  démontre  qu'on  a 

l'égalité  (2)  aura  lieu  a  foi^tiori. 

Or  l'inégalité  (3)  se  réduit  à  celle-ci  : 

n'{n  —  i)-\-n{n^—  4)— 2>  0, 

qui  est  évidemment  satisfaite,  d'après  l'hypothèse  faite  sur  n. 

Remarque.  —  L'inégalité  (  1-4-  séc  -  )   >  2  -f-  2séc^  ■  "^      est  satisfaite 

\  n)  n-\-\ 

pour  n  =  2. 

De  plus,  si  l'on  suppose  qu'un  arc  rz  =  :r  ou  qu'il  soit  plus  petit  que  :r, 

et  si  l'on  a  «  =  2  ou  «  >  2  {ji  n'étant  pas  nécessairement  un   nombre 

entier),  on  démontrerait,  comme  ci-dessus,  qu'on  a  encore 


(r+séc^) 


t  -H  sec  -  )  >  2  -h  2  sec^ 


n  H-  I 

2°  Il  s'agit  de  démontrer  que,  n  étant  un  nombre  pair  égal  à  [\  ou  plus 
grand  que  4,  on  a 

1  /  -  î7r\  ,     7r  /  ,     7^^- 
-  I  I  -H  sec^  —     >  sec  —     ou      (  i  —  sec  —      >  0, 

2  V  '2/  n  \  nj  ' 

ce  qui  a  évidemment  lieu. 

Remarque.  —   Cette  inégalité  est  toujours  vraie,    si  l'on    remplace  - 

n 
par  un  arc  quelconque  a. 

30  II  faut  démontrer  que,  n  étant  égal  h  /j  ou  un  nombre  pair  plus 

grand  que  /|,  on  a 

(0      séc  -  >  -  (  I  -I-  séc  — '- —  )       ou      /(  sec  -  >  (  i-t-  séc  — - —  )  • 
«       4  V  «  -+-  I  /  ''V  n  -i-i  J 

D'abord  on  peut  remplacer  cette  inégalité  par  celle-ci  : 

4  V/i-Ht»nfî'  ->  2  -h  tang-  — H2  \/  i  -h  tang»— ^  , 

V  n  "   //  -i- 1  Y  n-i-  [ 

ou 

I  -+-  tang  -  lang  —     >  2  -+-  tang' 

^  n        ^  -îu  j  "   //  H-  1 

(  I  -i-  tang  — '■ lang  —-^ ) , 


-F-  2 


OU 


TT 


4  tang  -  tang  -^  >  tang'  — i    1  tang tang 


n         ^  2n  ^    «  -h  I  ^  «  -f- 1 i^  2 ^^ «  -t-  I ) 
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ou 


tann; —        /  tanfj \  tannt 


2)        2X  — >       +2 lang 

tang  -  \     taiif;  -     /  lana  -  laiirf  - 

9  tang  — 

mais  on  a  vu  plus  haut  que =  i  —  tan"-  — ;  d'ailleurs  on  a 

tan  g  — 
n 
aussi  les  inégalités 


tang--<-,     tang < ,     tang -^ ■  <—, \'-> 

tang-  tang-  ^ 

n  "  « 

donc  on  aura  démontré  l'inégalité  (2)  si  l'on  fait  voir  qu'on  a 

ou  enfin 

(3)  «2(,i_3)  +  «(/i^— 8)- i  >o. 

Or  cette  inégalité  est  évidemment  satisfaite,  d'après  l'hypothèse  laite 
sur  n. 

Remarque.  —  11  est  facile  de  vérifier  que  l'inégalité  (i)  est  satisfaite 
pour  n  =  2  et  pour  n  =  '.]. 

D'ailleurs  l'inégalité  (3)  l'est  aussi  pour  tout  nombre  entier  égal  à  /j 
ou  plus  grand  que  [\. 

Note  du  Rédacteur. —  La  question  1117  a  été  résolue  par  MM.  P.Van- 
netelle,  élève  au  Lycée  de  Reims;  E.  Kruschwitz,  à  Berlin;  Moret-Blanc, 
Lez. 


RECTIFICATIONS. 


Page  iSq,  ligne  3,  lire  semblables,  au  lieu  de  homothétiques. 
Même  page,  ligne  4,  lire  NMN',  au  lieu  de  NMM'. 
Même  page,  ligne  i4>  lire  ex  —  dy.^  au  lieu  de  cy  —  dy. 
Page  143,  ligne  2,  en  remontant,  au  lieu  de 

Bcj.Iirir  cj.AB, 
lire 

AXcj.B-   cj.AXB. 


(  =57  ) 
EXPOSITION  DE  LA  MÉTHODE  DES  ÉQIIPOLLEIVCES 

(fin,  voir  même  tome,  p.  220); 

Par  m.  g.  BELLAVITIS. 

(Traduit  de  l'italien  par  M.  Laisant,  capitaine  du  Génie.) 


APPENDICE. 


EXERCICES     DIVETIS. 


Trouver  la  courbe  dont  la  tangente  en  un  point  quelconque  M 
a  une  inclinaison  égale  aux  |-  de  celle  du  rayon  vecteur  OM. 

La  condition  du  problème  est  immédiatement  exprimée  par 
la  relation 

le  signe  "dîb?  indiquant  seulement  le  parallélisme;  et,  pour  en 
déduire  une  équipollence,il  faut  donner  à  l'un  des  membres  un 
multiplicateur  convenable. 

En  raison  de  la  possibilité  de  changer  la  variable  d'une  ma- 
nière quelconque,  nous  pouvons  supposer 

_  2 
(OM)    '^M-^3^/^ 

et,  intégrant  cette  équipollence  de  la  même  manière  qu'une 
équation,  nous  aurons 

ou^^{c  -'v-ty. 

Si  à  la  constante  c  nous  donnons  une  valeur  réelle,  notre 
équipollence  exprimera  seulement  une  série  inQnie  de  points 
en  ligne  droite.  Supposons,  au  contraire,  c-^a  -|-  b\J.  Faisant 
l'observation  ordinaire  sur  le  changement  arbitraire  de  la  va- 
riable, nous  verrons  que  réquipollence  la  plus  générale  est 

0U'^h^[t  -[-  ^Y^  [f-'  —  zt)ok-^.~[zr—  i)OB, 

OA  et  OB  étant  respectivement  équipollents  à  b^  et  ^\  . 

A-m.  de  Matlumac,  'i^  série,  t.  XIII.  (Juin  iS;  '|.)  I  7 


(  258  ) 

Elle  représente  une  courbe  du  troisième  ordre,  comprise 
dans  la  quatorzième  espèce  d'Euler. 

Si,  pour  résoudre  ce  problème,  on  avaitemployé  les  formules 
connues  relatives  aux  coordonnées  parallèles,  Tintégration  n'eût 
pas  été  aussi  facile;  et, par  les  coordonnées  polaires,  le  passage 
aux  coordonnées  parallèles  aurait  été  incommode.  Du  reste, 
notre  équipollence 

nous  donne,  en  posant  t     .  cet  m, 

OM  '^ g3«, 

sm^« 

ce  qui  nous  montre  qu'à  l'azimut  3  m  correspond  le  rayon  vec- 

I 
teur 


sm^  u 
Pareillement 

nous  donne 

OM^—  3   /  -^ £2u 

J  sm^  IL 

et,  par  suite,  changeant  iii  en  (^,  le  rayon  de  courbure  sera 
proportionnel  à  (  sin  -  j     5  y  étant  l'inclinaison  de  la  tangente. 

(  Saggio,  Annales  des  Sciences  du  royaume 
lombard-vénitien,  i835,  §  21.) 

Trouver  le  centre  de  gravité  d 'un  arc  de  spirale  logarith- 
mique supposé  homogène. 

En  raison  de  la  relation  intime  qui  existe  entre  la  composi- 
tion des  droites  et  celle  des  forces,  on  reconnaît  facilement  qu'en 
appelant  ds  la  différentielle  de  la  masse  correspondant  au  point 
M,  le  centre  de  gravité  G  d'une  ligne  est  donné  par 

00*=^^  -   foMds, 


-;/ 
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S  étant  la  masse  de  la  ligne  entre  les  deux  extrémités  que  com- 
prend l'intégrale. 

Soient  AMB  l'arc  donné  de  spirale  logarithmique  et  0  le  pôle. 
Posons 

d'où 

^M^=î!br'e«'(logr  +  a.sl)dt', 

la  valeur  absolue  de  cette  différentielle  est 
ds  =  r^  sjXo^r  -f-  cf?dt^ 
et,  les  calculs  effectués,  on  trouve 

^^    ^  rOB  —  OA 


Pour  construire  cette  équipoUence ,  on  prendra,  sur  une 
droite  choisie  arbitrairement,  les'deux  longueurs 

PQ  z=z  2,      PR  :z_  _L_  . 
r —  I 

par  Q  on  élèvera  sur  PQ  la  perpendiculaire 

QSr=- , 

logr 

a  étant  l'angle  AOB  rapporté  au  rayon  pris  pour  unité,  et  logr 
le  logarithme  hyperbolique  du  rapport  OB  :  OA. 

Dans  la  spirale  donnée,  on  prolongera  OB  jusqu'en  C,  de 
manière  que  OG-^LbrOB;  on  formera  le  triangle  ACD,  direc- 
tement semblable  à  PSR,  et  Ton  aura 

OG^AD. 

(7W.,  §23.) 

Trouver  les  formules  fondamentales  du  mouvement  d 'un  point 
M  soumis  à  une  force  accélératrice  f  de  direction  OM. 

Posons 
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relation  où  l'angle  a  et  le  rayon  vecteur  z  sont  fonctions  du 
temps. 

Les  différentielles  étant  prises  dans  l'hypothèse  (S^t  -- 1,  OM 
représente  la  vitesse  du  mobile,  et  OD^M  la  force  accélératrice. 
Donc 

Par  suite, 
et 

(7Z>zV/.,  §  26). 

Trouver  les  formules  du  mouvement  d'un  corps  pesant  dans 
un  milieu  résistant. 

ÔD^M  doit  être  la  somme  géométrique  de  la  gravité  g  de  di- 
rection constante  et  de  la  résistance  r,  dirigée  suivant  la  tan- 
gente à  la  trajectoire.  Prenant  l'équipollence 

OM'è^Jz'Uls, 

ou  V  est  1  inclinaison  de  la  tanerente,    —  la   vitesse   et     ,-  le 

^  ^  dt  d'^ 

ravon  de  courbure,  nous  avons 

éqiiipollence  qui,  divisée  par  s?,  se  décompose  dans  les  deux 
équations 

®2^  :i:i  ^COScp  —  /',       (D^(D(p  :=: —  ^siu©. 

[Ihid.,  §  27.) 

Trouver  la  chaînette  homogène , 
Prenons  l'équipollence 

(S^l^feds, 

et  soit  y  l'inclinaison  de  la  tangente  sur  l'horizon, 

La  tension   tangentielle  au  point  M   peut  se  représenter  par 
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/£?,  et  la  force  sollicitant  l'élément  d'arc  MM'  par  gdss^  .  La 
première  devant  être  l'intégrale  de  la  seconde,  on  aura 

a  étant  la  tension  horizontale. 
Cette  équipollence  donne 

G  iirr  g-^  cos  f^  —  asm  y, 
d'où 

^•COS^(^ 

et  la  chaînette  a  pour  équipollence 

OM  ^  -    I . 

gj    cos^? 

On  reconnaît  que  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  à 
>  et  l'on  déduirait  aussi  de  là  les  autres  propriétés  de  la 


I 


C0S'(J) 

courbe. 

{Ibid.^  §  28.) 

Des  points  fictifs. 

Nous  avons  déjà  vu  la  manière  de  représenter  les  courbes  au 
moyen  d'une  équipollence  contenant  une  variable  susceptible 
de  recevoir  toutes  les  valeurs  réelles  possibles,  ou  deux  varia- 
bles dont  les  valeurs  doivent  satisfaire  à  une  relation  donnée. 
Supposons  maintenant  que  la  variable  reçoive  une  valeur  ima- 
ginaire :  les  principes  établis  pour  la  représentation  géométrique 
des  quantités  imaginaires,  nous  permettront  aussi  dans  ce  cas 
de  construire  le  point  exprimé  par  réquipollence  point  qui 
aurait  appartenu  à  la  courbe,  si  la  valeur  de  la  variable  avait 
été  réelle  au  lieu  d'être  imaginaire;  à  un  point  construit  de 
cette  manière  nous  donnerons  le  nom  de  point  fictif  de  la 
courbe. 

On  remarquera  qu'en  posant  la  variable  ty^  u  -r-  cy',  et  en 
attribuant  aux  deux  variables  ii^  c  toutes  les  valeurs  réelles 
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possibles,  on  obtient,  par  celte  double  indétermination  de  f,  une 
éqiiipollence  qui  donne,  non  plus  une  seule  série  de  points,  mais 
une  infinité  de  séries.  Donc  un  point  quelconque  du  plan  peut, 
généralement  parlant,  être  considéré  comme  un  \)omt /îcti/  de 
la  courbe.  Mais,  si  à  la  variable  t  on  attribue  successivement  les 
deux  valeurs  u -\-  py/,  u —  c^y/,  qui  diffèrent  seulement  par  le 
signe  de  la  portion  purement  imaginaire  py/,  nous  aurons  deux 
points  différents  que  nous  appellerons  points  fictifs  conjugués; 
et  la  connaissance  simultanée  de  ceux-ci  fera  connaître  les  por- 
tions, l'une  purement  réelle,  l'autre  purement  imaginaire,  de  la 
valeur  de  la  variable,  qu'on  ne  pourrait  jamais  obtenir  avec  un 
seul  point  fictif. 

Je  crois  que  de  l'étude  des  points  fictifs  des  courbes  peuvent 
résulter  quelques  applications  utiles,  exactement  comme,  en 
Algèbre,  l'emploi  des  quantités  imaginaires  offre  beaucoup 
d'avantages;  el,  entre  les  deux  cas,  il  y  a  cette  différence, 
qu'en  Algèbre  on  ne  peut  attribuer  aucune  idée  précise  aux 
quantités  imaginaires,  tandis  que  les  points  fictifs  des  courbes 
sont  pleinement  déterminés  comme  paires  de  points  réels.  Je 
me  limiterai  à  quelques  brèves  remarques  sur  ce  sujet,  qui  n'a 
encore  été  considéré  par  personne  à  ma  connaissance,  et  au- 
quel je  n'ai  pu  moi-même  m'appliquer  que  fort  peu. 

Lorsque  deux  courbes  sont  rapportées  au  même  système  de 
coordonnées  parallèles  (représentées  par  les  lettres  x,  /),  et 
que  les  deux  courbes  sont  conséquemment  exprimées  par  deux 
équations  entre  x,  y,  on  sait  que  les  intersections  réelles  des 
deux  courbes  donnent  les  valeurs  réelles  de  x  et  de  jy  qui  sa- 
tisfont en  même  temps  à  l'une  et  l'autre  des  deux  équations. 
Pareillement,  les  intersections  fictives  conjuguées  des  courbes 
nous  donneront  les  valeurs  imaginaires  de  x  tX.dt  y  ou  les  ra- 
cines imaginaires  des  deux  précédentes  équations.  Les  intersec- 
tions fictives  conjuguées  sont  deux  points  fictifs  conjugués,  aussi 
bien  de  l'une  que  de  l'autre  courbe.  Soit 

OM  ^  X  0 A  -h  y  OB 

l'équipollence  qui  représente  les  deux  courbes  lorsqu'on  sup- 
pose les  variables  x^  y  soumises  à  l'une  ou  à  l'autre  des  deux 


(  263  ) 
équations.  Nous  avons  les  points  fictifs  conjugués  M',  M''  cor- 
respondant, le  premier  à 

X  z=.  a  ^  h^^     y  —z  c  -^  dsjy 

et  le  second  à 

X  =^  a  —  bsj,     y  rzrz  c  —  dsj. 

Nous  aurons,  par  suite, 

0]\r  «=Ao  ^a—hsl)Ok-\~[c  —  dsj)  OB, 
et  si,  L  est  le  point  milieu  de  la  droite  M' M''  (*),  il  en  résulte 

^,    ,  OM'-hOM"    ,      ^. 

OL  ^ ^  aOk  H-  cOB, 

2 

V/  2 

Donc,  menant  01  égale  et  perpendiculaire  à  LM',  il  suffira 
de  rapporter,  comme  d'usage,  les  points  L,  I  aux  axes  coor- 
donnés OA,  OB,  pour  avoir,  par  les  coordonnées  a,  c  du  pre- 
mier, les  parties  réelles  des  valeurs  cherchées  de  x  et  de/,  et, 
par  les  coordonnées  ô,  d  du  second,  les  parties  imaginaires  des 
mêmes  valeurs. 

Les  points  fictifs  conjugués  d'une  droite  quelconque  DL  sont 
en  dehors  de  cette  droite  et  à  égale  distance  de  part  et  d'autre, 
de  telle  sorte  que  la  droite  M'  M''  qui  les  unit  est  coupée  per- 
pendiculairement en  son  milieu  par  la  droite  DL.  En  effet,  un 
point  quelconque  de  la  droite  DL  est  exprimé  par  DM  ^  t .  DL, 
et  si  à  la  variable  t  on  attribue  les  deux  valeurs  imaginaires 
a-\-b\J,  a —  b\J,  on  obtient  les  deux  points  fictifs  conjugués 
M',  M'',  et  l'on  a 

M"M'«iAo2^v'DI^» 

c'est-à-dire  que  IM'M'  est  perpendiculaire  à  DL. 

Une  droite  et  une  conique  ont  toujours,  d'après  ce  qui  pré- 

(*  )  l.c  Icclour  est  prié  de  l'aire  la  figure. 
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cède,  d(Mix  points  communs,  soit  réels,  soit  fictifs  conjugués; 
dans  ce  dernier  cas,  on  dit  (jne  la  droite  est  une  sécante  idéale 
de  la  conique.  Quand  on  connaît  le  diamètre  conjugué  à  la  di- 
rection de  la  sécante,  il  est  toujours  facile  de  déterminer  l'or- 
donnée imaginaire  qui  appartient  à  cette  sécante  idéale;  et  cette 
ordonnée,  prise  per|)endiculairement  à  la  sécante,  donne  les 
deux  intersections  fictives  de  la  conique  et  de  la  sécante  idéale. 

Dans  un  autre  Mémoire,  j'ai  démontré  qu'en  prenant  une  de 
ces  intersections  fictives  pour  centre  d'homologie  et  en  établis- 
sant l'homologie  de  manière  que  la  sécante  idéale  ait  son  ho- 
mologiciue  à  distance  infinie,  on  trouve  que  la  courbe  homolo- 
gique  de  la  conique  est  une  circonférence. 

Les  points  fictifs  ont  des  propriétés  communes  avec  les  points 
réels;  mais  leur  considération  m'entraînerait  trop  en  dehors 
de  mon  sujet. 

[Metodo  délie  equipollenze,  Annales  des  Sciences  du 
royaume  lombard-vénitien  y  iSSy,  art.  S^). 

Etant  donnée  la  relation  (i)  F  (MX,  NX)  =  o,  entre  les  dis- 
tances du  point  X  (*)  aux  courbes  M,  N,  lesquelles  distances 
sont  prises  sur  les  normales  IMX,  NX  à  ces  courbes,  on  propose 
de  déterminer  la  tangente  en  IL  à  la  courbe  X. 

Pour  réduire  l'équation  (i)  à  une  équipollence,  nous  y  sub- 
stituerons v/(iMXcj.MXj,  v^(NXcj,NX)  à  la  place  de  MX,  NX. 
Puis,  la  difiérentiant,  nous  aurons  une  équipollence  de  la  forme 

(  ^>(MXcj.(DMXH-cj.MX(DMX) 
^^  j        -}-^(NXcj.CDNXH-cj.NX(DNX)-A-o. 

Or,  MX  étant  perpendiculaire  à  la  tangente  à  la  courbe  M, 
on  a 

(DOM-!i^/?V  MX 
et 

cj . MX  (0 OM  A/? V  ^IX  ^J •  ^I^ ' 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


(  265  ) 
d'où 

MXcj.CDOM'dlf  — /'v^cj.MX.MX'd:^—  cj.  MXODOM, 
et,  substituant  dans  le  premier  terme  de  (2),  il  se  réduira  à 

*  (MXcj.(©OX  +  cj.  MX  (DOX). 

On  fait  subir  une  semblable  réduction  au  second  terme  de 
(2),  et  Ton  obtient 

(DOX    ^  $  MX  -:-  ^  NX 

cj.  (DOX  ~"  ~  4^  cj .  jNÏxT-hlTcjT NX ' 

équipollence  qui,  en  observant  que  $,  Y  sont  équipollentes  à 
leurs  conjuguées,  nous  montre  que 

(3)  o;)OX^/'v'(4>MX-hY]N'X). 

Donc  la  direction  de  la  tangente  cherchée  au  point  X  dépend 
d'une  manière  donnée  de  MX,  NX. 
Si,  par  exemple,  la  relation  (i)  est 

a  MX  -:-  è  NX  —  c, 
nous  trouverons 

4><i^rt  [MXcj.MX)   \ 

et  une  valeur  analogue  pour  Y;  puis  la  relation  (3)  nous  montre 
que  la  tangente  en  X  à  la  courbe  X  est  parallèle  à  la  somme 
géométrique 


1 


«MX(MXcj.MX)    ■'  + ^NX(NXcj.NX)    % 

c'est-à-dire  à  la  somme  de  deux   droites  proj^ortionnelles  aux 
nombres  «,  b,  et  ayant  les  directions  MX,  NX. 

Quand  les  points  M,  N  sont  fixes,  le  précédent  théorème  est 
celui  déjà  donné  par  Poinsot,  en  remphicement  d'une  règle 
inexacte  de  Roberval. 

{lbi<!.,  art.  18,  §  150.) 
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FOYERS  ET  DIRECTRICES  DES  SURFACES  DU  SECOND 

ORDRE; 

Par  m.  CROSNIER, 

Professeur  au  lycée  d'Auch. 


Un  foyer  cFune  surface  du  second  ordre  est  le  centre 
d'une  splière  de  rayon  nul  doublement  tangente  à  la  sur- 
face :  la  directrice  est  la  droite  qui  joint  les  points  de 
contact. 

Soit 

(  /  {^y  7,  z)  —  A  JC2  -'r-  A  V  H-  A''  z^ 
(i)  <  -^  i^yz -\- 1^'xz -\- iW xy 

(  -h  2Ca7  -h  2C'j4-2C"z+F=o 

l'équation  de  la  surface.  Je  suppose  que  les  axes  coor- 
donnés sont  rectangulaires,  mais  quelconques;  il  n'y  au- 
rait pas  plus  de  difficulté  à  considérer  des  axes  obliques. 
Soient  a,  (3,  y  les  coordonnées  d'un  point,  l'équation 
d'une  splière,  de  rayon  nul,  ayanlce  point  pour  centre,  est 

S  ==  (^  -  a)2  -f-  (j  -  P)2  H-  [z  -  7)2  rzr  O, 

et,  pour  que  cette  sphère  soit  doublement  tangente  à  Ja 
surface  (i),  il  faut  que  l'on  puisse  déterminer  K  de  telle 
sorte  que  l'équation 

(2)  /(.r,j,  2;)-KS:-.o 

représente  un  système  de  deux  plans. 

Or,  pour  qu'une  équation  du  second  ordre  représente 
un  système  de  deux  plans,  il  faut  :  i*^que  le  détermi- 
nant des  équations  du  centre  soit  nul  ;  2°  que  les  plans  du 
centre  aient  un  point  commun;  3° que  ce  point  se  trouve 
sur  la  surface  elle-même. 


(  267  ) 
Les  équations  du  centre  de  la  surface  (2)  sont 

(A  —  K)  X  -h  BV  -f-  B'z  4-  C  -f-  Ka  --  o, 
B^'x -h  (A'  —  K)  j  -f-  Bz  -r-  C  H-  Kp  =--  o, 
B'.r  +  Bjr  -f-  (A"  — K)z  -i-C'-i-Kv  :r=:0. 

Annulons    le   déterminant   de   ces    équations,    nous 
avons 


(3) 


A  —  K  B  "  B' 

B''  A'  —  K         B 

B'  B  A''  —  K 


z=z  o. 


Cette  équation  nous  montre  que  K  n'est  autre  chose 
que  l'une  des  racines  de  l'équation  en  S  5  alors  les  plans 
du  centre  sont  parallèles  à  une  même  droite,  qui  n'est 
autre  cliose  que  l'une  des  directions  de  cordes  princi- 
pales. 

Passons  à  la  seconde  condition  :  elle  sera  satisfaite  si 
nous  exprimons  que  les  plans  du  centre  rencontrent  un 
plan  quelconque  en  un  même  point;  nous  prendrons  l'un 
des  plans  coordonnés,  par  exemple  z  =  o,  et  nous  trou- 
verons la  condition 


o. 


A  — K  B''  C    H-Ka 

(4)  B''  A'— K        a  -'-Kp 

B'  B  C-I-K7 

La  valeur  K  étant  connue,  cette  équation  est  du  pre- 
mier degré  en  a,  [3,  y,  et,  par  suite,  le  foyer  se  trouve 
dans  un  plan. 

Les  équations  (3)  et  (4)  expriment  que  la  surface  (2) 
a  une  infinité  de  centres  en  ligne  droite  et,  par  suite, 
qu'elle  est  du  genre  (  ylindrc.  Au  lieu  d'une  sphère  de 
rayon  jiul,  on  pourrait,  sans  changer  les  équations  (3) 
et  (4),  prendre  une  sphère  quelconque;  d'où  il  résulte 
que  le  lieu  des  centres  des  sphères,  qui  coupent  une  sur- 
face du  second  ordre  de  telle  sorte  que  Ton  puisse  faire 
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passer  un  cylindre  du  deuxième  degré  par  l'intersection, 
se  compose  de  trois  plans. 

Ces  plans  ne  dépendent  pas  des  axes  coordonnés  5  si 
donc  on  prend  les  axes  de  la  surface  pour  axes  coordon- 
nés, l'équalion  (4)  se  simplifiera*,  si,  de  plus,  on  prend 
K  -=  A'\  l'équalion  se  réduira  à  y  =  o;  par  conséquent, 
les  trois  plans  principaux  que  nous  venons  de  trouver  ne 
sont  autre  chose  que  les  plans  principaux  de  la  surface. 

Si  Ton  avait  pris  K  =r  A  ou  A',  l'équation  (4)  ^aurait 
été  identique,  et  il  aurait  fallu  prendre  l'une  des  deux 
autres  équations  analogues  obtenues  en  exprimant  que 
les  plans  du  centre  de  la  surface  (2)  se  coupent  sur  Tun 
des  autres  plans  coordonnés. 

Si  Tune  des  racines  de  l'équation  en  S  était  nulle,  le 
plan  correspondant  serait  rejeté  à  l'infini. 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  remarquons  que,  Féqua- 
tion  (4)  étant  celle  d'un  plan  principal  lorsqu'on  prend 
pour  K  l'une  des  racines  de  l'équation  (3),  si  l'on  éli- 
mine K  entre  elles,  on  aura  l'ensemble  des  plans  prin- 
cipaux. 

Tout  ce  qui  précède  peut  facilement  s'appliquer  dans 
le  cas  des  axes  obliques. 

Arrivons  à  la  troisième  condition,  c'est-à-dire  à  la 
condition  nécessaire  pour  que  la  surface  (2)  passe  par  le 
point  commun  aux  plans  du  centre. 

L'équation  (2),   en  tenant  compte  des  équations  du 
centre,  se  réduit  à 
(C4-Ka)a:-!-(C'-:-K[3)7-h(G"-hR7)zH-F— K(a--!-p2_i_^2j^o. 

pour  z  =  0  les  équations,  du  centre  se  réduisent  à  deux, 
et  nous  devons  satisfaire  aux  équations 

(  A  —  K)  X  H-  B'V  -i-  C  -:-  Ka  r-_-  o, 

B".r  -;-  (  A'—  K)  j  H-  C  -I-  Kp  ^v..  o, 
{ C  -^  Ka)  ^  -H  (C  --  K  p)  jr  -I-  F  —  K  (a^  -h  P"  H-  7'-)  —  o  ; 


=  o. 
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on  doit  donc  avoir 

A— K  B''  C-,-Ka 

(5)  B''  A'— K  C'-i-Kp 

C  -^-  Ka       C  -1-  ICp  F  —  K(a^  -1-  p^  -f-  f) 

Cette  équation  est  du  second  degré;  elle  ne  contient 
que  y^  5  par  suite,  elle  représente  une  surface  du  second 
ordre  ayant  son  centre  dans  le  plan  des  xy\  elle  coupe 
le  plan  (4)  suivant  une  conique,  et  le  lieu  des  foyers  se 
compose  de  trois  coniques  respectivement  situées  dans 
les  plans  principaux  de  la  surface  proposée. 

On  pourrait  remplacer  les  équations  (4)  et  (5)  par 
une  infinité  d'autres  équivalentes  :  si  l'on  prend  pour 
K,  a,  P,  y  des  valeurs  satisfaisant  aux  équations  (3). 
(4)  et  (5),  deux  des  équations  du  centre  delà  sur- 
face (2)  représenteront  la  directrice  correspondant  au 
foyer  considéré  5  la  surface  (2)  représentera  elle-même 
les  deux  plans  qui  passent  par  l'intersection  de  la  sur- 
-  face  (i)  et  de  la  sphère.  Pour  que  ces  plans  soient  réels, 
il  faut  que  leur  trace  sur  l'un  des  plans  coordonnés  soit 
du  genre  hyperbole  ;  il  est  facile  de  voir  que  cela  exige 
que  K  soit  la  racine  moyenne  de  l'équation  en  S  -,  il  est 
évident  que  ces  plans  ne  peuvent  couper  la  surface. 

On  traiterait  absolument  de  la  même  manière  le  cas 
où  l'on  demanderait  le  lieu  des  centres  des  sphères  de 
rayon  donné,  doublement  tangentes  à  la  surface.  Les 
équations  (3)  et  (4)  ne  changeraient  pas-,  mais,  dans 
l'équation  (5),  on  aurait  à  remplacer  y~  par  y~  —  r^  :  le 
lieu  se  composerait  donc  encore  d'un  système  de  trois 
coniques. 

Le  lieu  des  directrices  s'obtient  en  éliminant  a,  (3,  y 
entre  les  équations  du  centre  et  Téqualion  (2)  5  on  trouve 

qui   représente  un  cylindre. 
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NOIVELLE  DÉMOXSTRATlOiX  DU  THÉORÈME  DE  TAYLOR-, 

Par  m.  lf.  D'  Jules  KOENIG, 

à  l'Université  de  Pcslh. 


Dans  les  Malhematische  Annalen  de  MM.  Clebsch 
et  Neumann,  j'ai  traité  d'une  manière  générale  les  séries 
ordonnées  suivant  des  fonctions  quelconques  d'une  va- 
riable. La  méthode  employée  là  donne  de  même  une 
démonstration  nouvelle  du  théorème  de  Taylor  pour  des 
variables  complexes,  qui  ne  suppose  connues  que  les 
notions  les  plus  élémentaires  de  la  théorie  des  séries.  On 
sait  bien  que  la  série 


I  -1 V  — ■  -i" 

I       2! 


a  une  valeur  déterminée  et  finie  pour  toutes  les  valeurs 
finies  de  la  variable.  Employons  encore  le  théorème 
connu,  qu'une  série  convergente  reste  telle,  si  les  termes 
de  la  série  sont  multipliés  par  une  série  de  quantités, 
dont  chacune  conserve  une  valeur  finie.  Supposons  telles 
les  quantités 

?o(^)>     ?l(^0)      ?2(//)> 

La  série 

sera  donc  convergente  aussi  longtemps  que  les  quan- 
tités h  satisferont  à  la  condition  mentionnée.  On  a  ainsi 
une  série,  qui  sera,  entre  certaines  limites,  une  fonction 
finie  et  continue  des  deux  variables  z  et  h.  Quelles  sont, 
à  présent,  les  conditions  nécessaires  pour  que  cette  fonc- 
tion de  deux  variables  en  apparence  ne  dépende  en 
réalité  que  dune  variable  zH-/^?  Cette  question  sera 
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exprimée  par  Téqualion  suivante  : 

OÙ  p  représente  une  quantité  quelconque. 

En  conséquence  de  celte  équation,  on  aura  immédia- 
tement, en  posant 

et  écrivant  ensuite  z  pour  p, 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  proposition  énoncée  ci- 
dessus. 

En  écrivant  à  présent  pour  le  symbole  4>  la  série  qu'il 
représente,  on  aura 

( z  -f-  n  \'^ 
?o  [h)  -4-  (j),  [h)  [z-^'p)  -f-  (p2  [h)  j h.  .  . 

—  ?o  [h  -h/?)  -h  (p,  (h  --■p)z  -f-  «p2(/i  +yy)  —  -f-.  .  .  . 

La  valeur  de  la  première  de  ces  séries  ne  changera  pas 
si  l'on  ordonne  suivant  les  puissances  de  la  variable  z,  et, 
une  fonction  ne  pouvant  être  développée  de  deux  ma- 
nières différentes  suivant  les  puissances  de  la  variable,  les 
coefficients  des  mêmes  puissances  de  z  doivent  être  égaux. 

On  aura  ainsi  la  suite  des  équations 


<Po(^-f-/?)---^?o(/0  -!-?.  (/O-^T^l'^O  ^' 


2 
1  •.      •        '     2! 


y,  (//  -r-  p)  rr^  «p.  [h]  -h  <ï.,  (/^)^  -f-  Ç3  (A)  ^^  -f-  .  .  .  , 


auxquelles  on  joindra  encore  la  suivante,   obtenue  en 
égalant  z  à  zéro, 

p  étant  une  quantité  quelconque,  on  pourra  la  prendre 
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infinimenl  pclilc,  et  Fou  aura 

'I'  {h  -r-  p)  —    (I'(//) 


tp,  (h  -h  p)—  Ox{Ji 


ce  qui  donne  la  définition  des  coefficients  de  la  série  de 
Taylor  comme  dérivées  successives  de  la  fonction. 
Nous  avons  donc  obtenu  le  développement  suivant  : 


$  (z  -V-  h)  =z  .1.  [h)  -\-  4.'  (  A  )  —  -h  ci>'^  (h)   _ 
OU,  en  mettant  z  —  h  pour  ^, 


I  2 


formule  de  Taylor,  que  nous  voulions  démontrer. 

On  sait  bien  que  chaque  série  ordonnée  d'après  les 
puissances  de  z  —  h  sera  convergente  dans  un  cercle 
décrit  avec  un  certain  rayon,  autour  du  centre  z  =  h. 
Pour  déterminer  ce  rayon,  nous  remarquons  que,  au  lieu 
de  faire  croître  z,  on  pourra,  après  les  développements 
précédents,  faire  varier  A;  mais  alors  on  sait  que  la  série 
reste  convergente  aussi  longtemps  que  tous  les  (p,  ou  ce  qui 
est  la  môme  chose,  toutes  les  dérivées  de  ^  possèdent  une 
valeur  finie,  c'est-à-dire  si  la  fonction  4>  est  synectique. 

On  a  donc  ainsi  ce  théorème,  que  la  série  de  Taylor 
n'est  convergente  que  dans  le  cercle  le  plus  grand  qui 
puisse  être  décrit  autour  de  ^  =  h,  dans  l'intérieur  du- 
quel la  fonction  à  développer  reste  synectique. 

La  méthode  donnée  dans  cette  Note  est  remarquable 
par  sa  simplicité,  en  n'ayant  besoin  ni  d'un  examen  du 
reste  delà  série,  ni  des  moyens  du  Calcul  intégral  ou  de 
celui  des  résidus. 
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SUR  m  THÉORÈME  RELATIF  A  LA  TUÉORIE  DES  ElWELOPPES 

Par  m.   h.  LAURENT. 


Supposons  que/?i,  p^,  p^..  .  .  désignent  les  distances 
normales  d'un  plan  P^à  des  surfaces  fixes  Sj,  S^,  S3, .  .  . 
et  que  l'on  ait,  entre  les  quantités  p^^  p^^ .  >  .  la  relation 

en  vertu  de  cette  relation,  le  plan  P  enveloppera  géné- 
ralement   une    surface.    Proposons-nous    de  trouver   le 
point  M  où  le  plan  P  touche  son  enveloppe. 
Soit 

(2)       V  =  a.T  -\-  bf  -\- cz  —  0=0      («- H-  é' -r- c-=r  l) 

l'équation  du  plan  P.  Soient,  en  général,  a?,,  ) ,,  2,  les 
coordonnées  du  point  où  la  normale  commune  au  plan 
P  et  à  la  surface  S,  rencontre  le  plan  P,  et  ^,,  y;,,  ^-  les 
coordonnées  du  point  où  la  même  droite  rencontre  la  sur- 
face S,,  on  aura 

(  3  )  Pi=^a  li  -[-  h  Yii  -î-  c't;,  —  ô  -f 

?o  'z?,,  ^i  doivent  être  considérés  comme  fonctions  do  rz,  b, 
c,  (?,  ainsi  que /?,-,  et,  par  suite,  la  fonction  y  (/?  1,  ^;«,...) 
pourra  être  considérée  comme  fonction  des  variables  a, 
b,  c,  â. 

Pour  trouver  Tenveloppc  du  plan  P,  nous  observerons 
que  ce  plan  no  dépend  en  délinitive  que  de  deux  va- 
riables s  et  t  par  exemple,  dont  a,  b^  c,  d  sont  fonctions. 
Nous  pourrions  supposer  que  a  ei  b  sont  variables  indé- 
pendantes -,  mais,  pour  la  symétrie  des  calculs,  nous  ai- 
mons mieux  laisser  les  variables  indépendantes  indéter- 

y4nn.  de  Mat/iéimtc.,  •2*'  série,  t.  XIII.  (Juin  1S7  |.)  18 
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minées;  il  csl  clair  alors  que  les  formules 


^P  dP 

P~o,     -—— o,      -77—0 
as  dt 


feront  connaître  le  point  où  le  plan  P  louclie  son  enve- 
loppe. Toute  la  question  se  réduit  alors  à  former  ces  deux 
dernières  équations.  Les  formules  (2)  et  (3)  donnent, 
en  les  différentiant, 


(4) 


(5) 


dV  da  dh  de        drj 

ds  ds  ds  ds        ds 

da  dh  de 

a—  A-  h  -^  +  c  —  =:o, 
ds  ds  ds 

dp;  d^i        ^  da  dm  dh 

ds  ds         ''  ds  ds  ds 

d'Ci  de  dS 

ds  '   ds  ds 


dlj 
Or  la  direction  a.  b^  c  est  normale  à  la  direction  —^5 

ds 

— ^5  —^5  qui  est  celle  d'une  tangente  à  la  surface  S,  ; 
ds      ds     ^ 

donc  l'équation  (5)  se  simplifiera  et  donnera 

(P,\  i^i —  -f  ^IfL -A-.  .— -i-r.———. 

^    '  ds  '  ds     '      '  ds     '      ^  ds        ds 

Enfin  Téquation  (i),  différenliée  à  son  tour,  deviendra 

dpi    ds         dpi    ds 

OU,  en  vertu  de  (6), 

/  da  (df  df 

ds    \      dpi  dp, 

de  I  ,^    df     ,  \         dS  I  df     ,      df 


—  o, 


ds  \'    dp^  J         ds  \dpi         dp-i 
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Oti  aurait  des  formules  analogues  en  dlfféren liant  par 

rapporta  f,  et  — -  sera  connu  dès  que  l'on  se  sera  donné 

les  relations  qui  expriment  a,  Z>,  c,  ô  en  fonction  de  s. 

Cela  posé,  prenons  le  plan  P  pour  plan  des  xj,  nous 
aurons 

^t  =  Çi,     Xi  --  "^/î      a--  Oy      bzrzoy     c=o,     Zi  -~  G, 
et,  par  suite,  les  formules  (4)  et  (7)  donneront 

dn  db        dS  de 

ds     '        ds         ds  '      ds 

df  df        \da        I        df  4f        \  db 


dp^  ^  dp-i        J  ds         \    ^  dpi  ^  d/)2        )  ds 

dpi     '     dp.2         ]  ds 

Supposons  maintenant  que  les  variables  a  et  h  aient 
été  choisies  comme  variables  indépendantes  5  ces  équa- 
tions donneront  tour  à  tour 

d^  dS 

**—     dpi      -^  dpi  -i-d     dpi       ^^  dj)i 

Les  dernières  équations  expriment  que  le  point  [x^j  ), 
qui  est  le  point  de  contact  du  point  P  avec  son  enve- 

1  1  1  •    '   ^  df       df       df 

loppe,  est  le  centre  de  gravite  des  masses  -   -•>-^—i  -^,... 

<-//>»,     dp.,     dp^ 

appliquées  en  (.r,,  y^)^  en  (0:2,^2)-  •  •  r^'spectivement ^ 
on  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

TnÉoniiMK.  —  Si  px^  Pi-'"  de  signe  ut  les  flistcuices  nor- 
males cVun  plan  mobile  P  à  des  surfaces  fixes  S,,  S^, . . . 
et  si  ces  distances  sont  lices  entre  elles  par  une  relation 
telle  que 

f(px,Pu.  .  .)  :--0, 

le  plan  P  eni^eloppe  une  certaine  surface,  qu^il  touche 

18. 


(  276) 

en  un  point  qui  est  le  centre  de  s:ravité  des  niasses  — > 

dpx 

'T~i'''  (^ppiKji^ees  aux  points  ou  Les  droites  p^^  p^-,-- 

rencontretit  le  plan  mobile. 

Corollaire  I.  —  Les  surfaces  Sj,  S^,.--  peuvent  se  ré- 
duire à  des  coui'bes  ou  à  des  points,  et  le  théorème  est 
encore  vrai. 

Corollaire  II.  —  Les  surfaces  Si,  Sa,...  peuvent  se 
réduire  à  des  cylindres  à  génératrices  parallèles  et,  dans 
ce  cas,  on  obtient  un  tliéorème  de  Géométrie  plane,  que 
l'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Si pi,  p^..  .  désignent  les  distances  normales  d'une 
droite  mobile  à  des  courbes  jixes  Si,  Sa,..,  et  s'il  existe 
une  relation 

f(P^,P'^^'  ■^)  =  o, 

la  droite  mobile  enveloppe  une  courbe,  qui  la  touche  au 

1  ■   '  j  ^f      àf  ,.       , 

centre  de  mavite  des  niasses  -—-•>  — v  appliquées  aux 

^  dpi    dp2  '  '     ' 

points  oii  les  droites  p^^  yOsv  rencontrent  la  droite 
mobile. 

Corollaire  III.  —  Si  l'équation 

f(p,,p,,..  .)  — o 

était  une  identité,  ou,  pour  parler  plus  exactement,  avait 

lieu  pour  tous  les  plans  de  rcspacc,  des  forces  --—•,  ;t— >•  •  • 

dpi     dp^ 

parallèles,  appliquées  suivant  les  droites  /7i,  ^2,...,  se  fe- 
raient équilibre-,  elles  se  réduiraient  à  un  couple,  dans  le 
cas  où  il  n'y  aurait  pas  d'enveloppe. 

Pour  montrer  Timportance  des  théorèmes  précédents, 
je  vais  en  présenter  quelques  applications  : 

Problème  I.  —  Qu(dlc  est  la  courbe  telle  que  le  pro- 
duit des  distances  de  deux  points  fixes  P,  Pj  à  ses  tan- 
gentes soit  constant? 
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En  appelant  /?i,  ^g  les  distances  en  question,  on  a 

p^Pi  =  const.  =  X^. 

Soient  Qi,  Qg  ^cs  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
de  Pi,  P2  sur  la  tangente  Qi  Q2  ;  le  point  M,  où  cette 
droite  touche  son  enveloppe,  est  le  centre  de  gravité  de 
deux  masses  p^  et  p^^  respectivement  appliquées  en  Q, 
et  Q2  •,  donc 

MO,       MO2  MO,         MO, 

=:   — ^  ,        OU        ^— ^  = 

p.  P2  P.Q,       P.Q. 

Ces  rapports  sont  les  cotangentes  des  angles  Pi  MQi 
et  P2MQ2,  qui  sont,  par  suite,  égaux  ou  supplémentaires. 
Prolongeons  PjM  jusqu'au  point  R,  où  elle  rencontre 
P2Q2,  on  a  évidemment 


P,R  =r(P,M-}-MP2)^  =  P,P,   H-4/?j— 4/^>cosP,P,R, 


(P.M^-MP,)=:--^.P,P,    -t-4/?J  H-4/?,cosP,PjR, 

et,  par  suite,  en  ajoutant  ces  formules  respectivement 
multipliées  par  p^  et  /^a? 


(P.  M  +   MP.)^  (/?!  +/^.)  ^^    P.P.      [p.   ~rp^  -4-  4A^  (p,   -':-  p,), 

d'où  l'on  tire 

P,MH-MP2"Const., 

et  le  point  M  décrit  une  ellipse.  11  est  clair  que,  si  Ton 
avait  raisonné  sur  une  figure  dans  laquelle  les  angles 
QiMPi  et  Q2IMP2  auraient  été  supplémentaires,  on  au- 
rait trouvé  une  hyperbole. 

Problème  II .  —  Quelle  est  la  courbe  dont  la  tangente 
est  à  des  distances  ^1  et  p^  de  deux  points  fixes  Pj  et  P2, 
telles  qu'on  ait 

op^  -I-  hp-i  -:-:  const. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  normale  à  la  courbe  ren- 
contre la  droite  P,  P2  en  un  point  fixe,  qui  est  le  centre 
de  gravité  de  deux  masses  a  ci  b  placées  en  P,  et  P,,  d'où 
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Ton  peut  conclure  que  la  courl)e  cliercliée  est  un  cercle. 
INous  ne  ferons  pas  d'autres  applications  de  notre  théo- 
rème^ nous  ferons  simplement  observer  en  terminant 
que  les  coordonnées  tangenticlles  homogènes  fourniront 
souvent  l'occasion  d'en  faire  usage.  Nous  ferons  encore 
observer  que  le  théorème  en  question  est  en  quelque  sorte 
un  corrélatif  de  ce  beau  théorème  dePoinsot  : 

Quajid  pi^  p^-)'"  désignent  les  distances  d^ un  point 
mobile  à  des  surfaces  jixeSy  la  normale  à  la  surface 
représentée  par  l équation 

f[p^->Pi^-  ■   )  ~o 

est  la  résultante  des  longueurs  -     ?  -      ,...   appliquées 

suivant  les  rayons  p^^  p^-, 

L'importance  de  ce  théorème  est  telle,  qu'à  lui  seul 
il  embrasse  toute  la  théorie  des  tangentes  des  plans  tan- 
gents et  en  quelque  sorte  toute  la  Statique.  On  sait,  en 
effet,  que  Poinsot  en  a  déduit  le  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles. 

NOTE  Sl^R  LA  MÉTHODE  D'ÉLHimiTIOX  DE  BEZOIJT; 

Par   m.   L.   PAINVIN. 

Le  principe  de  la  méthode  d'élimination  de  Bezout  (*) 
conduit,  dans  le  cas  de  deux  équations,  à  une  règle  simple 
qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

(k  Soient  d'abord  deux  équations  du  même  degré 

(2)  B        b.jf'-rb^x"'-'  H-.  .  .-;-^„,-.,x  -1-  bm  =  :o; 


(*)  Théorie  générale  des  équations  algébriques,  par  Bezolt,  p.  3oo.  La 
méthode  indi<iuce  par  Kezout  à  l'endroit  cite  est  identique  avec  la  méthode 
d'Euler;  mais  il  est  facile  de  voir  que  la  règle  énoncée  peut  se  ramener 
à  la  rèyle  (pi'on  donne  habituellement. 
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on  forme  les  combinaisons  suivantes  des  deux  équations 
données  : 


(3) 


b^A.  —  ûqB  --  o, 

(b^a:  -{-  bi)A  —  (a^x  -f-  «,)B  n^  o, 

[boX--f-  biX  -h  b2]A  —  (flToJC^H-  <7,^  H-  ^2)B  =  o, 

(boX"^-'-\-b,:i''"-'^^-...-^.^bm-i)A 


on  a  ainsi  m  équations  du  (m —  ly^'»^  degré ^  le  résul- 
tant des  équations  (i)  et  (2)  s'obtiendra  en  égalant  à 
zéro  le  déterminant  du  système  formé  par  ces  ni  équa- 
tions. 

))   Si  les  équations  proposées  sont  de  degrés  différents, 
soit,  par  exemple, 

.[1')  bnX^-^-\~  ^,^^,^'«-«-,_,__    _^  b^_,a;-\-  bm^o, 

on  complétera  la  seconde  équation  par  l'adjonction  des 
termes 

en  supposant 

b^^:^  bi=  .  .  .=z  bn-i  ■=-  o, 

etl'on  appliquera  la  règle  précédente.  Seulement  il  faudra 
supprimer,  dans  le  résultat  obtenu,  le  facteur  Juanger 
ÛQ  qui  se  présente  à  cause  de  l'introduction  de  n  racines 
inGnies  par  la  modification  apportée  à  l'équation  (2').  » 

2.  Cette  règle  donne  l'équation  finale  sous  la  forme 
d'un  déterminant;  on  a  fait  peu  de  remarques  sur  la  loi 
de  formation  de  ses  différents  termes,  et  ces  remarques, 
déduites  d'ailleurs  par  analogie,   ne  conduisent  pas  à 
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l'expression  explicite  cVun  élément  quelconque  de  ce  dé- 
terminant. 

Habituellement  on  établit  deux  règles  différentes, 
suivant  que  les  équations  proposées  sont  ou  ne  sont  pas 
du  même  degré  5  Ténoncé  que  j'ai  donné  ramène  la  mé- 
thode d'élimination  à  une  règle  unique. 

Je  me  propose  de  faire  connaître  l'expression  explicite 
d'un  quelconque  des  éléments  du  déterminant-résultant-, 
on  aura  alors  une  formule  générale  qui  permettra  d'é- 
crire le  résultant  sans  avoir  à  refaire,  pour  chaque  cas, 
les  calculs  indiqués  dans  les  combinaisons  (3). 

3.  La  règle  énoncée  en  commençant  conduit  à  ni  équa- 
tions du  degré  (m  —  1)5  les  éléments  du  déterminant- 
résultant  seront  les  coefficients  des  diverses  puissances 
de  X  dans  ces  équations  ordonnées. 

Les  éléments  de  la  ligne  de  rang/;  seront  les  coefficients 
de  la  /^'^'"^  des  équations  (3),  savoir  : 

{b^xP-'  -^  biXP-'  -h...-f-  bp^^)A. 

Cette  équation  peut  s'écrire 

[b^xP-'-^'-b^xP --"-...-]-  bp^^)[[a,xP-'^,~a^xP-^-'-...-^ap_^)x'''-P^' 

-'~apX"'-P-\-.,.A'a„^^ 

—  {aoxP-*-]-aiXP-^-r-...-{-ap_i)[{boxP~'-hbiXP-'-r',..-hbp_y)x'"-P^' 

-^bpX"'-P-^,..-h-b„,] 

elle  se  réduit  visiblement  à 

I       {ripX"^-P-\-ap+,x'"-P-' -f- .  . -ha,„){boxP-'-^b^xP-'-^ . . . -4- V,) 
(  —(bpX""P'-'r-bp^,.x'"-P-'-\~.  .-^^b,n){aoxP-'-\-a^xP-'-\-...-^'ap_,) 

Le  terme  de  rang  ^,  dans  la  ligne  de  rang  p,  sera  le 
coefficient  de  x"'~'^  dans  l'équation  (4).  Pour  obtenir  ce 
terme,  considérons,  dans  l'équation  (4),  le  premier  pro- 


I 


=::0. 
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duit^  renversons  l'ordre  des  termes  du  multiplicande,  et 
écrivons  le  premier  terme  b^x^''^  du  multiplicateur 
au-dessous  du  terme  de  degré  [m  —  p  —  <7  -H  i)  dans  le 
multiplicande,  ce  qui  donne  la  disposition 

(   «„.-{-.  .-^  ap^q^.x^'-P-'J-^'  -'-.  .-h  aqX'—'i -h...-^  ap,r^-P, 
^    ^   \  b,xP-'  -4-...-i-V" 

Le  coefficient  de  :js'"~'?  sera  la  somme  des  coefficients 
des  termes  qui  se  correspondent  verticalement. 
Or,  si  Ton  pose 

ai  bi 
(6)  kij^aihj—ajhi^ 

aj  bj 

et  si  l'on  désigne  par  y.p^  le  coefficient  du  terme  de  rang 
q  dans  Xb.  p'"'""  des  équations  (3),  on  aura  évidemment, 
d'après  ce  qui  vient  d'être  dit, 

(  7  )       '^pq  ~~~  "^p+q—\,0  "+■  Ajt,_|_y_2,i  -\~  Ap^q—3^2  -r-..  -  -t-  Aq^p_\, 

On  voit  que,  si  p  -h  q  —  i  >  m,  il  n'y  aura  pas  de 
termes  du  multiplicande  placés  au-dessus  des  termes 
b^xP'^,  biXP~^^...du  multiplicateur,  puisque  le  premier 
terme  à  gauche  du  multiplicande  est  a,^-^  le  premier 
terme  de  la  somme  a^^  sera  donc  celui  pour  lequel  le 
premier  indice  est  au  plus  égal  à  m. 

On  remarque  encore  que  le  second  indice  du  dernier 
terme  de  a^^  n'est  jamais  supérieur  à  {p  —  i)  ;  si  ^  est 
inférieur  à  (j^  ce  dernier  terme  existera  dans  a^„^  -,  si  p  est 
supérieur  à  q,  les  derniers  termes  de  a^,^  seront  nulsj  le 
premier  des  termes  non  nuls,  en  s'avançant  vers  la 
gauche,  sera  Ap,^_i.  D'ailleurs  on  peut  ne  pas  se  préoc- 
cuper des  derniers  termes  de  «p^,  car,  lorsque  p  est  su- 
périeur à  q,  les  termes  écrits  d'après  la  loi  de  formation 
indiquée  dans  la  formule  (7)  et  se  trouvant  au  delà  de 


(  9,8:.  ) 
^P,<]-i  se  détruiront  idenliquement  5  ils  sont,  en  effet, 

or  il  est  visible  que  A,y  =  —  A,,-,  donc  — 

4.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  la  formule  générale 
suivante  r 

Étant  don/ijcs  les  deux  équaùojis 

(     OoX'"  H-  O^X'""^  -{-...  -f-  ttm  ~"  O, 

j    b^x'^-l-  byX"'-'-\~  ..-^  b„^  —  o, 

si  r  on  pose 

tii  bi 

A,j  r::r  «,•  bj  —  aj  bi  - 


(I 


«y  h 


puis 

(IIIj  a.pq-z=z  A^+y—i^o"!"  Ap+^_2,i  H-  Ay54.y_3^2  ■"'-'•••  "H"  Ajr,^— 1, 

/<?  résultat  de  V élimination  de  x  entre  les  deux  équa- 
tions (I)  sera 


(iv; 


ai(       ai2      CC|3       .  .  .      cf.^,n 

(/.21  «22  OC23  .   .    •  Ct-im 

^m{        ^m1       «/n3         •   •  •         '^mm 


=   O. 


Remarque!. — Dans  la  formule  (III),  les  premiers  in- 
dices ne  doivent  jamais  être  supérieurs  à  m  :  on  devra 
donc  omettre  les  termes  dans  lesquels  le  premier  indice 
est  plus  grand  que  m.  Le  deuxième  indice  n'est  jamais 
supérieur  à  p  —  i .  La  somme  des  deux  indices  est  égale 
h{p~\~r/—i). 

RemauqueII.  —  Lorsque  les  équations  (I)  ne  sont  pas 
du  même  degré,  si  la  seconde,  par  exemple,  est 

è„^'"-«  -j-  ^„+,x'"-''-'  -1-...-1-  b„,  =  o, 

on  peut  toujours  appliquer  la  formule  générale  qui  pré- 
cède en  introduisant  les  hypothèses 


b„=z  b,:=  b.z=i 


b„^i  =  Oy 
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seulement  il  faudra  supprimer  le  facteur  a^  qui  se  pré- 
sentera dans  l'équation  (IV)  et  qui  est  étranger  à  la 
question. 

Remarque  IIl.  —  Le  déterminant  (IV)  est  un  détermi- 
nant symétrique,  c'est-à-dire  que 

(V)  a.pq~CLqp, 

On  a,  effet, 

\2    )  ^qp  ^^^^  "q+p—\,o     r-  Afjj,.p-.  2,1  ~\-  .''—.-  Ap^q^\. 

Supposons,  par  exemple,  p  1>(J '-^  les  premiers  termes 
des  expressions  (i°)  et  (2°)  sont  évidemment  égaux 
jusqu'au  terme  Ap^^_i,  inclusivement,  qui  est  le  dernier 
terme  de  a^^*,  à  partir  de  là,  les  termes  restants  dans  a.p^ 
sont 

Orcettesommeest  évidemment  nulle,  puisque  A,,::= — A,y^ 
donc  cc^p  —  oc^p. 

5 .  Appliquons  cette  règle  au  système  des  deux  équa  tions 

II)     l 

i   b^x^  -1-  h^x-'  -1-  Z>2^'  H-  b^x'^  -\-  bi-T-  -h  b^x  -h-  b^  =^  O. 

La  formule  (IIl)  donne,  immédiatement  et  sans  calcul, 

«Il  =^  Ain, 

ai2  :=  Asoj  ccj2  ^^  A30  "■'  '  A21J 

a,3  =  A3o.  a.,3  n:::  A40-!-  A3,,  «33  "-  Ajo-I-  A4,  -:-  A32, 

a, 4  rz:  A4,,»  «24  ^^^'  A50  ■'     A41,  «34  r.:z  Aoo~\~  Aj,  -!-  A42, 

«15  ~=  Aio,  «n  --  A^o  ■'■  ■  A5,,  «35  -::-           -1-  Aci  -;     A52, 

aie  =  Aeo',  «26=^          -■- AcT,  «se—-                       -r-Ag:; 

0^44    ^^^^    A(;|  -  i-    A52    ~'~    A43, 

a45  =r:  -i-  Ac2   -1-   Ar,3,         «55  Ao,4-   A54, 

(^H~~  -+-  Ai;j;         «iu        -;  -1-   Ao4  5  «1;,:  Ac5. 


(  r..84  ) 
Le  résultai  de  l'élimination  est  donc 


(^■) 


(5) 


O 
G 

h. 


Aio       Ajo                   A-if,                               A40  Asn                    A^^ 

A,„     Aao-l-A,,     A4o-'-A3,              A50-HA4,  A,;o+A5,     A,,, 

A30         A4o--f-A3,         A5o-l-A4,-f-A3î         A,;„-f  A5l-!-A42  AuiH-Asî          A,;2 

A40         A50-T-A4,          A(;o-hA5,-h-A42         Aoi-hA52^4-A43  Acz-^Aja         A,;3 

Aso     Auo-f-As,                Aci-f-A.s2                AnîH-Asa  Ae3-^A54      Ag^ 

Ago           ~+~Ae(                        A(iî                        Ags  Agi     A(j5 

6.  Maintenant  supposons,  par  exemple, 
(3)  è„=:o,     è,  ~o,     Z>2  =  o, 

on  a,  dans  ce  cas, 


r^O. 


(4) 


A, 0  —  0,  A20— o,  A, 2  =  0, 

Ako-^  —  a^O/:,    Aki=^ —  a^bf,,    Aa.:^ —  a^bk,    où    >f>>2. 


Introduisons  ces  hypollièses  dans  le  résultant  (2);  on 
peut  d'abord  diviser  la  première  ligne  et  la  première 
colonne  par  — «o  7  après  cette  suppression,  ajoutons  à 
la  seconde  ligne  la  première  multipliée  par  «,,  on  pourra 
encore  diviser  la  seconde  ligne  par  —  a^,  et  Ton  ob- 
tiendra comme  résultat  définitif,  après  avoir  ajouté  à  la 
seconde  colonne  la  première  multipliée  par  a^  : 


o  ^3                               bi 

b,  b,                               b, 

—a^bi  — a^b^'—aib^—a^b^  —a^b^—aj)^~aj)^ 

—  «0^5  — a^bf—a^b^ — «2^4   — «.^0 — a2^5-^-A43 

—  ^0^6  -^a^b^—a-ib-,              —a^bcrAi^ 
o  —a  2b,,                             Ab3 


bs  b, 

be  o 

-aib^i—a^b^  — «jA,, 

■«,è6^-A53  Agr. 

Aii3  -{-A'j',  Afij 

Ac4  Aps 


--  o. 


Ce  déterminant,   qu'on  pourrait  encore  simplifier    en 
combinant  les   lignes  et  les  colonnes,  est  le  résultant 


7) 
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des  deux  équations 

(      h^x'^  H-  b^x?  -I-  h^x  -i-  èg  rr;  o. 

Si  l'on  suppose  Z>3  =  o,  on  pourra  diviser  de  nouveau 
par  —  ^07  et  le  déterminant  (5),  simplifié  par  l'addition 
convenable  des  lignes  et  des  colonnes,  se  réduit  à 

o  o          o  hi  hf,  b^ 

o  o          bu  bi  b^  o 

o  bi  — a^b^^aibi,  — a^bç^-^a^b^  o  o 

bi  b^  —ajji^^aj)^  — a^b^-\~a-ibi^aj:)i  o  o 

b^  bç,          o  o  — «s^e-^Asi  A64 

b^  o           o  o  A64  Ags 

L'équation  (7)  est  le  résultat  de  l'élimination  de^c  entre 
les  deux  équations 


r=  o. 


(8) 


1   a^x^  -^-  a^x"  -^-  a^x^-\-a-iX^  -4-  Œi^x'^-  -\-  a-^x  -h  a^  =0, 
(       bi^x- -\~  bç,X -^  b^:,:=z  o. 


mmumm  complètes; 

Par  m.  g.- h.  NIEWENGLOWSKI, 

Professeur  de  Mathématiques  à  Paris. 


Les  combinaisons  complètes  (*),  ou  combinaisons 
avec  répétition,  de  m  lettres  prises  deux  à  deux,  trois  à 
trois,...,  sont  les  produits  dans  lesquels  les  mêmes  lettres 
peuvent  se  trouver  répétées  plusieurs  fois  comme  fac- 
teurs. L'ordre  de  ces  facteurs  étant  indifférent  dans  les 


(*)  Fo//- les  Nouvelles  Annales^   x^*^  série,  t.  I,  article  de  M.   l.i.\r,LT, 
et  i^  série,  t.  1\,  p.  1G8. 
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combinaisons,  ou  peut,  au  lieu  de  aaha^  écrire  aaah^ 
ou  plus  simplement  ti^h.  Ainsi,  les  combinaisons  com- 
plètes des  trois  «,  h^  c,  prises  trois  à  trois,  sont 

<?',      a^hy      n-Cy      ab-y      ne-,      abc,      b^,      b'^c^      bc^,      c\ 

Pour  trouver  le  nombre  des  combinaisons  complètes, 
remarquons  que,  d'après  un  théorème  des  combinaisons 
simples,  on  a 

pn  +  r       ■      pn  pn  -f-  r 


•           ' 

••*•*•••-•> 

d'où 

p/î              p/l  -r-  t 

^n  ^n  +  ii 

(I) 

C/«  -4'  C,re  _  I  H 

_  P« 

_  pn  H-  I 

Cela  posé,  rien  de  plus  facile  que  de  former  les  com- 
binaisons complètes  de  différents  ordres  les  unes  après 
les  autres,  et  d'en  avoir  le  nombre. 

En  effet,  soient  m  lettres  placées  en  ligne  droite  dans 
l'ordre  alphabétique 

«,     b,     Cy     dy .  .  . ,     k,     i. 

Les  combinaisons  complètes  de  ces  m  lettres,  prises 
deux  à  deux,  forment  le  tableau  suivant  : 


^l\ 

ab, 

ac, 

ady .  . 

•   5 

a/i, 

al  y 

0', 

bc, 

bd, .  . 

■     ■  > 

b/,, 

bU 

c\ 

cd, .  . 

•  5 

c/i, 

cl. 

d\. 

■      ■> 

dh, 

dl, 

h\ 

kl, 

l\ 

Il  est  évident  que  le  nombre  des  combinaisons  com- 
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plètes,  qui  forment  Ja  première  ligne  du  tableau,  est  ex- 
primé par  C;,,-, 

Celui  de  la  seconde  ligne  est  exprimé  par  CJ„_i-, 
Les  autres  sont  donnés  par  CJ„_2,  CJ„_3, .  .  . ,  CJ. 
Par  conséquent,  le  nombre  de  toutes  ces  combinaisons 
est  égal  à  la  somme 

Si  donc  on  désigne  par  Kf„  le  nombre  des  combi- 
naisons complètes  des  m  lettres,  prises  deux  à  deux,  on 
aura 

K2    . .  f2 
m  —  ^m  -+- 1  • 

Maintenant,  pour  former  les  combinaisons  complètes 
des  m  lettres  prises  trois  à  trois,  il  suffit  d'écrire  la  lettre  a 
dans  toutes  les  combinaisons  déjà  obtenues;  la  lettre  h 
dans  toutes  celles  où  la  lettre  a  n'entre  pas;  la  lettre  c 
dans  toutes  celles  où  les  deux  lettres  a  et  b  n'entrent  pas, 
et  ainsi  de  suite,  ce  qui  donne 

ab"^,    abc^     abcl, .  .  . ,     abk,     abl, 
ac^y    acdj .  .    ,      ach\,      ad. 


cd-, 

,  •  .  . , 

a  kl, 
al\ 

b\ 

b'-c. 

b'd,.  .  . 

,      b^-/., 

bU, 

bc', 

bcd,  .  .  . 

,      bch, 

bel. 

bk-,    bhl, 
bl\ 
k\    kH, 
kl\ 
P. 
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Le  nombre  des  combinaisons  complètes  formées  avec 
la  lettre  a,   d'après   ce   qui    précède,   est  exprimé   par 

De  même,  le  nombre  des  combinaisons  complètes  for- 
mées avec  la  lettre  Z>,  dans  lesquelles  la  lettre  a  n'entre 
pas,  est  donné  par  K;,j_i  =  C;„^  les  combinaisons  com- 
plètes formées  avec  la  lettre  c,  dans  lesquelles  les  deux 
lettres  a,  h  n'entrent  pas,  sont  au  nombre  représenté  par 
K^,, _2  :^==  CJ,j_^.i,  et  ainsi  de  suite.  Le  dernier  groupe  n'a 
qu'une  combinaison,  et  est  représenté,  pour  uniformité, 
par  Cg;  par  conséquent,  le  nombre  de  toutes  ces  combi- 
naisons est  égal  à  la  somme 

^m   r  I  "T-  \j,n  -f-  y^m  —  i  -i-  •   •  •  -|-  Vjj  — -  ^m 


■•/M  +  2> 


ce  qui  donne 

1\.,„  tr^  Li 


m  +  2* 


Nous  en  concluons,  par  analogie,  la  formule  générale 

(2)  K^  —  C"^ 


'/n  -T-  n  ■ 


Or,  si  cette  formule  est  vraie  pour  les  combinaisons 
complètes  des  m  lettres,  n  à  n,  elle  sera  aussi  vraie  pour 
celles  des  m  lettres,  ^ -h  i  à  ?i-\-i.  En  effet,  formons 
ces  dernières  :  il  suffit  pour  cela  d'écrire  la  lettre  a  dans 
toutes  les  combinaisons  déjà  obtenues,  dont  le  nombre 
est  C'^  ,. „_i*,  de  mettre  la  lettre  h  dans  toutes  celles  dans 
lesquelles  la  lettre  a  n'entre  pas,  et  qui  sont  au  nombre 
de  Q^  i  „--2  5  d'écrire  la  lettre  c  dans  toutes  les  combi- 
naisons déjà  obtenues,  dans  lesquelles  les  deux  lettres 
a,  b  n'entrent  pas,  et  qui  sont  au  nombre  de  C",_j.,,_3,  et 
ainsi  de  suite.  On  voit  que  le  nombre  des  combinaisons 
complètes  des  m  lettres,  prises  zi  -f-  i  à  /î  -f-  i,  est  égal 
à  la  somme 


C"n-i-n  -i  ~^  ^m-i-n—?  '^  ^rii-^n  —  Z  +  •  •  •  H"  C,,  C;, 


m  -hn  f 


(^89) 
par  conséquent, 

donc  la  formule  (2)  est  générale. 

Nous  avons  ainsi  montré  comment  on  peut  former  les 
combinaisons  complètes,  et  quel  en  est  le  nombre. 


SUR  m  PROBLEME  D'ANALYSE  INDETERMINEE  RELATIF 
AU  TÉTRAÈDRE  ; 

Par  m.  Charles  CIIABANEL. 


Trousser  un  tétraèdre  ayant  parmi  ses  angles  solides 
un  trièdre  trirectangle,  et  dont  les  six  arêtes  soient  me- 
surées par  des  nombres  entiers. 

^  Soient  <2,  Z>,  c  les  arêtes  dont  le  point  de  concours  est 
au  sommet  du  trièdre  trirectangle,  et  /?,  q^  /les  côtés  de 
la  face  opposée  à  ce  sommet.  On  a 

(2)  b'^c'=zr, 

(3) 


fi  - 


a'  L=  r 


Il  s'agit  donc  de  trouver,  en  nombres  entiers,  trois 
carrés  tels,  que  la  somme  de  deux  quelconques  d'entre 
eux  soit  un  carré.  UyÉrithniétique  de  Dioplianle  donne 
la  solution  numérique  d'un  problème  analogue  :  je  me 
servirai  ici  des  artifices  qui  conduisent  à  celte  solution. 

Je  pose 

Ann.  de  Mathcinat.,  3*  série,  t.  XIII.  (Juin  187,').)  19 


(  ^9o  ) 
d'où 

Si  je  donne  aux  arêtes  «,  h  les  valeurs  suivantes  : 

t 
t  étant  une  indéterminée,  j'aurai 


«^H-^^=('f  4-'/0   » 


b^+c^^  =  [t-\-§'t]   , 


c'est-à-dire  que  les  équations  (2)  et  (3)  seront  vérifiées 
par  des  valeurs  rationnelles,  quelle  que  soit  la  valeur  ra- 
tionnelle de  t. 

Reste  à  considérer  l'équation  (i),  qui  devient 

ou,  en  ayant  égard  à  ce  que  c^  =z  ^yy'  =  4  àd', 

On  peut  satisfaire  à  l'équation  précédente  en  posant 


2 


7*  -t-  0-  _ 
__--_  _  p 

cl 

(7"  +  o'-^);2_  ^2  — o. 

On  déduit  de  cette  dernière  équation 


\'7"  -h  ¥' 
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mais 

donc 

Cette  valeur  de  l'indéterminée  «  donne,  pour  les  arêtes 
rt,  ^,  Cj  les  expressions  ci-après  : 


On  fera  disparaître  le  radical  et  les  dénominateurs 
qui  figurent  dans  ces  expressions  en  les  multipliant  par 

Désignant  par  A,  B,  G  les  arêtes  dont  le  point  de  con- 
cours est  au  sommet  du  trièdre  trirectangle,  et  qui  sont 
mesurées  par  des  nombres  entiers  et  vérifiant  les  équa- 
tions (i),  (2),  (3),  on  a 

Br=  2«6[(a'-i-6')2  — 4(a2— 62)2J^ 
C=i:8a§(a«  — 6\), 

On  trouvera,  pour  les  trois  autres  arêtes, 

.      Q==(a='-e^)[(a'H-?'^)^-|-l6a^1=], 
R  =:  2a6  [(a'  -+-  6')2  +  4  (a=  —  6^)']  . 

Les  nombres  «,  S  sont  indéterminés,  mais  ils  ne  pcu- 

ï9- 
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vent  ctrc  égaux.   Si  l'on  fait  a  =  2    et  6  =  i,*on   a  la 

solution 

A—  117, 

C  ^^  240, 

P  —    125, 

Q  =  2G7, 

Rr=244. 

Note  du  rédacteur.  —  Cette  solution  numérique  A  =117,  B  = /|4. 
C  =  240  se  trouve  aussi  dans  V Algèbre  d'Euler,  t.  II,  p.  ^îS/j;  mais  elle 
n'est  pas,  comme  ici,  comprise  dans  des  formules  qui  donnent  une  in- 
finité d'autres  solutions  de  la  question  proposée. 

Il  ne  serait  pas  sans  intérêt  de  savoir  si  les  nombres  117,  l\!\,  a/jo  re- 
présentent les  plus  petites  valeurs  entières  que  l'on  puisse  attribuer  aux 
arêtes  A,  B,  C,  sous  la  condition  que  les  trois  autres  arêtes  P,  Q,  R 
soient,  de  môme,  mesurées  par  des  nombres  entiers.  (G). 

CORRESPONDANCE. 


1.  Extrait  d'une  Lettre  de  M.  Moret-Blanc.  — 
La  solution  géométrique  de  la  question  de  Mathéma- 
tiques spéciales  du  Concours  d'agrégation  (1873),  insérée 
dans  le  numéro  de  janvier,  contient  une  erreur,  facile 
du  reste  à  rectifier. 

L'auteur  dit  : 

«  La  normale  en  P  à  i'hyperboloïde  étant  dans  le  plan 
de  rdlipse  de  gorge,  le  centre  de  la  sphère  considérée 
dans  renoncé  décrit  cette  normale.  )> 

Celte  dernière  assertion  est  inexacte  :  les  normales 
menées  le  long  d'une  génératrice  G,  étant  des  généra- 
trices d'un  même  système  d'un  paraboloïde  hyperbolique, 
ne  se  rencontrent  pas,  mais  le  plan  de  l'ellipse  dégorge, 
qui  coupe  le  paraboloïde  suivant  une  génératrice  de  ce 
premier  système,  la  normale   en  P  à  I'hyperboloïde,  le 
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coupe  aussi  suivant  une  génératrice  du  second  système, 
rencontrée  par  toutes  celles  du  premier,  et  qui  est  par 
conséquent  le  lieu  des  points  d'incidence  ou  des  centres 
des  sphères  considérées  dans  l'énoncé.  La  conclusion 
reste  la  même,  ou  plutôt  elle  devient  légitime^  car,  si 
la  normale  en  P  était  l'axe  de  la  surface  de  révolution, 
celle-ci  serait  un  cône  et  non  un  hyperboloïde. 

2.  M.  Harkema  nous  écrit,  de  Saint-Pétersbourg, 
que  la  question  949  a  été  résolue  d'une  manière  incom- 
plète (2*"  série,  t.  X,  p.  42),  en  ce  que  l'équation  d'une 
conique  a  été  seulement  obtenue  en  supposant  le  pôle 
situé  sur  la  droite  donnée,  et  qu'en  outre  cette  équation 
ne  résulte  pas  d'une  valeur  particulière  attribuée  à  la 
constante  de  l'intégrale  considérée.  M.  Harkema  joint  à 
ses  observations  une  solution  complète  qui  sera  insérée 
dans  un  de  nos  prochains  numéros. 

3.  M.  Bourguet,  qui  a,  plus  d'une  fois,  bien  voulu  nous 
faire  part  de  ses  remarques  sur  la  résolution  de  questions 
proposées  dans  les  Nouvelles  Annales,  nous  adresse  au- 
jourd'hui une  solution  simplifiée  de  la  question  1018, 
déjà  résolue.  (Même  tome,  p.  201.)  Voici  la  solution  de 
M.  Bourguet  : 

«   Nous  avons 

X  =z  a  CCS  a  =  n'  ces  a', 

j  =z  è  sin  a  =::  />'  sin  a' , 

cCoiL 

cosa  sin  a  =:  cosa'  sin  a', 

OU 

sin2a  =:  sin  2  a', 

qui  prouve  que  les  deux  angles  sont  égaux  ou  complé- 
mentaires. 
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»  De  là  on  tire 

tanca  =  cota  z=:  —5 
et 


aa 


h  h' 


•r  r=r  - -  ?      J'  =  "^ — T  > 

et,  siVoji  suppose  a  =:^  a\  b  =  h\ 

a"  IP 

2  2 

et  le  lieu  y  en  supposant  ah  =  A,  est  xy  =  =iz  -jA'.  » 

SOLlJTIOI\S  DE  OIJESTIONS 
PROPOSÉES  DA^S  LES  NOUVELLES  A!\MLES. 


Question   1033 

(  Toir  7."  série,  t.  XI,  p.  336)  ; 

Par  m.  a.   PELLISSIER. 

On  donne  un  cylindre  droit  et  une  hélice  tracée  sur 
ce  cjlindre  :  troui^er  la  longueur  dhin  arc  de  l'hélice 
tel,  que  les  tangentes  menées  à  ses  extrémités  se  ren- 
contrent. 

Soient 

AB  un  arc  d'hélice  tel,  queles  tangentes  AC,  BC  menées 

à  ses  extrémités  A,  B  se  rencontrent  en  un  point  C  ; 
R  le  rayon  de  la  base  du  cylindre  sur  lequel  l'hélice 

est  tracée  -, 
O  le  centre  de  cette  base; 
rtc,  hc  les  projections  de  AC,  BCsur  le  plan  de  la  base 

du  cylindre,  et  tangentes  en  a,  Z>,  à  la  circonférence 

dont  O  est  le  centre  j 
h  le  pas  de  l'hélice^ 
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a  l'angle  constant  que  les  tangentes  à  rhélice  forment 

avec  les  génératrices  du  cylindre; 
X  l'arc  ah  de  la  circonférence  O  terminé  aux  points 

de  contact  a,  h. 

On    voit   facilement   que    Ce — Aa  :=  ca.cot  a,    et 
B^  —  Ce  =  c^.cota,  d'où 

Zc—ka  =  '&h  —  Cc  —  \['^h  —  ka)\ 

le  point  C  est  donc  également  distant  des  deux  plans 
menés  par  les  points  A,  B  parallèlement  au  plan  de  la 
base  du  cylindre. 

Le  triangle  a  Oc  donne 


d'où 


X 
"^  ^  2R 


X 

Q>c  —  ka  =n=  R  lani? cota. 

2R 


//  0(^ 

D'autre  part,  BZ>  —  Aa  =  — -—\  il  s'ensuit 

^  27rR 


.T.  \     hx 


R  tang  — —  cota  ^^  - 


2R  2  27rR 

h 
et,  parce  que  cota  =  — -?  on  a 
*^  *  2;rR 

Par  conséquent,  la  question  se  ramène  à  trouver  un 

angle  — —  qui  soit  mesuré  par  le  même  nombre  que  sa 

tangente,   ce  qui  est  une  question  dont  la   solution  se 
trouve  dans  la  plupart  des  Traités  d'Algèbre. 

Connaissant  x,  on  en  conclura  immédiatement  la  lon- 
gueur de  l'arc  AB  de  l'hélice. 

Note.  —  La  môme  question  a  clé  résolue  par  M.  Moret-Hlanc. 
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Question  H 19 

(  voir  7*  série,  t.  Xll ,  p.  'j7.-j  )  ; 

Par    m.   C.   MOREAU, 

Capitaine  d'Artillerie. 

Parmi  tous  les  triangles  ayant  un  même  angle  dont 
le  cosinus  est  supposé  commensurahle ,  il  en  est  une  in- 
finité dont  les  côtés  sont  en  nombres  entiers. 

(Abel  Transon.) 

Soient  rt,  h^  c  les  côtés  d'un  triangle,  et  cosA  =  -? 

p  et  (]  étant  des  nombres  entiers  premiers  entre  eux  : 
on  a 

//-  ~  c^—  n-         p  (h  -^  r  -\-  a){h  -{-  c  —  a)         f^l  -^  P 

:::r:   -,        d  OU —- — j-  =  • 

2  bc  q  [a  -\-  h  —  cj  (<?  -j-  c  —  b]         <y  —  p 

Posons  [h -k~  C  —  <2)  =  X,  et  [a -^  c — Z>)  =  Y,  et 
remarquons  que 

n  -^  h  -^  c  7=i[h  Ar  c  —  a)  -\-  in  ^  c  —  h)  -^  [a  -^  b  —  c), 

il  viendra 

X  -:-  Y  -4-  f^  H-  ^  —  r)  _  [g  ^p\X 
'ï^-^b  —  c)  —  (,y_;,.Y' 

d'où 

^/  (r/-/OX(XH-Y) 

a  -\-  b  —  c  =r ~ ; rr  • 

\q-Yp]  Y-[q  -p)X 

Afin  de  n'avoir  que  des  valeurs  entières,  nous  pren- 
drons 

X^=^{b  -h-  c  —  fi)=  2.r  [  { r/  +  p)  Y  —  {q  —  p)  j:], 
Y  ={n  -hc  —  h)~7.j[{q  -^  p)j  —  [q  —p)x], 

doù 

ia  ^b  —  c)—o.[[q  —p)x[x-^j-)], 

ce  qui  donne 

a  z=^  [q  -\-  p)  y'  -{-  {q  —  p).x\ 

b  =  '^q^y-, 

c  =z[x  -\-y)[[q  -\- p)y  —  {q  —  p)x]' 
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Quels  que  soient  les  entiers  xely^  pourvu  que  c  soit 
positif,  ces  formules  donnent,  en  nombres  entiers  posi- 
tifs, les  trois  côtés  d'un  triangle,  dans  lequel  l'angle  A  a 

P 
pour  cosinus  -• 

Si  le  cosinus  de  A  était  donné  négatif,  il  suffirait  de 
changer  dans  ce  qui  précède  le  signe  de  p. 

JNote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Question  1121 

(voir  z'  série ,  t.  XII,  p.  5a8  )  ; 

Par  m.   Alfred  ROUSSET. 

Trouver  le  lieu  des  fojers  des  coniques  tangentes  en 
un  point  donné  à  une  droite  donnée ^  et  ayant  une 
extrémité  de  V  axe  focal  en  un  point  dojiné. 

(A.  DE  Saint-Germain.) 

Soient  F  un  des  points  du  lieu  ('*')•,  A  l'extrémité 
donnée  de  l'axe  focal 5  B  le  point  de  contact  de  la  tan- 
gente donnée^  G  le  point  de  rencontre  de  celte  tangente 
et  d'une  perpendiculaire  élevée  à  l'axe  focal  au  point  K  j 
w  et  a  les  angles  BAF,  ABF,  et  V  l'angle  GBA. 

La  droite  FG  est,  comme  on  sait,  bissectrice  de 
l'angle  AFB  des  rayons  vecteurs  FA,  FB,  menés  aux 
points  de  contact  A,  B  des  tangentes  G  A,  GB.  Or  les 
triangles  GAF,  GBF  donnent 


donc 


sinCFA=:---,5  etsinCFB:=  — -,  sin(V -^  a); 

et  et      ^ 


—  =sm(V-f-a). 


Mais,  dans  le  triangle  GAB,  on  a 

AC_  sin  CBA_  sinV 
BC        sin  CAB        cosw  ' 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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par  conséquent, 

(i)  sînV  =  coswsin(V -f- a). 

C'est,  en  coordonnées  w,  a,  Téquation  du  lieu. 

Pour  l'obtenir  en  coordonnées  rectilignes  ,  prenons 
pour  axe  des  x  la  droite  BA,  et  la  perpendiculaire  en  B 
pour  axe  desj>^  En  posant  BA  =  «,  nous  aurons 

o  —  X  ,  y  on 

COSw  =  ^  Sin  a  =:  <  COSa  =:  ^ 

y/j'  ^{a  —  xf  sir'  -^-x^  \lf'  -h  x^ 

et  en  remplaçant  cosoi),  sin  a,  cos«  par  ces  valeurs  dans 
l'équation 

(i)    sin  V=:  COSW  sin(V-|-  a)  :=:.  cos&>(cosasinV+  sinacosV), 

il  viendra 

a — X  /.rsinV  +  )^cos' 


sinV=: 


^osV\ 

=1 


y/j2_|_  [^a  —  xy  \       v^j--h 

et,  par  suite, 

sin^  V  [.rr  -f-  j')  [  j2  -h  («  —  j:)2]  =  («  —  ^)^  (^  sin V  H- j  cosV)'. 

Cette  équation  du  quatrième  degré  se  ramène  au  troi- 
sième en  supprimant  le  facteur  j'j  et  en  réduisant  on 
trouve 

(2)     sin^V(.r^  +jr^)j'  —  (^  —  •^)"  (jcos2V  -f-  ^sinsV)  =  o. 

La  tangente,  à  Torigine,  a  pour  équation 

j ces 2V  -f-  ^sin2  V=  o. 

Les  directions  asymptotiqucs  sont  données  par  l'é- 
quation 

c'sin'V  -f-c(sin^V—  COS2V)  —  sin 2V  =^  o, 
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qui  a  pour  racines 

—  cosV=hi/i — qsin^V 

cotV     et      ;   ^,     -^ ; 

2sinV 

ces  trois  racines  sont  réelles  lorsqu'on  a,  en  valeur  abso- 
lue, sinV<^y. 

Le  moyen  le  plus  commode  pour  construire  la  courbe 
est  de  se  servir  de  l'équation 

(i)  sinV  =  cosw  sin(V-}- a)  (*), 

(*)  En  prenant  pour  centre  d'une  circonférence  un  point  quelconque 
C  de  la  droite  donnée  BC  (tel  qu'on  ait  CB>  CA),  et  pour  rayon  CA, 
les  points  F,  F'  auxquels  les  tangentes  menées  du  point  B  à  cette  cir- 
conférence rencontrent  sa  tangente  en  A  appartiennent  au  lieu  cherché. 
En  faisant  varier  la  position  du  point  C  sur  la  droite  donnée,  on  ob- 
tiendra autant  de  points  qu'on  voudra  du  lieu  géométrique  en  question. 

Lorsque  le  point  C,  pris  pour  centre,  se  trouve  à  l'intersection  de  la 
droite  BG  et  de  la  perpendiculaire  élevée  à  la  droite  AB  au  point  A,  la  tan- 
gente en  A  à  la  circonférence  décrite  est  dirigée  suivant  AB;  l'une  des 
tangentes  menées  de  B  coïncide  avec  BA,  et  l'autre  BA'  est  symétrique 
de  BA  par  rapport  à  la  droite  BC  ;  on  en  peut  conclure  que  le  lieu  cherché 
passe  par  les  points  A,  B,  et  qu'il  est  tangent  à  la  droite  BA' au  point  B. 

Quand  la  distance  CB  devient  infinie,  la  tangente  en  A  et  les  tan- 
gentes issues  du  point  B  prennent  des  directions  perpendiculaires  à  CB, 
et  par  conséquent  parallèles;  les  points  F,  F'  passent  alors  à  l'infini  : 
donc  la  direction  perpendiculaire  à  BC  est  asymptotique  au  lieu  dont 
il  s'agit. 

Toute  autre  direction  asymptotique  correspond  au  cas  particulier  où 
la  tangente  en  A  à  la  circonférence  considérée  serait  parallèle  à  une  tan- 
gente menée  du  point  B;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  ces  deux 
tangentes  soient  perpendiculaires  aux  extrémités  A ,  D  d'un  même  diamètre 
ACD.  Dans  ce  cas,  la  perpendiculaire  élevée  au  diamètre  AD,  en  son  mi- 
lieu C,  ira  nécessairement  passer  par  le  milieu  M  de  AB;  et,  parce  que 
l'angle  ACM  est  droit,  il  faudra  que  le  point  C  appartienne  à  une  cir- 
conférence décrite  sur  AM  comme  diamètre,  ce  qui  exige  que  la  ^distance 
du  centre  de  cette  circonférence  à  la  droite  BC,  ne  surpasse  pas  son 
rayon,  c'est-à-dire  qu'on  ait,  en  nommant  V  l'angle  ABC, 

jABsinV<yAB,     d'où     sinV<^. 

Quand    la    condition   sinV<-   sera   remplie,  la  circonférence  décrite 

sur  AM  comme  diamètre  coupera  la  droite  BC  en  deux  points  C,  C,  et 
les  directions  MC,  MC  seront  asymptotiques.  (G.) 


qui  devient 
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sinV=  cosw  sin>, 


en  posant  V  -f-  a  =  X.  Les  valeurs  entre  lesquelles  on 
doit  faire  varier  1  sont  telles  que  sinV<^sinX.  On  en 
déduit  les  valeurs  entre  lesquelles  co  peut  varier. 

On  voit  facilement  comment  les  directions  asym- 
ptoliques  s'obtiennent  par  la  Géométrie.  La  direction 
correspondant  k  c  =  cotV  est  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente donnée  BC.  Les  deux  autres  résultent  de  la  con- 
struction suivante. 

Soit  M  le  milieu  AB  :  la  circonférence  décrite  sur  AM 
comme  diamètre  rencontre  généralement  la  droite  BC 
en  deux  points  G,  G'j  les  droites  MG,  MG'  sont  les  direc- 
tions asymptotiques. 

Note  du  Rédacteur.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Gambey. 
Nous  avons  reçu  deux  autres  solutions  analytiques  de  cette  question. 
Dans  chacune  de  ces  solutions,  on  a  conclu,  de  ce  que  le  calcul  avait 
conduit  à  une  équation  du  quatrième  degré,  que  le  lieu  cherché  était 
une  courbe  du  quatrième  ordre.  C'est,  dans  le  cas  actuel,  une  conclu- 
sion mal  fondée,  parce  que  l'équation  du  quatrième  degré  qui  a  été 
obtenue  se  décompose  en  deux  autres,  dont  l'une,  du  premier  degré, 
représente  la  droite  qui  passe  par  le  sommet  et  le  point  de  contact  don- 
nés. Ainsi,  par  exemple,  en  prenant  pour  origine  le  sommet  donné  et 
pour  axes  des  x  et  des  ^'  une  peipeudiculaire  et  une  parallèle  à  la  tan- 
gente donnée,  on  a  trouve  l'équation  du  quatrième  degré 

(/y-  -^  dxj  -H  dfx  —  d-fr—  (.i--^j>*)  [C/-  —  d')j--^  idfxr\  =  0, 

où  d  représente  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  sur  la  tangente, 
et  f  la  distance  du  pied  de  cette  perpendicuhure  au  point  de  contact 
donné.  Or  cette  équation  se  décompose  en  les  deux  suivantes  : 

dy  —  fx  =  o 
et 

ldjy--i-  {fy'  —  •;  d'y  —  d^f)x  -H  dj*  —  2  dfj'*-^d^y  —  O. 

La  première,  dj  — fx  ==  o,  est  l'équation  de  la  droite  menée  de  l'origine 
au  point  de  contact  désigné.  (G.) 
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Question   ii27 

(Toir  2*  série,  t.  XII,  p.  335); 

Par  m.  E.  GIVELET, 

Élève  du  lycée  de  Reims  (classe  de  M.  Niewenglowski). 

Lorsqu'un  cercle,  passant  par  un  point  fixe  F  est 
vu  sous  un  angle  constant  d'un  autre  point  F',  ce  cercle 
env^eloppe  un  limaçon  de  Pascal  qui  a  pour  foyer 
double  le  point  F  et  pour  fojer  simple  le  point  F'. 

Le  lieu  des  centres  des  cercles  satisfaisant  à  la  ques- 
tion est  une  circonférence.  En  effet,  soit  C  (*)  l'un  des 
centres.  Menons  du  point  F'  une  tangente  F'T  au  cercle 
et  joignons  F'C.  L'angle  CF'T  est  constant,  et  égal  à  la 
moitié  de  l'angle  donné;  donc  on  a 


CT 

— -=:const., 


ou.  puisque  CT==r  CF, 

CF 

— -  —  const.; 

donc  le  lieu  du  point  G  est  une  circonférence  dont  le 
centre  O  est  sur  la  droite  FF',  et  l'on  sait  que,  OA  étant 
le  rayon  de  ce  cercle,  on  a 

ÔÂ'  :=OFxOF'. 

Cela  posé,  je  considère  deux  points  très-voisins  C  et 
C'de  cette  circonférence.  Le  second  point  d'intersection 
des  cercles  décrits  des  points  C  et  Q!  comme  centres,  et 
passant  en  F,  s'obtiendra  en  abaissant  du  point  F  une 
perpendiculaire  FP  sur  la  droite  CC,  et  la  prolongeant 
d'une  longueur  PQ  =  FP.  Si   le  point  C  tend  vers  le 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  les  fiçures. 
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point  C,  la  droite  CC  tend  vers  la  langcnle  en  C.  Donc 
le  point  M,  obtenu  en  abaissant  une  perpendiculaire 
FR  sur  la  tangente  en  C,  et  la  prolongeant  d'une  lon- 
gueur RM  =  FR,  est  un  point  du  lieu. 

Du  point  O  comme  centre,  décrivons  un  cercle  avec 
OF  comme  rayon;  abaissons  du  point  O  la  perpendicu- 
laire 01  sur  FiM  et  menons  OC.  Soit  N  le  second  point 
dHnlersection  du  cercle  OF  avec  FM.  On  a 

NM  =  FM  —  FN  =  2FR  —  2FI  —  2OG  ^  2OA ; 

donc  NM  est  constant  et,  par  conséquent,  le  point  M 
décrit  un  limaçon  de  Pascal  dont  F  est  le  point  double. 
Je  dis  que  le  point  F'  est  le  foyer  simple.  En  efTet,  on 
a  la  relation 

ÔT  r=  OF  X  OF'  =  OF  (  OF  +  FF'), 

d'où 

— -1      . —  2 

OF 

ce  qui  est  bien  Texpression  de  la  distance  du  point 
double  au  foyer  simple. 

Note  du  rédacteur.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Pcllis- 
sier,  Bourguet,  Demartres,  Moret-Blanc,  Launoy,  Gambey,  Emile  Picard, 
V.  H.,  à  Saint-Etienne,  Robaglia,  élève  du  lycée  Louis-le-Grand  (classe 
de  M.  Painvin),  Charles  Combes,  élève  en  Mathématiques  spéciales,  à 
Clermont-Ferrand,  Ch.  Semeny  et  E.  Momy,  élèves  du  lycée  de  Bordeaux, 
et  Quellencc,  élève  en  Mathématiques  spéciales  à  Brest. 

M.  Robaglia,  élève  du  lycée  Louis-le-Grand,  en  a  donné  une  solution 

entièrement  analytique,  suivie  de  recherches  assez  étendues,  ayant  pour 

objet  de  déterminer   la  classe  du  limaçon  de  Pascal,  et  les  foyers  tant 

imaginaires  que  réels  de  cette  courbe.   Nous  regrettons  de  devoir  nous 

borner,  faute  d'espace,  à  faire  seulement  connaître  les  principaux  résultats 

de  ce  travail  consciencieux,  où  l'on  trouve  à  la  fois  de  l'érudition  et  une 

assez  grande  liabitude  du  calcul.  M.  Robaglia  a  démontré  que  le  limaçon 

est  une  courbe  de  la  quatrième  classe,  qui  a  deux  foyers  réels,  dont  l'un 

est   triple  et   coïncide   avec  le   centre»,   du   cercle   directeur;    le   second 

foyer  réel  est  simple,  et  se  trouve  sur  l'axe  de  la  courbe,  à  une  distance 

^î  _  a"^ 
du  point  double  égale  à  ; — >  en  nommant  b  le  diamètre  du  cercle 

directeur,  et  a  la  longueur  dont  on  prolonge  les  rayons  vecteurs. 
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Nous  devons  aussi  faire  mention  d'une  Étude  de  quelques  propriétés 
des  foyers  du  limaçon  de  Pascal^  par  M.  de  Rufz  de  Lavison,  élève  du 
lycée  Louis-le-Grand,  classe  de  M.  Painvin. 

Ces  propriétés  consistent  dans  des  relations  entre  les  distances  d'un 
point  quelconque  M,  de  la  courbe  aux  deux  foyers,  et  au  point  double, 
ces  distances  étant  considérées  deux  à  deux.  En  désignant  par  F,  F'  et  O 
le  foyer  triple,  le  foyer  simple  et  le  point  double,  on  a 

—  2 

MF'  a.  a} h^         MF  b^  a 

^-MF'=-^-^— — ,      i!!£-q=MO=  f-,  MF'd=?MO  =  OF'. 

b  [\b  a  !\a  b 

Ces  formules  ont  été  établies  par  M.  de  Rufz  de  Lavison,  au  moyen  d'un 
calcul  assez  simple;  la  dernière  est  surtout  remarquable. 

(G.) 


OIESTIONS. 


1142.  Etant  données  deux  droites  non  situées  dans  un 
même  plan,  les  paraboloïdes  hyperboliques  qui  passent 
par  ces  deux  droites  ont  tous  un  plan  directeur  commun 5 
trouver  le  lieu  des  sommets  de  ces  surfaces  lorsque  les 
seconds  plans  directeurs  passent  par  une  troisième  droite 
donnée  non  parallèle  au  plan  des  deux  premières.  Trouver 
le  lieu  des  sommets  de  ces  surfaces  lorsque  les  seconds 
plans  directeurs  forment  avec  le  premier  un  angle  donné. 

(Dew^ulf.) 

1143.  Construire  une  parabole  connaissant  le  sommet, 
une  tangente  et  un  point.  (Laisant.) 

H44.  Le  sextuple  d'un  carré  impair  est  toujours  dé- 
composable  en  trois  carrés.  Les  deux  premiers  ont  la 
forme 

(6;^  + os 

et  le  troisième  la  forme 

(Gatalaw.) 
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1145.  On  donne  une  surface  du  second  degré  et  deux 
points  e^  e'  :  par  le  point  e,  on  mène  une  transversale 
quelconque  rencontrant  la  surface  aux  points  a  cih-^  par 
le  point  e',  on  mène  une  parallèle  à  la  transversale;  cette 
parallèle  rencontre  aux  points  a'  et  b' \qs  plans  tangents 
aux  points  «  et  h. 

Si  D  est  le  diamètre  parallèle  à  la  transversale,  l'ex- 
pression 

ca  .(?'/>'-*-  eh  .e' d' 
D- 

a  une  valeur  constante,  quelle  que  soit  la  direction  de  la 
transversale.  (Faure.) 

1146.  On  donne  une  surface  du  second  degré  et  deux 
droites  L,  M.  Sur  la  première  L  on  prend  deux  points 
arbitraires  «,  Z>,  et  l'on  trace  les  plans  polaires  de  ces 
points.  Désignons  par  c  et  ^  les  points  d'intersection  de 
ces  plans  avec  la  seconde  M-,  par  e  Gifles  points  d'inter- 
section de  ces  mômes  plans  avec  le  diamètre  parallèle  à 
la  droite  M  :  l'expression 

ca 

dans  laquelle  O  est  le  centre  de  la  surface,  a  une  valeur 
constante.  (Faure.) 

1147.  On  donne,  sur  un  même  plan,  deux  cercles 
fixes  A,  B  et  le  rayon  d'un  troisième  cercle  C,  mobile  et 
tangent  extérieurement  au  cercle  A.  Trouver  l'enveloppe 
de  Taxe  radical  des  circonférences  B  et  C. 

(Harkema.) 
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LOI  DES  SÉRIES  DE  WROIVSKI^  SA  PDORONOMIE  (*); 

Par  m.  a  bel  TRANSON. 


La  démonstration  que  Wronski  a  donnée,  en  i8i2,de 
sa  loi  des  séries,  dans  la  troisième  Note  annexée  au 
Mémoire  sur  la  Réfutation  de  la  théorie  des  fonctions 
analytiques  y  est,  comme  j'ai  déjà  [eu  l'occasion  de  le 
dire.('^*),  extrêmement  simple.  Mais  parce  que  les  pre- 
miers ouvrages  de  Tauteur  ne  se  trouvent  plus  dans  le 
commerce,  je  crois  faire  une  chose  utile  en  publiant  ici 
cette  démonstration. 

Je  donnerai  ensuite  l'application  de  la  loi  au  déve- 
loppement d'une  fonction  suivant  les  facultés,  et  aussi 
suivant  les  puissances  de  la  variable  indépendante. 
^  Je  donnerai  aussi  l'énoncé  d'un  théorème  dont  la  dé- 
monstration implique  une  théorie  spéciale  des  détermi- 
nants, et  qui  constitue  «  le  principe  fondamental  de  la 
déduction  algorithmique  de  la  Loi  suprême.  » 

Enfin,  je  ferai  voir  que  Wronski,  bien  avant  que 
M.  Ampère  eût  produit  son  idée  de  la  Cinématique , 
avait  établi  la  nécessité  d'une  science  qu'il  appelle 
phoj'ononiiej  ayant  pour  objet  l'étude  des  lois  du  mou- 
vement, abstraction  faite  des  forces  qui  le  produisent. 

I.  L'auteur  avait  démontré  dans  sa  Philosophie  des 
Mathématiques ,  publiée  en  1811,  que  la  forme  générale 
des  séries  est  la  suivante  : 

Y{x)  rzr  Ao4-  A,(p(a:)"^-!-  A^  ?p  (^) -'' H-  A3^(j:)'"I^-+-  .  .  ., 


(*)  Phoronomie,  science  du  mouvement. 

(**)  Nouvelles  Annales,  2«  série,  t.  XIII,  p.  161. 

Ann.  de  Mathémat.^  1^  série,  t.  XIII.  (Juillet  187.'!.)  20 
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dans  laquelle  le  symbole  cp  (a:)'"''  représente  le  produit  de 
m  termes,  savoir  ; 

cp(jr)'"''  --—  çj  [x)  ff  (.r  -4-  t)  <p  (j:  H-  2ç)  .  .  .  .  (p  [x  -f-  (m  —  i)  ^]. 

Et  il  s'agissait,  dans  la  Note  de  i8i3,  de  donner  la  for- 
mule du  coefficient  général  A;,.  Ici  je  citerai  textuellement 
l'auteur. 

((  A  cet  effet,  rappelons  que  la  différence  régressive 
d'une  fonctiony^(x)  est  l'excès  de  cette  fonction  sur  celle 
qui  la  précède  dans  l'ordre  de  l'accroissement  |  de  la 
variable,  savoir  : 

»  L'expression  d'un  ordre  quelconque  de  ces  différences, 
toujours  dans  l'ordre  régressif,  est 

appliquant  cette   formule   à  une  fonction  de  la   forme 

j  (x)  —  Q  (^)''''5  on  a 

(0    \ 

»  D'ailleurs,  puisqu'on  a  en  général 
).  étant  un  nombre  quelconque,  le  facteur  (p  (x)  se  trou- 
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vera  contenu  dans  la  faculté  (^[x — X^)""'^  lorsque  w  sera 
plus  grand  que  X,  et  c{ue  d'ailleurs  w  et  X  seront  des 
nombres  entiers,  ainsi  que  nous  le  supposerons  ici. 
Donc  le  même  facteur  cp  (x)  sera  contenu  dans  tous  les 
termes  de  l'expression  (i)  de  la  différence  A^cp  (a:)'"'', 
lorsque  oo  sera  plus  grand  que^ui-,  et  par  conséquent,  en 
donnant  à  x  la  valeur  qui  réduit  à  zéro  le  facteur  (j*  (x), 
on  aura, dans  le  cas  en  question,  la  valeur 

»  Or  la  forme  générale  des  séries  est 

(3)    F(^)=Ao  +  A,  ^(.r)'l^-^  A2ç{x)^l^  -f-A3ç(^)3l^  +  .  ... 

y>  Prenant  donc  des  deux  membres  de  cette  expression  (3) 
les  diiiérences  des  ordres  régressifs  i,  2,  3,  45''-î  bi- 
donnant ensuite  à  x  la  valeur  qui  réduit  à  zéro  le  fac- 
teur cp  (x),  nous  aurons,  en  vertu  de  l'équation  (2),  la 
suite  des  équations 

A  F(.r)=irA,A  ç(x) 
A^F  [x)  zr=:  A,  A^ç  (x)  -}-  A2  A^  cp  (x)2l^ 
(4)    [  A3F(.r)— A,A'ç(^)-hA2A3cp(.r)2l^ -f-A3A3^(x)3'^ 

A<F(.r)"  A,  A^^(x)  -^  A,  A^  (}>(.r)^''  -f-  A3  A'  ç  (x)^!^  -f-  A,  A*  y  (x)^' 

»  La  première  de  ces  équations  donne  immédiatement 

AF(.r) 


A,= 


A  y  (.r) 


))  En  second  lieu,  puisqu'en  vertu  de  l'équation  (2)  on  a 
Acf  (x)"''  =  0,  les  deux  premières  des  équations  précé- 
dentes (4)  sont  identiques  avec  celles-ci  : 

A  Y(x)  r=r  A,  A  (p  (.r)  H-  A^  A  w  (x)''^ 
A'F(x)  =  A,A-cp(.r)  -f-  A.A2çp(.?fls 

20. 
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équations  qui  donnent  immédiatement  (^) 

^  ^    [A>(^-)A^F(.r)] 

))  En  troisième  Jieu,  observant  qu'en  vertu  de  la  valeur 
générale  (2),  on  a 

Aa>(j:)2'^  irr  O,    Aç  (.r  )3|^  rz=  o,    A-^(x)''^  =  0, 

on  verra  que  les  trois  premières  des  équations  (4)   sont 
identiques  avec  celles-ci  : 

A  ¥{^)  =  A,^  'f  (x)  -!-  A2A  (p(^)2i^  -^  A3  A  9(^)3'% 
A^  F(^)  ^  A,  A2(p(.r)  --  A3  A"(p(x)2''  -^-  A3  A2çp(x)^'S 
A'^F(x)  =  A,  A3(p  (jr)  -h  A2A3cp(x)^'^  -,-  A,,  A3ç(a:)3'', 

équations  qui  donnent  encore  immédiatement 

[A'<p(x)aX^)^i^  a3F(^)] 

^  "  [A'  (j)  {x)l''(f  (x)2lï  A3cp(^;j3i^]  ' 

»  Et  procédant  de  la  même  manière,  on  verra,  non  par 
induction,  mais  par  le  principe  même  de  la  formation 
de  ces  quantités,  qu'on  aura  en  général 

_     fA'«p(^)  A2cp(.r)^l^A'^<p(.r)3'^  .  .  Ai^-' cp^r);^-''^  Ai*  F^:c)  j 
**"  [A*y(^)A2<p(.r)-'l^  A3(j)(.r)^'^  .  .  .  A^"  "'  cp  (.r)!*-'^' Al"  <p(arji*'']' 

^  étant  un  indice  quelconque. 

))  De  plus,  ayant  égard  à  la  valeur  de  x  dans  cette  ex- 


(*)  Les  produits  entre  crochets,  au  numérateur  et  au  dénominateur 
de  Aj,  et  plus  loin  aux  numérateurs  et  dénominateurs  de  A^,  A^,...,  A  , 
sont  les  termes  principaux  des  déterminants  qui  donnent  les  valeurs  do. 
ces  coefficients.  L'auteur  donne  à  ces  déterminants  le  nom  de  fonctions 
schinn,  d'après  la  lettre  hébraïque  qu'il  leur  attribue  pour  caractéristique. 
Je  me  conlbrmc  à  la  notation  actuellement  usitée;  mais  je  constate  en 
passant  l'avance  que  Wronski  prenait  sur  les  {jéomètres  contemporains 
en  faisant  dès  sa  première  publication  (1810-1811)  un  continuel  usage 
de  ces  fonctions,  devenues  depuis  un  si  précieux  instrument  dans  toute 
rAlgorithmie. 
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pression  du  coefficient  général  de  A^,  et  par  suite  à  la 
valeur  (2),  on  verra  que  la  somme  combinatoire  [le 
déterminant)  formant  le  dénominateur  de  A^  que  nous 
venons  de  déterminer,  se  réduit  à  son  premier  terme, 
c'est-à-dire  qu'on  a 

=T-     A'(px  A'(p(x)2'^  A3(j)(^)3'^.  .  .  Ai"-'(p(.r)i^-»''Ai"<p(.r)i^'% 

»  Et  c'est  là  l'expression  algorithmique  de  la  loi  géné- 
rale des  séries.  )> 

Avant  d'en  venir  à  l'application  ci-dessus  annoncée, 
j'appelle  l'attention  du  lecteur  sur  l'avertissement  dont 
l'auteur  fait  suivre  la  démonstration  précédente  : 

«...  Nous  devons  prévenir  que,  dans  un  système  de 
Philosophie  des  Mathématiques,  cette  démonstration, 
-quelque  rigoureuse  et  simple  qu'elle  soit,  n'est  pas  encore 
suffisante,  La  loi  dont  il  s'agit,  qui  est  la  loi  générale 
des  séries^  se  trouve  être  un  cas  parliculier  de  la  loi 
algorithmique  absolue,  dont  la  forme  est  la  suivante  : 

F  (.r)  =r  Ao  iio  -r-  A,  a,  -i-  A2  ^2  -F-  A3  ^3  -h  .  .  .  ; 

les  quantités  Oq,  l^i,  Hg,.  .  .  étant  des  fonctions  quel- 
conques de  la  variable,  liées  ou  non  par  une  loi  ; .  .  .  il 
faut  donc,  pour  démontrer  la  loi  dont  il  est  question, 
la  déduire  immédiatement  comme  cas  particulier  de  la 
loi  absolue  que  nous  venons  d'indiquer,  et  c'est  cette 
déduction  qui  donnera  la  démonstration  philosophique 
de  la  loi  générale  des  séries  dont  nous  parlons.  » 

L'auteur,  qui,  dans  la  première  section  de  la  Philoso- 
phie de  la  technie,  a  donné  en  181 5  la  démonstration 
de  la  loi  supréjne,  en  a  effectivement  déduit  comme  cas 
particulier  la  Loi  des  séries  dans  la  seconde  section  du 
môme  Ouvrage  (  1 8 1 6- 1 8 1 7  ) . 
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II.  Dans  le  cas  de  9(^)  quelconque,  la  circonstance  de 
Ai^  ©(x)'"'^  =  o,  toutes  les  fois  qu'on  a  co^  p., donne  lieu  à 
ce  que,  dans  le  déterminant  qui  est  au  numérateur  de  Aj^, 
tous  les  termes  au-dessus  de  la  diagonale  qui  sert  à 
former  le  terme  principal  sont  nuls,  excepté  ceux  de  la 
dernière  colonne,  qui  sont  les  différences  successives  de 
F(x),  savoir  :  AF(:t:),  An^(x),.. .,  A^-' F  (x),  A^^  F{x). 

En  outre,  dans  le  cas  de  (p  (x)  =■■  x,  tous  les  termes  de 
cette  diagonale  sont  des  constantes,  à  l'exception  du 
dernier  qui  est  égal  à  A^¥(x).  Car  on  a 

et,  vu  que  les  termes  qui  leur  sont  inférieurs  dans  chaque 
colonne  sont  les  différences  successives  de  ces  termes  con- 
stants, ces  termes  inférieurs  sont  tous  nuls-,  ainsi,  pour  le 
cas  de  ox  =x^\e  déterminant  qui  est  au  numérateur  de 
AjjL  se  réduit  à  son  terme  principal.  Au  numérateur  et  au 
dénominateur  il  y  a  donc  deux  produits  d'un  égal  nombre 
de  facteurs,  et  ces  deux  produits  ne  diffèrent  que  par  le 
dernier  facteur  de  chacun  d'eux.  Ainsi  l'on  a 

A!^F(o) 

Il  faut  mettre  Ai^F(o),  puisque  dans  le  cas  général 
on  doit  substituer  à  x  dans  A^  la  valeur  particu- 
lière de  X  qui  donne  lieu  à  tp  [x)  -^  o,  et  ici  cette  valeur 
est  x  =  o. 

Finalement,  on  a  pour  le  développement  de  F  (a:),  se- 
lon les  facultés  successives  de  x  : 

Fo;  =F  OH 7^--r"M-— ^•— -^— 7-3- 54-.... 

Supposons  maintenant  ^  infiniment  petit,  égal  à  dx] 
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les  différences  finies  représentées  par  les  A  deviennent 
des  différentielles,  et  l'on  a  pour  le  développement,  selon 
les  puissances  successives  de  la  variable 


/^F(o)\  /^'F\   x^        [cPY\ 


2.3 


C'est  le  développement  de  Maclaurin,  lequel,  appli- 
qué à  la  fonction  F(x)=/^(x  +  /i),  donne  le  développe- 
ment de  Taylor  après  qu'on  y  a  changé  h  en  x. 

Dans  l'enseignement  actuel,  le  développement  de 
Taylor  s'introduit  dans  la  science  par  l'essai  d'étendre 
à  une  fonction  algorithmique  quelconque  une  certaine 
propriété  des  fonctions  algébriques  entières.  C'est  pren- 
dre la  question  d'aussi  bas  que  possible.  En  déduisant 
ce  développement  de  la  loi  des  séries,  on  y  arrive  par 
une  voie  plus  large,  plus  éclairée,  et  qui,  ce  me  semble, 
fait  mieux  comprendre  l'importance  du  résultat  et  sa 
place  dans  la  science.  —  D'ailleurs,  comme,  en  arrêtant 
un  développement  quelconque  à  l'un  de  ses  termes,  on 
peut  toujours  concevoir  l'existence  d'un  terme  complé- 
mentaire, il  est  manifeste  qu'en  adoptant  la  déduction 
ci-dessus  on  pourra  ensuite  établir  comme  à  l'ordinaire 
lafoime  du  reste. 

m.  Comment  les  résultats  de  Wronski  ont-ils  pu 
rester  si  longtemps  en  oubli  ?  Personne  ne  croira  que 
les  conclusions  si  peu  motivées  du  Rapport  de  i8i  i  aient 
pu  balancer  dans  l'esprit  des  géomètres  le  témoignage 
imposant  de  Lagrange,  déclarant  en  1810  que  «  Fau- 
teur  tire  de  sa  formule  (de  la  loi  suprême)  toutes  celles 
que  Von  connaît  pour  le  développement  des  fonc- 
tions et  qu^ elles  n\'Ji  sont  que  des  cas  très-particu- 
liers.   »    Mais,    sans    m'arrêtcr    à   chercher    l'explica- 


(3.2  ) 
lion  de  ce  fait  étrange  qu'il  faut  bien  admettre,  savoir  : 
que  les  savants  en  général  ont  ignoré  les  travaux  de 
Wronski,  j'irai  au-devant  d'une  difficulté  derrière  la- 
quelle certaines  personnes  pourraient  aujourd'hui  encore 
abriter  leur  refus  d'examiner  ces  travaux. 

En  présentant  sa  loi  des  séries  et  la  loi  beaucoup  plus 
générale  qu'il  appelle  la  loi  suprême;  celle  aussi  qu'il 
appelle  \c  problème  uni\'crsel,  dont  M.  Cayley  vient  de 
simplifierla  démonstration  5  en  présentant  de  nombreuses 
applications  de  ces  lois,  Wronski  ne  se  préoccupe 
pas  de  savoir  si  les  développements  qu'il  en  déduit  sont 
convergents,  ou  divergents,  ou  stationnaires.  Ce  n'est 
pas  qu'il  méconnaisse  la  nécessité  de  la  convergence 
lorsqu'il  s'agit  de  l'évaluation  numérique  des  fonctions; 
il  a  fait  une  large  place  à  cette  question  dans  sa  Philoso- 
phie de  la  Technie  (seconde  section)*,  mais  il  croit  que 
les  séries  qu'il  appelle  régulières,  exprimant  par  l'en- 
semble infini  de  leurs  termes  une  relation  précise  entre 
la  fonction  développée  et  la  fonction  arbitraire  prise 
pour  mesure  algorithmique  de  la  première,  ont  par 
cela  même  une  signification  très-déterminée,  et  cela  in- 
dépendamment de  la  circonstance  contingente  de  con- 
vergence ou  de  non -convergence.  Cependant  les  géo- 
mètres, ne  reconnaissant  aux  séries  aucun  autre  emploi 
que  d'offrir  la  valeur  approchée  des  fonctions,  se  croient 
fondés  à  n'admettre  que  des  séries  convergentes,  et  cer- 
tainement on  serait  mal  avisé  de  vouloir  présenter  au- 
jourd'hui une  série,  quelque  élégante  qu'elle  soit,  si  l'on 
n'apportait  pas  en  même  temps  une  discussion  de  sa 
convergence.  Sans  prendre  parti  dans  cette  question,  je 
me  borne  à  l'humble  observation  suivante  : 

Refuser  de  prendre  tel  ou  tel  développement  en  con- 
sidération, parce  que  l'auteur  n'a  pas  donné  les  condi- 
tions de  convergence  de  ce  développement,  c'est  se  placer 
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dans  la  situation  d'un  géomètre  qui  aurait  dédaigné  les 
séries  de  Taylor,  de  Maclaurin,  de  Burmann,  de  La- 
grange,  jusqu'à  l'époque  encore  récente  où  l'on  a  connu 
avec  précision  les  conditions  de  convergence  de  ces  sé- 
ries -,  oui  !  c'est  se  placer  exactement  dans  la  même 
situation.  —  On  n'y  a  pas  pensé  î 

IV.  Lorsque  Wronski  présenta,  en  1810,  à  l'Académie 
des  Sciences,  sa  loi  suprême,  la  théorie  des  déterminants 
était  encore  très-peu  avancée.  Plus  tard,  les  recherches 
de  Binet  et  de  Cauchy  étendirent  et  généralisèrent  les 
résultats  précédemment  obtenus  [Journal  de  V Ecole 
Polytechnique  y  i8i3  et  i8i5);  mais,  même  à  ces  der- 
nières époques  et  longtemps  encore  après,  ces  fonctions 
étaient  considérées  par  les  géomètres  comme  formées 
essentiellement  de  quantités  constantes.  Cependant,  dès 
4810,  Wronski  faisait  dépendre  la  démonstration  de  la 
loi  suprême  d'une  théorie  spéciale  de  ces  mêmes  fonc- 
tions, en  les  considérant  comme  formées,  non  plus  avec 
des  quantités  constantes,  mais  avec  des  quantités  va- 
riables liées  entre  elles  par  certaines  relations.  Il  ré- 
duisait cette  théorie  à  un  théorème  unique  dont  je 
crois  devoir  donner  l'énoncé,  premièrement  à  cause 
de  son  importance  puisqu'il  conduit  à  la  loi  suprême, 
et  secondement  parce  que,  après  les  développements 
considérables  que  la  théorie  des  déterminants  a  reçus  de 
nos  jours,  la  démonstration  de  ce  théorème  n'olfrira 
peut-être  pas  au  lecteur  des  difficultés  sérieuses. 

Théorème.  —  Soient  Yq,  Y,,  Y2, .  .  . ,  Y„  des  fonctions 
d'une  variable  x,  et  soit  A  la  caractéristique  des  diffé- 
rences prises  à  volonté  suivant  la  loi  progressive  ou  la 
loi  régressive,  par  rapport  à  un  accroissement  quelconque 
de  la  variable  X.  Si  avec  ces  fonctions  on  construit,  d'une 
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part,  les  quantités 

X,=r:[A/«YoA^Y.], 

X,=  [A^oYoA«.  Y.], 

X3  =  [A«oYoA'^Y3], 


X.  =  [A'^^YoA^.Y.]  (*), 

et,  d'une  autre  part,  les  quantités 

T,  =  A^Yo-f-?"A^tY% 

T2  =  A^^  Yo  -f-  2/A^i  Yo  H-  i'A^"- Yo, 

T3  —  ^^o  Yo  -i-  3/A^.  Yo  4-  3i'A'^.  Yo  H-  «^ A'^a  Y»  ; 

et  généralement,  pour  un  indice  quelconque  p, 

T.  =  aK  Yo  h-  ^  ^  A^.  Yo  -f-  P-t"-^'  /^  A^.X 


*^  I  1.2 


I  .2.3 


PA^Yo+..., 


en  faisant  i  z:^  -\-  i,  lorsque  les  différences  A  sont  prises 
suivant  la  voie  progressive  et  £  =  —  i  lorsque  ces  diffé- 
rences sont  prises  suivant  la  voie  régressive,  on  aura  la 
relation  d'égalité  ci-dessous,  qui  constitue  le  théorème 
dont  il  s'agit  : 

[A^X,  A'X2A2X3...A"->X.] 

i=r(T,T2T3.  ..T,,_,)[A«oYm  A^.Y,  A^%Y,.  .  .A^.oY.o], 

où  l'on  donne  aux  indices  des  différences  des  fonctions 
Y  les  valeurs  suivantes  : 

§0  =  d,       0,  ::=  1  -f-  ^,       (Î2  =  2  -I-  (î,  .  .  .  ,       (îoi  =^  W  -h  «î, 


(*)  Chaque  j)roduit  entre  crochets  représente  le  terme  principal  d'un 
déterminant  à  quatre  éléments,  de  sorte,  par  exemple,  que 

X„  =  à^«  Y„  A'5.  y„  -  A^o  Y„  A^.  Y„, 
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â  étant    un   nombre   entier    quelconque,     ainsi    que  w 
[Philosophie  de  la  Technie,  Section  I"^^,  p.  ipS). 

Dans  l'égalité  ci-dessus,  les  deux  produits  entre  cro- 
chets représentent  encore,  dans  le  premier  membre,  le 
terme  principal  d'un  déterminant  à  w^  éléments,  et  dans 
le  second  membre  le  terme  principal  d'un  déterminant 
à  (ot)  +  i)^  éléments.  Il  va  sans  dire  qu'on  a  A^Xj  --=■■  Xj 
et  A^Yq^Yo.  D'ailleurs^  pour  bien  fixer  le  sens  du 
théorème,  je  vais  en  faire  la  vérification  dans  le  cas  le 
plus  simple  possible,  savoir  dans  le  cas  de  J  =  o  et  de 

L'égalité  proposée  se  réduit  alors  à 

[A»X,  A'X^J^-T,  [a»YoA'Y,  A^Y.]. 

Supposant  les  différences  prises  dans  le  sens  progressif, 
la  fonction  Tj  =  Y^  H-  AYq  est  la  même  chose  que  Yj, 
et  le  second  membre  de  l'égalité  ci-dessus  est  égal  à 

-f- Y,Yo{AY,  A^Yo-  AY.A'Y,), 
-Y.A  Yo(Y,  A'Y.-Y^A^Y.), 
H-Y,  A2Yo(Y,  AY,  -  Y,AY.). 

Or,  si  l'on  a  égard  aux  valeurs  suivantes  : 

AX,  —  YoA^Y.  -  Y,  A^Yo  -h  aYo  A^Y,  —  AY,  A^  Yo, 
AX,  :.-:  YoA^Y.  —  YjA^Yo  -^-  AY„  A-'Y,  —  AY^A^Yo, 

on  verra  aisément  que  le  premier  membre,  savoir  : 

X.AX,  —  X,  AX,, 

est  précisément  identique  au  second. 

V.  Dans  son  Essai  sur  la  Philosophie  des  Sciences,  ou 
Exposiùon  d\tne  classijlcation  des  cojinaissances  hu- 


(*)  D'après   l'indice  le   plus   élevé   des   fonctions  T,   ou   voit   iivie  la 
moindre  valeur  que  puisse  avoir  l'indice  o),  c'est  d'être  égal  à  a. 
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maines,  essai  publié  en  i8'34,  M.  Ampère  faisait  ressor- 
tir tous  les  avantages  d'une  science  où  l'on  s'occuperait 
des  propriétés  géométriques  du  mouvement,  abstraction 
faite  des  forces  qui  le  produisent  et  des  masses  qui  en 
sont  animées.  11  lui  donne  le  nom  de  cinématique  (du 
grec  y,iyr,ixoiy  mouvement)  et  son  heureuse  conception, 
accueillie  par  tous  les  savants,  a  été  développée  ultérieu- 
rement par  le  général  Ponceïet  et  par  plusieurs  géomè- 
tres de  son  école.  La  Cinématique  est  donc  aujour- 
d'hui une  science  constituée  et  l'honneur  de  sa  création 
remonte  à  Ampère,  puisqu'il  est  avéré  que  les  publica- 
tions de  Wronski  sont  passées  inaperçues  des  savants. 

Toutefois,  si  l'on  accorde  que  la  propriété  d'une  idée 
appartient  à  celui  qui  l'a  publiée  le  premier,  il  faudra 
revendiquer  en  faveur  de  Wronski  l'invention  de  la 
science  du  mouvement  sans  les  forces. 

Effectivement,  en  1818,  seize  ans  avant  l'apparition 
de  V Essai  sur  la  Philosophie  des  Sciences  de  M.  Ampère, 
Wronski  avait  publié,  dans  le  premier  numéro  du 
Sphinx  (*),  un  tableau  général  des  sciences  intitulé  : 
Système  architectonique  absolu  de  V Encyclopédie  du 
sai^oir  humain  ,-  et  dans  ce  tableau  on  trouve  classée, 
sous  le  nom  de  Phorononde^  une  science  du  mouvement, 
avec  cet  avertissement  :  ne  pas  confondre  aucc  la  Méca- 
nique dans  laquelle  entre  de  plus  la  considération  des 
forces. 

La  priorité  de  l'idée  est  donc  bien  à  Wronski.  Après 
cela  il  est  curieux  d'examiner,  à  un  point  de  vue  philo- 
sophique, la  place  qu'Ampère  donne  à  la  Cinématique 
dans  sa  Classification  naturelle  des  sciences,  et  de  la 
comparer  à  la  situation  donnée  à  la  Phoronomie  dans  le 
Système  architectonique  du  savoir  humain. 


(*)  Le  Sphinx,  recueil  périoilif{uc  dont  il  a  paru  seulomotit  deux  nu- 
méros; leur  publication  avait  été  précédée  de  Vliitroduciion  au  Sphinx. 
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Ampère,  après  avoir  rangé  la  Mécanique  parmi   les 
sciences  du  premier  ordre,  la  subdivise  comme  il  suit  : 

(   Cinématique, 
l     élémentaire  :   s    „ 
,,,1  Statique: 

Mécanique  \  ,   ^  • 

/  ,  (  Dynamique, 

[transcendante :  \       ,       .  i-     i  • 

(   Mécanique  moléculaire. 

Ce  n'est  pas  le  lieu  d'expliquer  les  quatre  points  de 
vue  d'après  lesquels  l'auteur  décompose  chaque  science 
du  premier  ordre,  et  particulièrement  la  Mécanique,  en 
quatre  sciences  du  troisième  ordre.  Jean  Reynaud  a  con- 
sacré une  partie  de  sa  remarquable  dissertation  sur 
V Encyclopédie  à  montrer  combien  précaires  et  insuffi- 
santes sont  les  bases  de  la  classification  d'Ampère  (*). 
Mais  il  faut  s'étonner  qu'un  esprit  si  judicieux  ait  classé, 
comme  une  branche  de  la  Mécanique,  cette  même 
science  dont  il  excluait  la  force  et  la  masse  pour  n'y  con- 
sidérer que  le  mouvement.  Sans  doute  l'enseignement 
de  la  Cinématique  doit  précéder  immédiatement  l'ensei- 
gnement de  la  Mécanique  5  mais  autres  sont  les  conve- 
nances de  l'enseignement,  autres  les  nécessités  d'une 
classification  philosophique. 

Dans  tous  les  ouvrages  de  Wronski,  Traités  de  Mathé- 
matiques, de  Philosophie,  de  Religion,  de  Politique, 
d'Histoire,...,  partout  se  trouvent  des  résumés  offrant, 
comme  gages  d'une  doctrine  fixe  et  vraiment  générale, 
les  mêmes  formes  de  classification.  Ces  formes  caracté- 
risent le  Système  arcliitectonique  publié  en  18 18.  J'y 
constate  particulièrement  la  reproduction  constante  d'un 
ternaire  résultant  de  deux  idées  hétérogènes  qui  s'op- 
posent comme  pôles,  et  d'une  troisième  idée  où  les  deux 
premières  se  confondent  et  se  neutralisent.  Voici,  par 


(*)  fo/r  l'article  Encjclopédie  dans  la  41*''  livraison  (i8/j'3)  de  Y  Ency- 
clopédie pittoresque. 
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exemple,  la   partie  du  Système  archUectoiiiquc  qui  se 
rapporte  aux  Mathématiques  : 

Mathématiques  pures  : 
<?,)  Pôles  opposés. 

«2)  Conjonction  de  l'espace;  étendue  :  Géométrie. 
^2)  Succession  du  temps.  —  Nombre  :  Algorithmie. 
Z»,)  Neutralisation  du  temps  et  de  l'espace  : 

Mouvement  :  Phoronomie. 
(Qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec  la  Mécanique 
dans  laquelle  entre  de  plus  la  considération 
des  forces.) 

Ainsi,  selon  Wronski,  le  ternaire  des  Mathématiques 
pures  se  compose  de  ces  trois  termes  :  Géométrie,  Algo- 
rithmie, Phoronomie.  Quant  à  la  Mécanique^  il  la  place 
dans  les  Sciences  de  la  nature  5  c'est  une  branche  de  la 
Physique. 

Post  scriptum. —  Je  m'estimerai  heureux  si  j'ai  pu, 
dans  un  sujet  purement  mathématique,  faire  au  moins 
pressentir  la  valeur  de  Wronski  comme  philosophe, 
d'autant  plus  que  lui-même  déclare  n'attacher  de  prix 
à  ses  travaux  mathématiques  que  comme  offrant  la  ga- 
rantie scientifique  de  sa  Philosophie. 


NOTE 

snr  la  détermination  des  foyers  dans  les  lignes  du  second  degré 
et  dans  les  surfaces  de  révolution  5 

Par  m.  h.  LEMONNIER, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV. 

I. 

1.  Supposons  les  axes  rectangulaires.  Soit 
f{xy)  —  kx^  -}-  2  B.rj  ^-  C j-  -h  2  Dx  -H  2 E j  -4-  F  r^.  o 
l'équation  delà  conique.  Si  jc,  et  j-j  sont  les  coordonnées 


(  3i9) 
d'un  foyer,  on  aura 

d'où  l'on  conclut  identiquement 

[x  —  x,Y  -^  {y  —  jr,Y  —  {mx  ^  nj  -^  pY  =zlf, 

ou  bien 

[x—x,Y-4-  [y  —  y^y  —  lfz=  [mx  -^ ny  -\- pY, 

Il  s'agit  donc  d'avoir,  en 

(a:— jr,)2+(j— j,)2_X(A^2_|_2Bj,j_,_Cj2-|-2Dx-{-2Ej-+-F), 

le  carré  d'une  fonction  u  du  premier  degré  enj:  et/*,  or,  en 
rendant  la  fonction  homogène  en  x,  j  et  z=:  i,  cela 
aura  lieu  si  les  trois  dérivées  m'^,  m^,  u^  ont  leurs  coeffi- 
cients proportionnels.  Les  demi-dérivées  sont 

X  —  x^  —  \  (A^H-Bj  H-  D), 
J  — J.  -  >  (B^+Cj-hE), 
—  x,(ar  — 07,)— j,(j— j.)  —  X(Dji7M-Ej-}-F); 

d'où 

I— >A     _         — ^B      _     — j:,  — XD 
—  >B       ~      I  ~  XC      "    —  j.  — XE' 

I  — XA  —  XB  —  r,  — XD 


—  j:,  — XD        -/,  — XE        a:;-4-jJ  — XF 
—  XB  I— XC  —  >,  —  XE 
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_.:^._XD         -j.-XE        .rJ+jJ-XF 

puis  on  a 

^  — jr,  — >.(AxH-Br  -f-D) 

Les  équations  de  condition  donnent  d'abord 

(i  — XA)(i  — XC)— X^B=  :-o. 


(    320    ) 


Posons  1  =  -:  c'est 


(A-S)(C-  S)~B2:=o; 
et  il  vient 


A  — S 

B 

B 

~    C  — S 

A  — S 

B 

Sx,  +  D 

""  S  j.  -H  E 

B 

C       S 

S.r, 

-l-D 

Sj, 

S.r,-t- 

D 

-( 

Sr.H- 

E 

4- 

F 

S.r,  +  D        S/.+  E         -(xf+^;)S+F' 

on  déduit  de  la  première  ligne 

A~S_      B      _  Sx,  +  D_  Ajc.  +  Bj.  +  D 
~~B'~  '~  C  —  S  ~  Sj,  +  E  ~"  B^T^^Cj,  +  E  ' 

/'  /' 

de  sorte  que  — ^^  =  -^  • 
^      A —  S        B 

L'équation   (A  —  S)  (G — S)  —  B^=:o    est    connue; 

elle  a  ses  racines  réelles.  Pour  chacune,  il   y  a  un  axe 

onne  par  1  équation ;  =:  -^  ou  par  — -  =  —— — -? 

^  ^  A  —  S         B         ^B  C  —  S 

qui  passe  à  l'infini,  quand  S  est  nul. 

Pour  chaque  valeur  de  S^o,   on  aura  deux  foyers 

donnés  par 

A  —  S  _       B       _  A.r,  -4-  Br,  H~  D 


et 


ou 


ou 


B  C  — S       B.r,  H-C/,H-E 

(Sx,—  D,)2 


(.r;-l-j^)S-F:^ 

(x;-h7;)s-F 


A-S      ' 

(Sj.-HEJ|2 
c  —  S   "' 

_        (Sx, -i-D)(Sj,-+-E: 


B 
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de  sorte  que  l'on  a 


A— S  C-S 

_       (Sx.-f-D)(Sj.+  E) 
_  _  , 

d'où  l'équation  d'un  cercle  par 

ou  par 

S(A  +  C-S)  (.r;  ~^-jf)  4-  2S(D.r.  -;-E7.  +  F) 

H-D^-l-E'—  (A  -[-G)F^-o. 

Au  cas  de  la  parabole,  la  racine  S=^  o  donne  un  axe  à 
l'infini,  ainsi  que  le  centre;  il  n'y  correspond  aucun 
foyer.  L'autre  racine  S  -—  A  -i-  C  donne  un  seul  foyer 
par  la  rencontre  de  l'axe  et  de  ladroitequi  a  pour  équation 

2{A  -f-G)(Dx,  H-  Ej,  -i-  F)  -h  D^H-  E^~-  (A  -i-CjF  ^  o, 

2.   Quand  les  coordonnées  sont  obliques,  on  doit  avoir 

(x  ~  oc^Y  4-  (j  —-y,Y-\~i[x  — ^,)(7"-/,)  cosQ 

—  -  (Ax-'r-2  Bxj-i-  Cj'H-2  Y>x-\-i'^y-\-V)---=^[mx-\-ny-^p)\ 

Les  demi-dérivées  à  rendre  proportionnelles  entre   elles 
sont 

•r  —  X\  -4-  [y  —  r  1  )  cosO   --  -  [kx  -h  B/  -f-  D  ), 

S 

r  —  Ji  -i-  (-^  --  •^•.)  cos9  —  -  (Bx  -i-  Cj  H-  E), 
—  x,{x~  à.^)  —y,  {y    -j)-,)  —  .r,  (7— j,)cosÔ--j-,(.r— ^,)cos9 
-_l(D.r-hEj-hF). 
wrf/2«.  c/e  Mathémat.,  1^  sciie,  t.  XIII.  (Juillot  iS;.'!-)  2  I 


(    322    ) 

Il  s'ensuit 

A  — S  _         B  — ScosG        _  {a:,+j,  cos0)S+D 


B  — Scos9  C  — S  X,  cos9  4- j, -I- E 

A  — S  B  — ScosG         _  {.t^-\-y,cosO)S-\-I> 


(.f,-f-/,cosô)S-f-D        (j,-;-.r,cose)S+E        -(a;;-4-j^-f-2^,j.cos9)S-hF 

B— ScosQ        _  C— S  _         (^.cosôn- ri)S-i- E 

(•^.-!-.)'iCOSÔ)S-f-D        (r,-^.r,cos0)S-hE        —  (a:;-f-j^-+-2^,7,cos9)S-hF' 

de  sorte  que  l'on  a 

(A— S)(G  — S)  — (B  — ScosO)='r=o, 

A  — S       _  B  —  ScosG  _  Ax,  H-Bj, -4-D 
B  —  ScosG  ~      C  —  S      ~  Bx.-f-Cj,  -Ï^É ' 

(jrJ-|-jJ-|-2x,j.cosG)S  — F 

_      [(jc, -i-j,  cosG)S-hD]- _        [(.r,cosG-f-j,)S +  Ep 

_        [(x,-r-7,  cos9)S-hD][(j,-f-  .r.cosG)S-f-E] 
~  B  — ScosG 

[(.r, -i-j,  cosG)S  -I-D]^-!-  [(.r.cosG  H-jr,)S+  E]^ 
_  — 2cosG[(x,-hr.cosÔ)S-|-D][(r,H-x,cosG)S-hE] 

~  (A  —  S) -h  (C  — S)  —  2CosG(B  — ScosG) 

sin'G[(x^  -\-y\-h  2x,j,  cosG)S  H- 2D.r, -f-2Ej,]S 
_  -f-D-  +  E-— 2DEcosG 

"  A^^  C  —  2  B^os  0  —  2S  sin^  G  ' 

d'où 

S(A  -f-  C  —  2BcosG  —  Ssin2G)(x;  -t-j;  H-  2x,j,cosG) 
-f-2Ssin2G(D:r, -f-Ej.+F)  H-D^  +  E^—  2DEcos9 

—  (A-l-C  —  2BcosG)F=r  G. 

Nota.  On  aura,  au  lieu  d'un  foyer,  un  cercle  double- 
ment tangent  à  la  conique,  par  l'équation 

si  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  et  par  l'équation 

(X—  X.Y-'-  (jr  —  J,)2-r-  2(X  — X,)(7  --J-,)cOS0--/-2  — O 


(  3.3  ) 
s'il  en  est  autrement,   en  mettant  F  -,-  z^^S  à  la  place  de 
F,  ce  qui  donne  dans  un  cas 

^     '       *^'  '  A  -S  C— S 

(Sx.-^D)(Sj.-l-E) 


B 


ou 


S(A-f-G— Sj(.r^-f-y^).4-2'S(D.r.-L-E/H-F  +  r2S) 

-;-D'-{-  E2--(A-i-  C)  (T  -<;-  /-^S) .-  o, 
=S(A-;-G-  S)(x;-h7;— /2)_+-^2S2_,_2S(Da:,-;-Ej, -l-F) 

-hD^-f-E^— (A-;-C)Fr::=o, 
et,  dans  l'autre  cas^ 

{x'I  -T-jJ  )2jr,  j,  cosô  —  r-'j  S  —  F 

[(r,-l-7,  cosÔ)S-f-D]-_      |"(.r,  cos0-i- j,)S-i'- E]- 

_:  A—  S  "  C^^ 

_      r^r,  -4- j,  cos9)S  -4-  D][(.r,  -^-  X,  cosQ)  S  -]-  E] 
~  B  —  Scose  '         ' 

ou 

S  (A-'r-C  — 2Bcos9 — Ssin^9)(a:^  -^"JÎ  -•- 2x,j)-,  cosô  —  r- ) 
-4-SV2sin2O-+-2Ssin2  0(Dx,-;-  E/.-i-F  ) -}-DM- E^ 

-    (  A  -!-  C  —  2B  COS G)  F  =:  o. 
I 

IL 

filtre  détermination  des  joyers. 

Prenons  pour  délerniiner  les  foyers  cette  propriété 
bien  connue,  quela  droite  qui  joint  tout  point  (x}')  d'une 
directrice  à  un  foj^er  (j^ijKi)  correspondant  est  perpen- 
diculaire à  sa  polaire,  passant  par  ce  foyer.  On  a  im- 
médiatement par  cette  propriété,  si  les  coordonnées  sont 

21  . 


rectangulaires, 


et 


de  là 


(  3^4  ) 

x^  —  X        y^  —  y  1 


/:. 


/; 


2S 


A.r  -■'  Bj  -I    D  -f  S(.r,  —  x]  — =  o, 
Bx- Cjr-+-  E  -+   S(j, -j)  :.^o, 

Il  s'ensuit 

A  —  S         B         D  +  Sx,  I 

B         G    -  S     E  -+  Sj,     —  o, 

■/  1  oTi  y  1  yj  y  Ir, 

ce  qui  apprend  que  S  ne  varie  pas  avec  (x  et  )'). 

Par  conséquent,  la  polaire  du  foyer  j'j  y^  est  donnée 
par  chacune  des  équations 

(A  —  S)x  -1-  B  j  -f-  D  -r-  S.r,  —  o, 

B.rH-{C-S)j  +  E-!-Sj.:..o, 

de  sorte  que  les  coefficients  y  sont  proportionnels  entre 
eux.  On  a  ainsi 


A  - 

S 

B 

D  +  Sx, 

B 

~  C  — 

s 

~  E  -\-  Sj. 

A  — 

S 

B 

D  -   Sx, 

IL- 

I 

Ây, 

J\z^ 

B 

C  — 

s 

_  E  ^  S  j. 

D'après  quoi 

(A  —  S)(C  —  S)-B^=r  G, 

même  équation  que  ci-dessus. 
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Pour  une  valeur  de  S,  ou  a,  si  elle  est  différente  de 
zéro,  un  axe  par 

A  — S  _    B_  _  D  +  s^,  _/;',.. 
B    -C-.  s"E  -f-sj,  ~/^;./ 

Les   foyers    correspondants    sont    déterminés  par  cette 
équation  et  par 

(A-S)/,',,=  (D~rSj,)/,',,.  ou  {C-S)/,'^.--.(E+Sr,)/,',, 
ou 

B/.'.,-(D-SrO/,;.=  (E  +  S7,)/,;' 

résultats  qui  peuvent  du  reste  se  déduire  de  ceux  du  §  I. 

2.   Quand  les  coordonnées  sont  obliques,  les  équations 
du  problème  sont 


^f  +  yf:  -r-f  =o, 


.r,  —  .r  H-  (  ji  —  y)  ces  9        jKi  — J  H-  (•^^'i  —  -^^  )  COS 


Â         ~"     ~  /r    "  "  -s' 


d'où 

kx  -[■-  Bj  -h  D  -H  [x,  —  .r  -^-  (j,  —  j)  ces 91  S  —-:  o, 
B jc  H-  Cj  H-  E  -T-  [(^1  --  -i']  COS 9  H- j,  —  j]  S  :—  o, 

d'où 

A  ---  s         B  —  Scos9     D  -i-  (.r,  -h- j,  cos0)S  1 
B— Scos9         C-    S         E    t-(.r,cos9 -f-j,)S  .  ~-o, 

de  sorte  que  S  est  indépendant  de  x  et  y  sur  la  direclricc. 


(  3^6  ) 
Il  s'ensuit 

A  — S  B  — S«:osO        (.r, -f  .r,  cos0)S  H- D 


B  — Scose  C— S  (^,cos9-j-j,)S-i-E 

A  —  S       _   B  —  Scosô  _  (^, -f-j,  cos9)S  —  D 

B  — ScosQ  _      C— S      _  (.r,  cos9+j,)S  +  E 

yiJTi  / 1  >  I  JiZi 

On  a  ainsi 

(A  —  S)(C  — S)  — (B  — ScosG)^r=o, 

A  —  S      _  B_—  S  cos9  __  [x,  -h  j,  cos9)S  -f-  D f[^^ 

B~^  S  cos9  "      C  —  S~  ~  j.r,  cos9  H-j,)S-4-  E~y^' 

(îqnalion  d'un  axe,  et 


OU 


ou 


(C  -  S)//^   r:.  Ux,  cos9  H-  /. ) S  H"  E]//    , 


/l 


(B  -Scos9)/;^^:-^[(a:,  +  j.  cos9)S  -  -  D]/,^._ 
:^[(.r.cos9-'-r,)S^;    E]/'^^. 

m. 

I.  En  étendant  la  deinière  méthode  aux  surfaces  du 
second  degré,  on  obtient  aisément,  avec  les  conditions  re- 
rjuises  pour  que  îa  surface  soit  de  révolution,  les  équations 
de  Taxe  de  révolution  et  celles  des  foyers  situés  sur  cet 
axe. 

Quand  une  surface  du  second  degré  est  de  révolution, 
il  y  a,  pour  un  foyer  F  situé  sur  Taxe  de  révolution,  un 
plan  P  tel  que  tout  point /^(^cj)  de  ce  plan  a  son  plan 
polaire  perpendiculaire  à  la  droite  qui  le  joint  au  foyer. 
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De  là,  si  les  axes  de  coordonnées  sont  perpendiculaires 
entre  eux.  f[xyz)  -—-  o  étant  l'équation  de  la  surface,  et 

^fi.  -!-j/;  +^//.  +^/w  ^^^ 

^1  —  "5  _  ji  — J  _  ^1—  ^ i_ 

/  V 


fz 


iS 


d'oij 


ou 


/j:  /y 

A    r  -^  B'>  +  B'  Z  -4-  C  -I-  S  (a:,  —  .r)  r=  o, 

B''x  -+-  A'j  +  B  2  -h  C  H-  S(j,— j)  —  o, 

B'  X  H-  B  j  -^-  A"z  +  G"-^-  S(3,  —  z)  =  o, 

/'  ^-:-/'  r-F/'  z-^f'  =o, 


d'où 


A  —  S         B"  B'         C  H-  Sor,   I 

B''     •  A'— S  B  C'-f-Sr,   I 

B'  B         A'' —S     C+S2.      =0' 

ce  qui  apprend  que  S  ne  varie  pas  avec  le  point  p  sur 
le  plan  P. 

Les  équations  qui  précèdent  représentent  donc  sépa- 
rément ce  plan  P.  Il  en  résulte 

A  —  S  B"  B'      _  C  H-  S.r, 

"B^  '  ~  Â^^^  ~      B      "  C"-^  S/,  ' 

A  —S  __     B;;;     _      B^     _  C  -4~  S.r, 
"B'     ""'      B      ""  A''— S~C'-+-S3,' 

^"i_?  __  .El  _  _^1  _  9_2r  '^•^' 

/la,  /ly,  /iJ,  y  If, 

B'^   _  A^— S  _       B       _  C'_-r-  S r, 

W  ~       B~  ~  A"~  S  ~  C'M-~Si;  ' 

B"_  _  A^-^S  __       R      _  C^  H-  S  r. 

/ix,  ./ly,  y  1^1  ./l/, 

B^    __     A     —  ^"Z^  —  C''+  Sz, 

/la:,  /ly,  /l:;,  /w , 


(  3^8  ) 
Soit  d'abord  BB'B'^^o:  on  aura 

B  B'  b" 

puis 

B/'  ^  B7'    =  B  V  , 

OU 

B(C  -1-  S^.)  rrz  B'(C'  +  Sn)  =  B"{C'  4-  Sz,), 

équations   qui  déterminent  l'axe  de   révolution,    et  en 
outre  pour  les  foyers 

{c-i-s.,)y;;^-g-/,',, 


OU 


ou 


(C'  +  Sr,)/'  =^/> 


OU 


/u  =  (C'-4-Sj.)^/==(C  +  Sj.)%' 

Dans  le  casoùBcst  nul,  il  faut  avoir  B'=^o,  A'' — S-~o, 
ou  bien  B'^  --  o,  A'  —  S  =  o. 

Supposons  B  :^  o  et  B'r=  o,  A'^  —  S  rr^  o.  On  aura  le 
plan  P  par  les  équations 

(  A  —  S)  X  -+-  B"j  +  G  -f-  Sx,  —  o, 

B"x  -;-  (  A'  —  S)j  -4-  C  H-  Sj.  =  o, 

C''-+-Sz,  —  o, 


(  3^9  ) 


d'où 

A— A'' 

_        ^" 

C-h  A"a:, 

B'' 

A'  --  A'' 

~  a-^Ay, 

A  — A'' 

B" 

C  -^  k!'x, 

C -f- A"j,  —o, 
-        .,        -         .   ~\ 

/ix,  /ij,  J\z^  I 

C'est  avoir  pour  condition  (A  —  A^^)  (A' — A^')  —  B'^-~o, 
avec  B  -—  o,  B'  =  o,  et,  pour  Taxe,  01' -V-  h" z^  =^  o, 

C_4-_A^^  _  A  — A^^  _       B^^ 
C-T  Ay,  ~~       B"       ""  A'-  A''' 

puis  en  outre,  pour  les  foyers, 

(C-^A".r,)/,',   r:=(A-A")/,',, 

ou 

(C  +  A"x,)/,;_  =  B"/,',_. 

IL  En  suivant  la  première  méthode,  on  observera  que 
l'équation  de  la  surface  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

{x  —  XiY-h  (r  —  Ji)*-^(^  —  2,)2  — (w.r  +  ny  -^-pz  -4-  qY, 

on  aura  identiquement 

[,T  —  x,  Y  -f-  (j  — J,  Y  -i-  (-  —  z.  )'  —  g/—  (''^  x^ny^pz-^-qY' 

par  conséquent  les  demî-dérivées 

X—  x,—  ^{Ax   +B"y-\-B'z  -^Q), 

y-U-  ^(B'^x  +A'j-^B2  -f-C), 

'        z  -  z.  -  ^  (B'.r  +  Bj    +  k"z  -r  C"). 
.r.  [:r.-  .r.)  -j,  (j--r,  )-r,  (z-z.)  -  -  ^  (C.r--  C^  -  C'^z-i-D) 


(  33o  ) 
ont  leurs  coefiTiciciits  proportionnels,  d'où  résultent 


A  —  S           B"           B'        G  -hS.r, 

B'^      ""  A'  --  S  ~  B  "  C  -1-  S;^  ' 

A  — S       B''            B'            C'-^-S^, 

B'      "  B  ""  A''  --  S  ~  C'  4-  Sz/ 

A-S 

B''                    B                            CH-S.r, 

C  -4-  S.r, 

~c'  +  Sr,  "C'-i-Sz,  ~  _(.r;-hj;  +  z; 

B"        A'— S            B             C-I-Sj, 

B'  "       B      "A''—  S  "C'-f-Sz/ 

B" 

A'  — S               B                           C'  +  Sr. 

C-f-Sxi 

""  a  -i-'Sj,  ~  C"-h  Sz,  —  -  {.x]  -'r-r]  +  z] 

B' 

B               A'^— S                      C'+Sz, 

C-4-Sx,        C4-Sj,        C'^H-Sz,        —  (x;+j;+z;)S  +  D 

On  a  par  là,  avec  les  mêmes  conditions  que  ci-dessus,  la 
même  valeur  de  S  et  les  mêmes  équations  pour  Taxe, 
puis  à  l'égard  des  foyers 

(.;-l-r.-!-..)S-D_.:~  -^---^  :==-  -^,--^ 

~  A'   -  S      ~  B 

_  (G^^+Sz,)(C  +  S.r.) 
B' 

-  _  (C  +  S^.)(C^+Sj,) 
""  B'' 

Si  l'on  remplace  Dpar  D-l-S;^^,  on  aura,  à  la  place  des 
foyers,  le  centre  d'une  sphère  inscrite,  et  la  sphère  par 
l'équation 


(  33i  ) 
NOTE  SllR  II1\Ë  QIJIÎSTIO^  DE  GÉOMÉTRIE  ÉLÉMENTAIRE-, 

Par  m.  LIONNET. 

1.  On  sait  qu'un  polygone  plan,  recliligne  et  con- 
vexe, dont  tous  les  angles  sont  moindres  que  deux  droits 
et  d'un  nombre  n  de  côtés  supérieur  à  3,  est  décompo- 
sable  en  n  —  2  triangles.  Pour  étendre  ce  théorème  à  un 
polygone  non  convexe,  on  a  donné  jusqu'ici  des  démon- 
strations qui  laissent  à  désirer  sous  le  rapport  de  la  ri- 
gueur. Afin  d'établir  que  la  somme  des  angles  d'un 
polygone  non  convexe  égale  in  —  4  arigles  droits, 
M.  Briot,  dans  la  sixième  édition  de  sa  Géométrie  élé- 
mentairey  démontre  le  théorème  relatif  à  la  décomposi- 
tion du  polygone  en  triangles,  de  la  manière  suivante  : 

On  forme  un  premier  triangle  ABC  [f^g-  i)  avec  deux 

Fig.   I. 
E 

i/' 

y 

B 

côtés  du  polygone  et  une  diagonale  AC5  un  deuxième 
triangle  ACF  avec  cette  diagonale,  un  côté  AF  du  poly- 
gone et  une  nouvelle  diagonale  CF^  puis  un  troisième 
triangle  CDF  avec  cette  diagonale,  un  côté  CD  du  poly- 
gone et  Une  nouvelle  diagonale  DF.  Le  dernier  triangle 
DEF  est  formé,  comme  le  premier  ABC,  par  une  diago- 
nale et  deux  cotés  du  polygone. 
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Si  ces  constructions  successives  étaient  toujours  éul- 
demrtient  possibles,  le  théorème  serait  clémoritré  ;  mais 
il  suiru  de  jeter  les  yeux  sur  lajîi^.  i  pour  se  convaincre 
du  contraire. 

2.  Avant  de  donner  une  démonstration  rigoureuse,  il 
est  bon  d'observer  que,  par  le  mot  polygone,  nous  en- 
tendrons parler  d'une  seule  surface  plane  terminée  par 
une  ligne  brisée  dont  chaque  angle  est  compris  entre  zéro 
et  quatre  droits. 

Une  diagonale  sera  dite  intérieure,  quand  tous  ses 
points,  autres  que  ses  extrémités,  seront  intérieurs  au 
polygone. 

Telles  sont  toutes  les  diagonales  d'un  polygone  con- 
vexe dont  chaque  angle  est  moindre  que  deux  droits. 
Telles  sont  aussi,  dans  un  polygone  convexe  dont  un  ou 
plusieurs  angles  égalent  deux  droits,  les  diagonales  me- 
nées du  sommet  de  l'un  quelconque  de  ces  angles  aux 
sommets  situés  hors  de  la  direction  de  ses  côtés. 

3.  TnÉORiiME  I.  —  Tout  polygone  P  d'un  nombre  n 
de  côtés  supérieur  à  3  peut  être  décomposé  en  n  —  2 
triangles  par  n  —  3  diagonales. 

On  sait  que,  dans  tout  polygone  convexe  (2),  on  peut 
mener  au  moins  une  diagonale  intérieure.  Afin  de  prou- 
ver qu'il  en  est  de  même  dans  un  polygone  non  con- 
vexe ABCDEFG,  lequel  a  au  moins  un  angle  F  plus 
grand  que  deux  droits,  prolongerons  l'un  quelconque  EF 
des  côtés  de  cet  angle  dans  l'intérieur  du  polygone  jus- 
qu'à la  rencontre  du  contour  en  un  point  M.  Si  ce 
point  était  un  sommet  du  polygone,  la  droite  FM  serait 
une  diagonale  intérieure.  Dans  le  cas  contraire,  conce- 
vons que  cette  droite  FM,  d'une  longueur  variable, 
tourne  autour  du  point  F  dans  un  sens  tel  que  son  ex- 
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tréniité  M  décrive  la  ligne  brise'e  MBCDE;    celte   droite 
restera   intérieure   au  polygone  jusqu'à   ce   qu'elle   ait 

Fig.  2. 


G 


%. 

-''/ 


M 


\d 


rencontré  un  ou  plusieurs  sommets  de  la  ligne  brisée. 
Si  elle  rencontre  d'abord  le  seul  sommet  B,  elle  sera, 
dans  la  position  FB,  une  diagonale  intérieure  -,  si  elle 
rencontrait  en  même  temps  les  sommets  B  et  D,  chacune 
des  droites  FD,  BD  serait  une  diagonale  intérieure-, 
donc,  etc. 

-  Cela  étant,  supposons  que  le  théorème  [  soit  vrai  pour 
tout  polygone  d'un  nombre  de  côtés  inférieur  à  /2,  et 
proposons-nous  de  démontrer  qu'il  l'est  aussi  pour  un 
polygone  de  n  côtés.  Une  diagonale  intérieure  divisera 
le  contour  de  ce  polygone  en  deux  lignes  brisées,  l'une 
de  ii\  et  l'autre  de  ii"  côtés,  /z'-i-  n"  étant  égal  à  n^  et  le 
polygone  P  en  deux  autres  P'  et  V"  dont  les  nombres  de 
côtés  n' -\-\  et  n''-\~\  seront  moindres  que  n.  Donc,  en 
vertu  de  la  supposition,  P'  et  P''  seront  décomposables, 
l'un  en  n' —  i  triangles  par  n' —  i  diagonales, et  l'autre 
en  n" — i  triangles  par  n'' —  i  diagonales-,  donc  enfin 
P  pourra  être  décomposé  en  n'-\~  n" —  i  ou  n  —  i  triangles 
par  n' -\-  n" —  l\-\~\  o\\.n  —  3  diagonales  ;  mais  ce  prin- 
cipe peut  être  considéré  comme  exact  pour  un  triangle, 
puisqu'alors  n —  i  ~-- \  et  n  —  3  ^^  o*,  donc  il  est  vrai 
pour  un  quadrilatère,  puis  pour  un  pentagone,  et  ainsi 
de  suite. 
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4.   Théorème  II.  —  La  somme  des  angles  (Viui  polj  - 
goîie  do  n  côtés  n'excède  pas  in  —  4  angles  droits . 

Lcgendre  a  dcmoiilré  que  la  somme  des  angles  d'un 
triangle  n'excède  pas  deux  droits.  Or  la  somme  des  angles 
d'un  polygone  de  n  côtés  est  visiblement  égale  à  celle  de 
tous  les  angles  des  n —  i  triangles  dont  il  se  compose  (3): 
donc  la  somme  des  angles  du  polygone  n'excède  pas 
1  [n —  2)  ou  in  —  4  angles  droits. 

Dans  la  Géométrie  euclidienne,  cette  somme  vaut 
in  —  4  Jï'^^i^s  :  elle  est  moindre  que  m  —  4  dans  Ja 
Géométrie  non  euclidienne. 

Corollaire .  —  Dans  tous  les  cas,  trois  au  moins  des 
angles  du  polygone  sont  plus  petits  que  deux  droits.  Car 
si  un  polygone  de  n  côtés  avait  moins  de  trois  angles  plus 
petits  que  deux  droits,  il  aurait  au  moins  n  —  2  angles 
égaux  ou  supérieurs  à  deux  droits,  et,  par  suite,  une 
somme  d'angles  plus  grande  que  in  — -4  angles  droits, 
ce  qui  est  impossible. 


C0U11ESP01\DA]VCE. 


M.  Doucet,  professeur  au  lycée  de  Lyon,  nous  com- 
munique une  solution  très-simple  de  la  question  sui- 
vante déjà  résolue  (2''  série,  t.  XII,  p.  29)  : 

Troui^ar  Fem^eloppe  de  la  corde  commune  à  une 
ellipse  et  à  son  cercle  osculateur  en  un  point  M. 

Cette  nouvelle  solution  se  fonde  sur  ce  que  le  point  M 
est  le  milieu  du  segment  de  la  corde  commune,  compris 
entre  les  diamètres  conjugués  égaux  de  l'ellipse. 

En  désignant  par  Xq,  70  les  coordonnées  du  point  M 
rapporté  à  ces  diamètres  conjugués  pris   pour  axes,  et 
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par  «,  b  les  demi-axes  de  l'ellipse,  l'équation  de  la  corde 

est 

X       Y  ,  a'--\-b' 

\ -^:  2,    OU  JTo^-f-  /u'^  =  aS 

et  l'on  trouve  facilement  que  l'équation  de  l'enveloppe 
des  droites  représentées  par  les  équations  précédentes 
est 

X^H- Y^=  (2af. 

Si  l'on  prend  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  de 
l'ellipse,  on  a 


\a    '    b)  ^^'  [h     '  a)  ^-' 


ces  formules  de  transformation  donnent 


^  ,  .r\i  ,   /J     ^  \z 


2  /  ».  ^\    2 


u       b  j  \b       a 

pour  r équation  de  l'enveloppe,  rapportée  aux  axes  de 
Tellipse,  considérés  comme  axes  de  coordonnées. 

Une  solution  de  la  question  1127  par  M.  Lez  nous  est 
parvenue  trop  tard  pour  qu'il  ait  été  possible  d'en  faire 
mention  dans  le  numéro  du  mois  dernier. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Méthode  élémentaire  pour  effectuer  des  quadratuies 
et  des  cuhatures,  par  le  frère  Gabriel  Marte. 

Tel  est  le  litre  d'un  IMémoire  aulograpliié,  dont  j'ai 
reçu  un  demi-exemplaire  j  l'auteur,  en  me  l'adressant, 
m'a  appris  qu'une  partie  de  son  travail  venait  d'ôtre 
publiée  dans  un  Appendice  à  la  Géométrie  que  l'Institut 
des  Frères  des  Ecoles  chrétiennes  a  fait  paraître  clic/. 
Pqussielgue,  rue  CasscUe,  27. 
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Le  titre  du  Mémoire  en  fait  connaître  l'objet:  il  s'agit 
(l'elî'ecluer  des  quadratures  et  des  cubaiures,  en  éludant, 
autant  (jiie  possible,  l'application  des  formules  générales 
du  Calcul  infinitésimal^  c'est  là,  assurément,  une  gym- 
nastique intellectuelle  qui  n'est  pas  tout  à  fait  dépourvue 
d'utilité;  mais  la  force  qu'on  y  gagne  équivaut-elle  au 
temps  qu'on  y  perd  ? 

Quoi  qu'il  en  soit,  je  remercie  Tauteur  de  la  commu- 
nication qu'il  a  bien  voulu  me  faire,  et  je  ne  puisque  le 
féliciter  de  l'approbation  que  son  Mémoire  a  obtenue  de 
l'Institut  des  Frères  des  Ecoles  chrétiennes.  (G.) 

Une  réjonne  géométrique.  —  Introduction  à  la 
Géométrie  descriptive  des  cristalloïdes^  par  le  comte 
Léopold  Hugo.  Grand  in-8^,  1874*  Paris,  imprimerie  de 
Gauthier-Villars,  quai  des  Augustins,  55. 

Petit  Ouvrage  très-singulier  et  peut-être  profond  (*), 
ayant  pour  épigraphe;  En  bonne  philosophie  il  nj  a 
pas  de  sphère. 

On  y  trouve  les  Chapitres  suivants  :  Dédicace  trans- 
euclidienne. —  Lettre  à  Archimède.  —  Il  n'y  a  que 
l'équidomoïde.  —  Morphologie  et  architectonie.  —  Sym- 
phonie de  l'équidomoïde.  —  Avec  quatre  planches  dont 
une  chinoise. 

Pour  plus  de  renseignements  sur  la  Béjornie  géomé- 
trique du  Comte  Léopold  Hugo,  voir  Nouvelles  Annales ^ 
oJ"  série,  t.  XH,  p.  i35,  le  compte  rendu,  par  C.  H. 


(*)  Dans  V Avertissement  qui  précède  rOiivrage,  l'Auteur  dit  que  sa 
théorie  systématique  a  été  généralement  trouvée  ingénieuse  et  prolondc, 
surtout  au  point  de  vue  de  la  Morphologie  et  de  l'Architecture  raisounéo. 
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1.  Les  Mathématiques  en  Belgique  en  18^25  parle 
D'^  P.  Mansion,  professeur  à  l'Université  de  Gaiid. 

2.  Cours  d^ Analyse  de  V Ecole  Polj  technique  ;  ^slv 
M.  Hermite,  première  Partie.  Compte  rendu  analytique^ 
par  M.  P.  Majvsion,  professeur  à  l'Université  de  Gaiid. 
(Extrait  du  Bullettino  di  hihliografia  e  di  storia  délie 
scienze  matematiche  efisiclie,  t.  YI,  juillet  et  septembre 
1873.  Rome,  typographie  des  Sciences  mathématiques  et 
physiques,  Via  Lata,  n°  211  A,  i844)- 

3.  Application  de  laGéométrie  élémentaire  àV Arith- 
métique ;  par  Auguste  RicouR,  censeur  des  études  au  lycée 
de  Lille,  officier  de  l'Instruction  publique,  fondateur  du 
Comité  flamand  de  France,  et  membre  correspondant  de 
pîusieursSociétéssavantesdeFranceetde  Belgique.  Douai, 
Lucien  Crépin,  éditeur-imprimeur  des  Sociétés  scienti- 
fiques et  littéraires  de  Douai,  rue  delà  Madeleine,  28. 


sonnons  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES 


Questions  116  ^M 17 

(voir  i"  série,  t.  V,  p.  1G7  ); 

Par  m.  il  BROCARD. 

116. —  Un  hexagone  sphérique  étant  inscrit  dans  une 
courbe  cono-sphérique,  les  intersections  des  côtés  op- 
posés déterminent  six  points  situés  sur  la  même  circon- 
férence de  grand  cercle. 

117.  —  Un  hexagone  sphérique  étant  circonscrit  à 

yinti.  de  Mathém.f  t.  XIII,  2*  série.  (Juillet  187/1.)  ""^ 
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ime  courbe  cono-sphén'que,  les  trois  grands  cercles  qui 
passent  par  les  sommets  opposés  ont  un  même  diamètre 
comnnui. 

Nota.  —  Ou  nomme  cono-sphérique  la  ligne  d'inter- 
section d'une  sphère  et  d'un  cône  du  second  degré  con- 
centriques. 

Supposons  la  nappe  du  cône  prolongée  hors  de  la 
sphère,  et  coupée  par  un  plan  quelconque  suivant  une 
conique.  La  perspective  de  l'hexagone  sphérique  inscrit 
(ou  circonscrit)  sur  ce  plan  sera  un  hexagone  rectiligne 
inscrit  (ou  circonscrit)  à  la  conique.  Dans  chacun  de 
ces  deux  cas,  la  droite  qui  unit  deux  des  sommets  de 
l'hexagone  rectiligne  est  la  perspective  d'un  arc  de  grand 
cercle,  intersection  de  la  sphère  et  d'un  plan  mené  par 
son  centre  et  par  la  droite  considérée.  Les  théorèmes  de 
Pascal  et  Brianclion  s'appliquent  donc  aux  courbes 
sphériques  définies  comme  il  a  été  dit,  et  les  propositions 
116  et  117  résultent  immédiatement  des  propriétés  des 
projections  perspectives. 

Question  1124 

(  voir  ?.'  série,  t.  XII,  p.  53i  ); 

Par  m.   MORET-BLANC, 

Sij  sur  une  sphère  dont  le  rajon  est  pris  pour  ufiité, 
on  trace  une  courbe  quelconque,  on  a,  entre  les  coor- 
données  x^j,  z  de  tout  point  de  cette  ligne,  la  relation 

{.r'^-^y^  -!-  z"^)  [{xf  -  yx"  Y  H-  [yz"  -  z/'Y  -f-  [za:"  -  xz")^ 

=  (x'x'^-^y/'-r-z'z"Y 

dajis  laquelle  les  accents  des  dérii-'ees  sont  relatifs  à  u?ie 
variable  indcpendanle  t.  (Catala:\.  ) 
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On  a  les  relations 


T-  J^  -!-  z  ' 


l, 


(l)  <    x.r'-4- Jj'-!-zz'~  O, 

f   .r'2-f- j'2_[_  z'^-^_-  xx"  -r-y/''  ■^-  zz"  —  o. 
Or 

[^  [yz"—zy")  -\-y{z'x"^-  x'z")  -f-  z[x'y"-  y'x")Y 

est  le  carré  du  déterminant 

\     X       y       z 
x'      y'      z' 

x"    y"     z"     I 

On  a,  par  la  règle  de  la  multiplication  des  détermi- 
nants, en  ayant  égard  aux  relations  (i),  et  en  posant  pour 
abréger 

x''-\-y"'-^.~2!''=Lk~  —  \^xx"  -■r-yy"  -hzz"), 
x^x''-\-y'y"  -rz'z"^^, 

I  I        o      —A    ' 

--    I  o       A  B     !  z=z  AC  —  B-  -  A^; 

I    —A       B  C    ! 

le  second  membre  de  la  relation  à  vcrilîer  est  donc 


x      y       z 
x'      y'      z' 

x"     y"     z" 


AG  — B2- AM-B»:- A(C—  A=). 

Or  on  a  idciiliqucment 

(.^-  _  ya:"Y-X-  [yz"  -  zy"  Y  -|-  [zx"  -  xz"  f 

=  {x'-\~y'<-z%z'''^-'^Y"-hz'")-{xx"-\-y/'-'r  zz"y^:z.C~-k\ 

Le  premier  membre  est  donc  aussi  égal  à  A  (C  -     A"'  ) , 
et  la  relation  est  démontrée. 

lleinarquc. —  Cette  relation  peut  servir  à  trouver  une 
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infinité  Je  solutions  de  l'équation  indéterminée 

(PM-Q^-r-R2)  (X2-i-Y2-+-Z2)-:U2-(-  V^ 

Il  suffit  d'y  remplacer  a:,j,  z-^  ^'o '5  ^'  ':  x'\j"^  z" ^  par 
des  nombres  satisfaisant  aux  relations  (i). 

Pour  la  première,  on  cliercliera  trois  carrés,  dont  la 
somme  soit  un  carré,  soit  a^  -Y-  h^  -\-  c^  -~  d^\  on  pourra 
prendre 

.=:^-,      y^^^"      '^--d' 

Les  deux  dernières  équations  permettront  de  trouver  sans 
peine  autant  de  systèmes  qu'on  voudra  de  valeurs  cor- 
respondantes de  x'^j\  z'  5  x"^  j'\  z" , 
Ainsi,  en. prenant 


2 

2 

r  -  3. 

I 

.  =  3,  - 

^'  =  -4, 

y -3, 

z'  =.1  ^ 

x":z^  —  20, 

ï"^- 

i5, 

^"--■7. 

on  aura,  en  multipliant  les  deux  membres  de  la  rela- 
tion par  3^, 

(^2_u3î_u22)(io'^-^  19^ -h  142)^-:  32-f-i38^ 

Note  du  Rédacteur.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  De- 
martres;  J.  Mister,  répétiteur  d'Analyse  à  l'École  du  Génie  civil  de  Bel- 
gique; Niewenglowski,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée 
de  Reims  ;  Launoy,  maître  auxiliaire  au  lycée  de  Lille. 

Question  1125 

(voir  môme  tome,  p.  200)  ; 

Par  m.  Charles  CHABANEL. 

Sur  les  arêtes  d'un,  trièdre  trirectangle  on  peut^  et 
d'une  infinité  de  manières^  prendre  trois  longueurs 
OA,OB,OC,  en  nombres  entiers,  telles  que  V aire  du 
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triangle  ABC  soit  elle-même  mesurée  par  un  nombre 
entier,  ainsi  que  les  trois  autres  faces  du  tétraèdre  ré- 
sultant OABC.  (A.  Transon.) 

Soit 

(l)  .r^H-y-f-z'-- /' 

l'équation  d'une  sphère  ayant  le  point  O  pour  centre, 
et  rapportée  aux  trois  arêtes  du  trièdre  trirectangle, 
comme  axes  de  coordonnées. 

Le  plan  tangent  à  cette  sphère  en  un  point  (xo,7oî^o) 
a  pour  équation 

et  coupe  les  axes  des  coordonnées  en  des  points  A,B,C, 
situés  à  des  distances  a,  Z>,  c  du  point  O,  distances  telle 
que  l'on  a 

r2  r"  /•' 

abc 

Le  point  [xq^Jq^Zq)  appartient  à  la  sphère  déterminée 
par  l'équation  (i)  \  on  a,  par  conséquent, 

(2)  -.  +  j,  -  p  =  -r 

Le  volume  V  du  tétraèdre  OABC  a  pour  expression 

abc 

mais  si  l'on  appelle  s  l'aire  du  triangle  ABC,  on  a  aussi 


d'où 


3 


abc        rs  abc 

6  3  ~    2s 
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Par  suite,  l'équation  (•^)  devient 

(3)  i.4.1^1^  JiL, 

équation  qu'il  faut  vérifier  en  donnant  à  a,  h,  c,  s  des 
valeurs  entières. 
L'identité 

(4)  {a:^-  -r-  r-  -  z^-Y  -!   4.r=c2  -!-  4j=3'  =  [x'  -!-  J^  -i-  z^)^ 

conduit  à  ce  résultat. 
En  posant  d'abord 


d'oii 


ou 


I 

--  z=z  x-  ---  y 
a 


a  =  — 

x' 


y-  -  z\ 

I 

::::;  2  JC2, 

1 

-    "   2  JZ, 

I 

br. 

I 

—  -             î 

r 

7-^' 

C  î 

2J2 

les  valeurs  de  a,  b,  c,  5  seront  rationnelles.  On  rendra 
ces  valeurs  entières  en  multipliant  les  expressions  de 

rt,  b.  c  par  le  produit  4^J^  {^^  ~'^J^  '~  ^^)  ?  ^^^  ^^^^ 
ainsi 

a  rrr  4'^J"2;,     Ô  r-.:  2  JT  (^^  -h  J^  —  Z'),    C  -=  IX  (  a;^  -h  j'  —  s'  ), 

et  au  moyen  de  l'équation  (3), 

s  —-  1XJ  [x"^  -\-  j''  —  z' }  ( x"^  -;-  j2  -1-  z- ) . 

Quant  aux  aires  des  faces  autres  que  celle  opposée  au 
sommet  du  trièdre  trirectangle,  elles  seront  évidemment 
mesurées  par  des  nombres  entiers. 

Les  nombres  entiers  x,  j  ,  z  sont  indéterminés  -,  ils 
sont  soumis  à  celte  seule  condition  que  le  nombre 
x^ -r-J~  —  2"  soit  différent  de  zéro.  Par  conséquent,  le 
nombre  des  solutions  est  infini. 
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Note  du  Rédacteur.  —  M.  Moret-Blanc  .a  démontré,   d'une   manière 
peu  différente,  que  la  question  admet  une  infinité  de  solutions. 
M.  Moreau  a  trouvé  les  mêmes  formules 

a=4a:jz,      h  =  ly  {x' -^- j^— z'')^      c  —  i  x {xr -.- j'^  —  z^) ^ 

s  —  '2XJ  {x^  -\-  J^  —  z^)  {x^  -h  J'^  -H  z'). 

Si,  dans  les  expressions  de  b  et  de  c,  on  pose  z  =  x  —j,  il  viendra 

é  =  /| xy-,     c  =^  l^jx' ,     (c  —  b)  ^:  /| xj {x—jr)^^xjz  —  aj 

d'où 

c  --  a  -\-  b. 

Donc,  si  l'on  prend  sur  deux  arêtes  d'un  trîèdre  trirectaj7glc  des  lon- 
gueurs OA,  OB  mesurées  par  des  nombres  pairs  quelconques,  et  sur  la 
troisième  arête  une  longueur  OC  égale  à  la  somme  des  deux  premières, 
les  quatre  faces  du  tétraèdre  résultant  OABG  seront  mesurées  par  des 
nombres  entiers. 
Cette  proposition  m'aétccommuniquéeparM.  A.Transon.  (G.) 

Question   J138 

(voir  même  tome,  p.  20S); 

Par  m.  de  RUFZ  DE  LAVISON, 

Élève  du  lycée  Louis-le-Grand  (classe  de  M.  Painvin). 

Dans  un  quadrilalère  sphérique ,  deux  côtés  opposés 
sont  fixes  de  directions  et  variables  de  grandeur ,  et  les 
deux  autres  sont  variables  de  directions ^  mais  ils  ont 

une  grandeur  égale  à  -•  Troui^er  le  lieu  du  point  de 

rencontre  des  diagonales.  (Bourguet.) 

Rapportons  la  figure  à  un  triangle  spliorique  trircc- 
tangle  dont  deux  des  côtés  soient  les  arcs  de  grand  cercle 
bissecteurs  des  deux  côtés  fixes. 

Les  équations  des  arcs  de  grand  cercle  donnés  seront 

(  I  )  ax  -\-  h  y  r:--  o,  a  X  —  /;  J  rr:  o  ; 

les  équations  des  deux  autres  côtés  seront 

y.x -t-  p r  -i-  7 z  — ■  O,  a, X H-  p,  j -+-  7 1 2  =:  G. 

Les  coordonnées  des  sommets  A,r),C,D  seront  donc 
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définies  par  les  équations 


(A) 


X 

_  z 

Z 

b^ 

a 

9 
f    («P    -     bu) 

X 

a 

=z 

—  Z 

b"^ 

-(«s  +   bx) 
7 

X 

a 

— 

—  z 

b^ 

9 

7. 

X 

—y 



z 

b"^ 

• 

a 

--(^p.-^a.) 
7. 

(B) 


(c: 


(D) 


Le  cosinus  de  la  distance  sphérique  ^  de  deux  points 
dont  les  coordonnées  sphériques  sont  Xi,)^i,  z^^  etX2,y%<,z^ 
est  donné  par  la  formule 

ces  s  zz=  XiX2  -;-  JKi/a  H-  2,  Zj  J 

dans  cette  formule,  x^^ji^z^  et  x^^j'i,  z^.  représentent 
les  sinus  des  arcs  de  grand  cercle  perpendiculaires  aux 
trois  côtés  du  triangle,  abaissés  des  points  considérés. 

Pour  que  cette  distance  soit  égale  à  -  il  faut  que  l'on 
ait 

J7|  Xi  ~^~  y  \yi  ~^"  2|  Z-i  =::^  G. 

Exprimons  dans  le  cas  actuel  que  AB  et  CD  sont  égaux 
a  -7  nous  aurons  les  conditions 

2 

[   ^î_û2_l  ra'ft:_^2a2)   -Oî 

(^)  < 

/  b^  —  a? -[d'^\-~h-'x\)^o- 

\  7, 
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D'un  autre  côté,  les  équations  des  diagonales  AC  et 
BD  seront 


(Ac; 


:3) 


(BD) 


X 

y 

z 

b 

—  a 

-[a^—  boi) 
7 

b 

a 

—  -(^p,-l-^a,) 

X 

y 

z 

^ 

—  a 

-(«p.-èa.) 
7« 

b 

a 

___  -  [a^  -f-  bd) 
7 

--  G. 


Pour    avoir    Téquation    du   lieu    il    faut    éliminer 

_,  i- ,  _,  i_  entre  les  équations  {2)  et  (v5):   la  question 

7     7     7i     7'  \    I         \    ' 

est  donc  en  apparence  indéterminée.  Cette  indétermi- 
nation apparente  s'explique  facilement  si  l'on  considère 
que  le  quadrilatère  n'est  assujetti  qu'à  trois  condi- 
tions. 

Je  remarquerai  d'abord   que,  dans  ces   relations,  il 
n'entre  comme  indéterminées  que  les  quantités 


<2p — boL       «p-f-^a       <z3| 
7  7 


«Pi  -T-  ^a, 


7' 
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et  je  poserai  alors 


(4) 


7. 

a^  —  ba. 
7 


-^Pv 


«(3,-f-  ia, 
7i 


—  q, 


«84-  ba. 
:p,         --^ =q, 


Les  équations  (2)  et  (3)  s'écrivent  alors,  en  dévelop- 
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pant  les  dernières, 

(5)  pq  —  p,q,        b--^a\ 

!iabz  —  p  [ax —  hy)    -  q^  [ax-~  by)    -^  o, 
inbz-    Pi  [ax  —  by)  -!-  q  [ax-\-  by)    j:  o. 


(6) 


En  retranchant  meriibre  à  membre  les  équations  (6), 
respectivement  multipliées  par  q  q\  q^^  il  vient,  eu  égard 
aux  relations  (5), 

lab[q  —  <jr,)z-:0,  OU  Z  =  0; 

le  lieu  est  donc  le  grand  cercle  dont  le  pôle  est  le  point 
de  concours  des  deux  côtés  donnés. 

Note,  —  Une  autre  solution  analytique  a  été  donnée  par  M.  Moret- 
Blanc. 

La  Géométrie  élémentaire  conduit  au  même  résultat.  —  Supposez 
qu'à  l'intersection  M  des  diagonales  AC,  BD  du  quadrilatère  sphérique 
ABCD  on  mène  des  tangentes  aux  arcs  AC,  BD,  et  du  centre  0  de  la  sphère 
les  rayons  OA,  OC,  OB,  OD  qui,  ijrolongés,  rencontrent  la  première  tan- 
gente en  des  points  a,c,  et  la  seconde  en  b,d.  Le  quadrilatère  plan  abcd 
sera  un  trapèze  dont  les  côtés  parallèles  seront  ad,  hc.  En  effet,  l'angle 
aOh  mesuré  par  l'arc  AB  étant  droit,  on  a 

ab-—0a'-^0b'^  M  a'  -^  M  b^->r-2  OM"  ; 

mais  le  triangle  rectiligne  a^\b  donne 

ab^^i  Mrt^-4-]\U'^—  2Ma.M6.cosaM*: 


d'où 

De  même, 

Donc 


Ma.M^.cos«M^=  -OM'. 
Mc.M^.coscMc?=— 0M°. 

'      M  d       M  d 


et  de  là  le  parallélisme  des  droites  «r/,  bc. 

Il  s'ensuit  que  le  diamètre  FG,  de  la  sphère,  suivant  lequel  se  coupen 
les  plans  Or/J,  O  hc  des  arcs  de  grand  cercle  AD,  BC,  est  parallèle  au 
plan  aicf/ tangent  à  la  sphère  au  point  M;  donc  l'angle  FOM  est  droit, 
oX  l'arc  de  grand  cercle  FM  qui  mesure  cet  angle  est  un  quadrant;  par 
conséquent,  le  lieu  du  point  M  est  l'arc  de  grand  cercle  déciitdu  point  F 
comme  pôle.  (G.) 
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Question  1141 

(voir  même  tome,  p.  208  )  ; 

Par  m.  J.  MARQUET, 

Professeur  au  Mans. 

On  considère  deux  tangentes  fixes  AC,  BC  aux  points 
A,  B  d'une  conique  fixe.  Cest  le  point  de  rencontre  des 
tangentes,  AB  est  la  corde  des  contacts. 

Par  chacun  des  points  A  e^  B  on  mène  une  sécante 
quelconque  ;  elles  rencontrent  laconique  en  ^  et  v  res- 
pectivement. Les  droites  Afx,  Av  coupent  la  tangente 
BC  en  M  et  N;  les  droites  B/a,  Bv  coupent  la  tangente 
AC  en  M  et  W .  Ceci  admis,  on  a  les  deux  propriétés 
suivantes  : 

1°  Le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  A,  C, 
M',  N'  est  égal  à  celui  des  quatre  points  C,  B,  M,  iN  ; 

2^  Les  quatre  dioitcs  A3,  [jl^j^M^',  M N passent  par 

un  même  point, 

[L,  Painvin.) 

Soient  X—o,  Y~o,  Z-.-0  les  équations  des  tangentes 
GB,  CA  et  de  la  corde  des  contacts  AB,  l'équation  do  la 
conique  pourra  s'écrire 

et  les  droites  AM,  AN,  BM',    BJN'  seront  représentées 
par 

Y-pZ:       O,       Y  — vZ  O,        X     -fx'Z:       O,        X--v'Z:=:=0, 

où  [JL,  V,  f;/,  v'  désignent  des  paramètres   variables,  satis- 
faisant, toutefois,  aux  conditions 

(  î)  '  u.pt'     :.-:  VV'  =  X, 

qui    doivent  être    remplies  pour    que  les  droites  AM, 
BM',  et  AN,  BN'  se  coupent  sur  la  conique. 
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Les  quatre  droites  AC,  AB,  AM,  AIN,  ou 

y  r--0,  Z—  O,  Y  —  pZ— :0,  Y—  vZt-O, 

forment  un  faisceau  dont  le  rapport  anharmoniqueest  -; 
Le  faisceau  formé  des  quatre  droites 

BA,  BC,  BM',  BN', 


ou 


Z^o,     X-o,     Z— Ax       G,     Z-^X 

Il  V 


pour  rapport  anharmonique  --:  -  n 


p.  V' 


Mais  l'égalité  (i  )  pp/  =—  vv'  donne  -  =  —  ;  donc   ces 

deux  faisceaux  ont  le  môme  rapport  anharmonique,  et 
par  conséquent  : 

1^  Le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  A, 
C,  M',  N'  est  égal  à  celui  des  quatre  points  C,  B,  M,  N. 

Les  coordonnées  des  points 

M,  N,  M',  N',  p,  V, 
vérifient,  respectivement,  les  systèmes  d'équations 

(X=rrO,       Y    -pZrzro),       (X^-O,     Y—  vZ-.tq), 
(Yr=:0,      X  — p'Zrrro),        (  Y  ..::  G,     X~-a'Zr^o), 

{Y— pZ.^..:o,    X— p'Z— .  o), 

(Y—  vZrrz^O,     X—  v'Z:--:0), 

qui  représentent  des  systèmes  de  deux  droites  auxquelles 
ces  points  appartiennent.  On  en  peut  conclure,  en  ayant 
égard  aux  conditions  ^k^  ==  vv'  -—  X,  que  les  équations  des 
quatre  droites  MIN',  M'iN,  p.v,  AB  sont 

Y-f-^X-fxZ.--^o, 

Y-f-— X--vZr^o,    Y-^-  ^- X  -  (p-^  v)Z--o,    Z:z-r0; 
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or,    ces  équations  sont  vérifiées  par  Y  -i-  —  X  ^=  o,    el 
Z  =  o  ;  donc  : 

2°  Les  quatre  droites  AB,  i^v,  MN',  M'N  passent  par 
un  même  point. 

I^ote  du  Rédacteur .  —  M.  Marquet  a  donné  de  cette  question  une 
seconde  solution  fondée  sur  les  propriétés  des  faisceaux  homographiques 
et  sur  l'hexayone  de  Pascal. 

La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc,  Louis  Goulin, 
élève  en  Mathématiques  clémentairesau  lycée  du  Havre;  B.  Launoy,  maître 
auxiliaire  au  lycée  de  Lille. 

Question  1147 

(  voir  2°  série,  t.  XIII ,  p .  30i)  ; 

Par  m.   lez. 

On  donne,  sur  un  même  plan,  deux  cercles  fixes  A,  B 
et  le  rayon  p  d^un  troisième  cercle  G  mobile  et  tangent 
extérieurement  au  cercle  A.  Trouver  l'enveloppe  de 
l'axe  radical  des  circonférences  B  ei  C. 

(Harkema.) 

En  supposant  l'origine  des  coordonnées  au  centre  du 
cercle  A,  et  l'axe  des  X  passant  par  le  centre  de  l'autre 
cercle  B,  ces  cercles  pourront  être  représentés,  le  pre- 
mier par  x^-}-j^^  =  R^,  le  second  par  [x  — dY-\~j'^=z  ;-. 
Le  cercle  mobile  G  aura  aussi  pour  équation 

(x-a)'4-{r-P)'--^p=, 

en  remarquant  que  les  coordonnées  variables  a,  ^  de  son 
centre  sont  liées  par  la  relation 

(1)  a2H-p2~(R_|-p)2. 

Or  on  sait  que  l'axe  radical  de  deux  cercles  est  la 
droite  passant  par  leurs  points  d'intersection;  l'axe  ra- 
dical des  cercles  B  et  G  est  donc  représenté  par 

(2)  p'—  r^xiia^—  ^/M-p^--  2(a—  d)x  —  2pj. 
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Pour  trouver  Tcnveloppe  de  cette  droite  mobile,  il  suffit 
d'éliminer  les  variables  (a,|3)  entre  les  équations  (i),  (2) 
et  la  condition  (plxF^  ^^  9'^  X  F'^  traduite  par  ay  ~~  [Sx. 

Les  équations  (i)  et  (2)  deviennent  ainsi 

PM^'-f-J^)-J^(R--f-p'M-2Rp)r=:0, 

P^  (x^  -f-  j  ^)  —  2  [3  (:c2  -^.~y'-)y  —J''[f  ^d'  —  r-  —  idx)  r-  o  ; 
ce  qui  donne,  après  l'élimination  de  6, 

4[(R-f-p)2— c?2]a7M-4(R+p)2j^— 4f/x^R2H-/-M-2Rp— ^^) 


C'est  une  équation  du  second  degré  facile  à  discuter; 
elle  représente  une  des  sections  coniques  suivant  la  va- 
leur du  coefficient  (R  +  p)^  — d^.  En  faisant  j"  =  o,  on 
a  les  points  où  la  courbe  coupe  l'axe  des  X;  on  obtient 
ainsi 

R2  _f_  ,.2 _j_  2R p  _  d'  (R^ 4-  ^'  -^-  2 Rp  —  dA 

/p    ^^:2 ■      6t     X    =: ' 1  , 

Pour  cl  =  o  l'équation  (3)  représente  un  cercle  con- 
centrique au  cercle  A. 

/  .2        2  ^ 
Pour  cl  =R-i-  p.  Xi  devient  infini,  x^^  —  7—- — '—{ • 

^  4(RH-p) 

Le  lieu  est  une  parabole  qui,  rapportée  à  la  tangente 

au  sommet,  a  pour  équation  j^^  =  — - — ~ — -  ;  le  centre  du 

cercle  A  est  donc  le  foyer  de  cette  parabole. 

Quand  d  n'est  pas  égal  à  R  H-p,  la  courbe  a  un  centre 

sur  Taxe  des  X,   à   une  distance  du  centre  du  cercle  A 

,     ,     ,     ^(R2-h  r'  +  2Rp  —  d'-) 

eerale  a    -.-- ^- ?    et     suivant    qu  on    a 

^  2(R2-4-  r'  -h   2Rp  —  d')  ^ 

d<^B.-i-p,  ou  J^R-f-p,  cette  courbe  est  une  ellipse  ou  une 
hyperbole,  dont  un  des  foyers  est  le  centre  du  cercle  A. 

A'ota.  —  La  même  question  a  été  réscluc  par  M.  J.   Derousseau,  élève 
du  (lollége  industriel  et  littéraire  de  Verviers,  cours  de  M.  Ledentj  et  par 
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M.  Momy,  élève  en  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Bordeaux,  classe 
de  M.  de  Lagrandval, 

M.  Momy  a,  de  plus,  étendu  la  question  à  l'espace  en  substituant  des 
sphères  aux  cercles,  et  un  plan  à  une  droite. 

L'enveloppe  du  plan  radical  des  sphères  B  et  C  est  une  surface  du 
second  degré,  représentée  par  une  équation  dont  la  discussion  n'offre 
aucune  difficulté. 


CO.^OIISIS  D'ADMÎSSÎO^  A  L'ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE 

1874). 


Composition  mathématique  (2^3o"^). 

1°  La  capacité  d'un  cylindre  à  base  circulaire  est  de 
I  hectolitre,  sa  hauteur  de  i  mètre,  et  l'on  demande  de 
calculer  le  rayon  de  sa  base  à  i  millimètre  près,  sans 
employer  les  logarithmes  ^ 

1^  Résoudre  l'équation 


.3 

œ- —  a^    '    x^  — h 


x^  x^ 


et  faire  voir  que  les  racines  sont  toujours  réelles,  quel- 
ques valeurs  réelles  que  l'on  donne  à  «  et  Z>  5 

3°  Une  ligne  droite  MN  est  perpendiculaire  au  pointM 
à  un  plan  P.  D'un  point  A  de  ce  plan  on  voit  MN  sous 
un  angle  a-,  par  le  point  A  on  mène  dans  le  plan  P  une 
droite  faisant  avec  AM  un  angle  w,  et  l'on  prend  sur  cette 
droite  une  longueur  AB=rt-,  du  point  B  on  voit  MN 
sous  un  angle  0.  Cela  posé,  on  demande  de  calculer  la 
longueur  de  MN  en  fonction  des  données  a,  [3,  w,  a. 

Indiquer  le  moyen  de  choisir  entre  les  deux  solutions 
qu'on  trouve. 
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Calcul  logarithmique  (2  heures). 

i*^  Dans  le  triangle  ABC,  on  donne 

BC  :r:z  3428'^  58,      B  .:=  I  o8"  1  5' if ,      C  =r  /^fiS^f; 
on  demande  de  calculer  la  hauteur  abaissée  du  sommet  A 
sur  le  côlé  BG. 

2^  Calculer  tous  les  angles  compris  entre  zéro  et  iBo  de- 
grés et  satisfaisant  à  l'équation 

sin^j:  -'v  cos^o:--  |. 

N.-B.  Mettre  tous  les  calculs  sur  la  copie. 

Épure  (a'^So™). 

Un  cylindre  circulaire  droit  a  sa  base  appliquée  sur  le 
plan  horizontal  de  projection.  La  circonférence  de  cette 
base  touche  la  ligne  de  terre  et  son  rayon  R  vaut  4o  mil- 
limètres. La  hauteur  du  cylindre  est  égale  au  rayon  R. 
Un  cône  circulaire  droit,  de  même  base  et  de  même 
hauteur  que  le  cylindre,  est  superposé  à  ce  dernier,  de 
manière  que  la  base  du  cône  coïncide  avec  la  base  supé- 
rieure du  cylindre.  L'arête  SA  du  cône,  S  étant  le  som- 
met, est  parallèle  au  plan  vertical  de  projection.  Cela 
posé,  on  demande  de  construire  :  i^  les  projections  de 
l'ensemble  des  deux  solides  ^  2°  les  projections  et  la  vraie 
grandeur  de  la  section  faite  par  un  plan  perpendiculaire 
à  l'arête  SA  en  son  milieu;  3"  les  parties  du  plan  hori- 
zontal de  projection  cachées  par  l'ensemble  des  deux 
solides,  l'œil  étant  placé  sur  la  verticale  du  point  A, 
au-dessus  de  ce  point  d'une  quantité  égale  à  -|R. 
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SÉRIE   DE   TAYLÔR^ 

Par  m.  a.   PICART. 


Si  une  quantité  u  est  liée  à  une  autre  quantité  z^  de 
telle  sorte  qu'à  une  valeur  quelconque  de  z  corresponde 
une  ou  plusieurs  valeurs  déterminées  de  ii,  celte  quantité 
u  est  dite  une  fonction  de  z. 

Lorsqu'à  toute  valeur  réelle  de  z  comprise  entre  Zq  et 
Zj  correspond  une  valeur  réelle  de  w,  cette  quantité  u 
est  dite  une  fonction  réelle  de  z  entre  les  limites  Zq 
et  Zi. 

Si  la  variable  z  reçoit  des  valeurs  imaginaires  de  la 
forme  x -h  y  \j — i,  la  fonction  u  doit  être  regardée 
comme  une  quantité  de  la  forme  X  H-  Y  \J —  i,  dans 
laquelle  X  et  Y  sont  des  fonctions  réelles  de  x  et  y. 

Dans  ce  cas,  ou  représente  géométriquement  la  va- 
riable z  par  le  point  dont  les  coordonnées,  relativement 
A  deux  axes  rectangulaires,  sont  x  et  j  ,  et  chacune  des 
valeurs  delà  fonction  u  par  le  point  correspondant,  dont 
les  coordonnées  sont  X  et  Y;  et  alors  la  variation  conti- 
nue de  z,  depuis  une  valeur  initiale  zq  =  Xq  -f-j)"o  'jus- 
qu'à une  valeur  quelconque  Zi  =  Xi  -hyi  '',  est  figurée 
par  une  ligne  parlant  du  point  [xq^Jq),  et  aboutissant 
au  point  (j:,,j>^,),  de  môme  que  la  marche  correspon- 
dante de  la  fonction  u  est  figurée  par  une  ligne  continue 
ou    discontinue   qui   va   du   point    (Xq,    Yq)    au    point 

(X„Y,).   _ 

La  fonction  n  =f(z)  est  dite  continue  dans  une  ré- 
gion circonscrite  du  plan,  lorsque,  la  variable  z  parcou- 
rant une  ligne  quclcoiicjuc  C  située  dans  celte  région,  la 
valeur  unique  de  z/,  ou  chacune  de  ses  valeurs  multiples 

Jfin.  (le  M<ithcmat.,  'i*^  sério,  t.  XIII.  (Août  i^j'i-)  2^ 
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correspondantes,  csl  représentée,  dans  ses  variations  suc- 
cessives, par  une  ligne  continue. 

Si  l'on  désigne  parf'[z)  la  limite  vers  laquelle  tend, 
en  chaque  point  de  la  courbe  C,  le  rapport  de  l'accroisse- 
nicnt  de  la  fonctiony(iî)  à  l'accroissement  de  la  variable, 
lorsque  ce  dernier  accroissement  relatif  à  un  déplacement 
sur  la  courbe  tend  vers  zéro,  l'accroissement  total  de  la 
fonction,  du  point  Zq  au  point  z  sur  la  courbe  C,  ou 
f(z) — /(-o;S  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme 
des  valeurs  que  prend  la  quantitéy'(2:)  dz  pour  toutes  les 
valeurs  de  z  comprises  entre  Zq  et  Zi  et  ayant  pour  diffé- 
rences successives  dz^  lorsque  toutes  ces  différences  ten- 
dent vers  zéro  suivant  une  loi  quelconque^  en  d'autres 
termes,  si  l'on  suppose  le  contour  que  parcourt  la  variable 
z  divisé  par  des  points  Sj,  ^2^  •  •  •  ?  ^n_i  en  Ji  arcs  infini- 
ment petits,  la  somme  des  produits  des  valeurs  que  prend 
f{z)  aux  points  Zq,  Sj,  z^-,-  .  .,  ^«-i  multipliées  respec- 
tivement par  les  accroissements  successifs  que  subit  la 
variable  en  passant  de  Zq  en  ^j,  de  z^  en  Zg,  et  ainsi  de 
suite,  cette  somme,  lorsque  la  distance  de  deux  points 
voisins  tend  vers  zéro,  a  une  limite  indépendante  de  la  loi 
suivant  laquelle  ces  points  successifs  se  rapproclicnt  in- 
délinimentj  et  cette  limite  n'est  autre  que /"(c)  — f{^o)'> 
de  telle  sorte  que  la  valeur  de  la  fonction /"(z),  en  un 
point  quelconque  de  la  courbe  C,  peut  être  regardée 
comme  donnée  par  l'équation 

(i)  /(^'')--/(^o;-f-  r^>(^)^/3. 

Une  fonction  continue  f  i^z)  est  dite  nionodrome  dans 
une  portion  du  plan,  lorsque,  la  valeur  de  la  fonction 
étant  fixée  pour  un  point  quelconque  donné  de  cette 
région,  la  valeur  qu'elle  acquiert  en  un  autre  point 
quelcon(jue    z    de   celte    même    région,    par    sa   varia- 
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lion  continue  relative  au  déplacement  de  la  va- 
riable z  sur  une  courbe  C  qui  relie  le  point  Zq  au 
point  z^  sans  sortir  de  la  région  considérée,  est  in- 
dépendante de  la  forme  de  la  ligne  C  parcourue  par 
la  variable,  et  de  la  loi  de  la  marclie  progressive  de  la 
variable  sur    cette   ligne;   c'est-à-dire    que   l'intégrale 

J'    J'[z)dz  a  une  valeur  indépendante  de  la  forme  du 

contour  suivi  par  la  variable  z  et  de  la  loi  suivant  la- 
quelle varie  dz  le  long  de  ce  contour. 

Enfin  la  fonction  J  {z)  est  dite  monogène  lorsque,  en 
tout  point  du  plan,  sa  dérivée  f'(z)  a  une  valeur 
unique,  c'est-à-dire  que,  pour  un  déplacement  infini- 
ment petit  de  la  variable  à  partir  d'un  point  2,  le  rap- 
port de  l'accroissement  infiniment  petit  de  la  fonction  à 
Taccroissement  infiniment  petit  de  la  variable  a  une  va- 
leur déterminée  indépendante  de  la  direction  du  dépla- 
cjement. 

Une  fonction  qui  est  à  la  fois  continue,  monodrome 
et  monogène,  dans  une  certaine  portion  du  plan,  est  dite 
syncctique  dans  cette  région. 

Théorème  1.  —  La  dérwée  d^  une  fonction  sjnectique 
dans  une  certaine  étendue  du  plan  est  elle-même  une 
fonction  synectique  dans  cette  étendue. 

Montrons  d'abord  que,  si  la  dérivée  d'une  fonction  est 
synectique ,  la  fonction  elle-même  est  synectique.  En 
elfet,  elle  est  déjà  évidemment  nionogèjie  et  continue } 

de  plus,  la  variation  que  subit  l'intégrale    j       J''[z)dz 

prise  le  long  d'un  contour,  quand  on  passe  de  ce  con- 
tour à  un  autre  infiniment  voisin,  de  mêmes  extrémi- 
tés, est  nulle  5  car 

^  jy'  (z)dz  ^.  r\5f\z)ciz  -\-f's^z)<az], 

23. 
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8f'{z)        df'{z) 
ou,  puisque  -    —  ==  — - — ? 

OZ  CIZ 

^   r  V(^)^^^  =   f\df'{z)§z  ^.~f'{z)d^z] 

et  cette  dernière  quantité  est  égale  à  zéro,  puisque  la 
variation  ^z  est  nulle  aux  deux  limites  de  l'intégrale. 

La  fonction  /(  2:),  qui  est  égale  à /(zrj -H   /     f'[z)dz^ 

prend  donc  la  môme  valeur  au  point  z^  quel  que  soit, 
dans  la  région  considérée,  le  chemin  suivi  par  la  va- 
riable z  pour  aller  de  Zo  en  z\  en  d'autres  termes,  cette 
fonction  est  nioiiodrome. 

Montrons,  en  second  lieu,  qu'une  fonction  ne  peut 
être  sjnectique  sans  que  sa  dérivée  ne  le  soit  elle-même. 

Il  suffit  de  faire  voir  que  l'intégrale  /    f  [z) dz  ne  peut 

avoir  pour  chaque  point  z  une  valeur  finie,  déterminée 
et  indépendante  du  chemin  parcouru  par  la  variable, 
qu'autant  que  la  fonction y^'(jz:)  est  continue, /no/20<y/'owze 
et  monogèiie.  En  effet,  supposons  que,  le  long  d'un  cer- 
tain contour  AB^  f[z)  devienne  infini  pour  une  valeur 
a  de  z,  c'est-à-dire  pour  un  point  M  de  ce  contour,  la 
valeur  de  l'intégrale,  prise  le  long  du  contour,  est  la 
limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des  intégrales 

f'(z)dz-^\         f'(z)dz, 

où  a  -\-  B  et  a  -h  s'  désignent  les  valeurs  de  z  qui  cor- 
respondent à  deux  points  M^,  M,  situés  l'un  en  deçà 
de    M,   l'autre   au  delà,   lorsque  ces   points  Mi    et  Mj 
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se  rapprochent  indéfiniment  du  point  M  suivant  une 
loi  quelconque,  c'est-à-dire  lorsque  les  quantités  e  et  e' 
tendent  simultanément  vers  zéro,  en  conservant  entre 
elles  un  rapport  quelconque.  Or  chacune  de  ces  inté- 
grales peut  se  décomposer  en  deux,  la  première  en 

Jr*  h  r*  a-\-  s. 

f'[z)dz-\^    /  f'{z)dz, 

la  seconde  en 

f{z)dz-^  f'[z)dz, 

a-\-  s'  Jk 

h  et  A  désignant  les  valeurs  qui  correspondent  respecti- 
vement à  deux  points  fixes,  situés  l'un  en  deçà  de  M,  et 
l'autre  au  delà  de  Ms,  dans  le  voisinage  du  point  M. 

f'[z)dz^     I       f'[z)dz    sont 

Unies  et  déterminées  \  quant  aux   deux   autres,   savoir 

'  f'[z)dz  et  /  f'[z)dz^  comme  les  points  G  et 

D  sont  très-voisins  respectivement  de  M,  et  M2,  on  peut 
les  évaluer  approximativement  en  substituant  à  f'[z), 
dans  les    limites   étroites  de   l'intégration,   l'expression 

- —  ?  dans  laquelle  (^(z)  désigne  une  fonction  qui 

ne  devient  pas  infinie  pour  ^  =  a  et  m  un  exposant  positif. 
Supposons  d'abord  m  =  i  ^  la  première  de  ces  intégrales 

est  alors  sensiblement  égale  à  ^(«)^-t ?  la  seconde  à 

c^[a)l , —  >  et  leur  somme  à  çp(a)  l-- h  cf  («)/•- • 

Comme  le  rapport  -  peut  tendre  vers  une  limite  quel- 
conque, on  voit  que,  dans  ce  cas,  l'intégrale    1    J'{z)  dz 
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est   indéterminée.   Si   nous   supposons   m    différent   de 
l'unité,  la  somme  des  deux  intégrales  singulières 

f'{z)dz,       /  f{z)dz 

h  *J  a-v-  s! 

est  alors 


/«  "I  —  m 


une 


et  Ton  voit  que,  dans  le  cas  où  m  est  plus  grand  que  i, 
cette  somme  est  infinie,  et  qu'elle  est  nulle  lorsque  m  est 
plus  petit  que  i.  Sauf  donc  ce  dernier  cas,  l'intégrale 

X  y (^)<i?2  est  indéterminée  ou  infinie  j  mais,  quand  m 

est  une  fraction  plus  petite  que  l'unité,  telle  que  —  ?  il  y 

a  <7  valeurs  de  y '(z)  qui  deviennent  en  même  temps  infi- 
nies pour  z=  a-^  et  il  est  évident  que,  lorsque  la  fonction 
f'[z)  a  une  détermination  multiple  et  qu'en  un  point  M 
du  contour  deux  ou  plusieurs  valeurs  de  cette  fonction 

deviennent  égales,   l'intégrale  |      f'[z)dz  prend 

valeur  différente,  suivant  qu'à  partir  du  point  M  on 
prend,  pour  achever  l'intégration,  l'une  ou  l'autre  des 
valeurs  àe  f'{z)  qui  se  séparent  de  plus  en  plus  après 
avoir  été  égales.  Nous  pouvons  donc  enfin  conclure  que, 
si  la  fonction  y  (^)  devient  infinie,  la  fonction /*(z)  ne 
peut  être  à  la  fois  finie  et  bien  déterminée. 

Supposons  maintenant  qu'en  un  point  M  du  contour 
f'[z)  saute  brusquement  d'une  valeur  à  une  autre.  Dans 
ce  cas,  la  fonction  /'(2)  prend  une  valeur  différente, 
suivant  que  la  variable  z  aboutit  à  ce  point  dans  une 
direction  ou  dans  une  autre.  Or,  lorsque  la  fonction 
f'{z)  ne  prend  pas  la  même  valeur  en  un  point,  quel 
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que  soit  le  chemin  suivi  pour  arriver  à  ce  point,  il  est  de 
toute  évidence  qu'on  peut  faire  varier  la  valeur  de  l'inté- 
grale   /     J'[z)dz^  en  modifiant  la  ligne  parcourue  par 

'•'0 

la  variable  z,  ce  qui  revient  à  dire  qu'une  fonction  sy- 
nectique  a  nécessairement  une  dérivée  monodrome. 

Enfin,  pour  que  la  fonction  f  [z)  soit  monodrome, 
la  déiivée  f  [z]  doit  être  mono  gène  ;  car,  si  elle  n'était 
que  continue  et  monodrome,  sans  être  monogène^  en 

f[z)dz^ 

quand  on  substitue  au  contour  suivi  par  la  variable  z  un 
contour  infiniment  voisin,  on  reconnaîtrait  que  cette 
variation  n'est  pas  nulle,  qu'elle  est  un  infiniment  petit 
du  même  ordre  que  la  différence  des  valeurs  que  prend 
la  variable  z  pour  deux  points  infiniment  voisins  des 
deux  contours.  En  effet,  en  faisant  correspondre  à  un 
point  [z)  du  premier  contour  un  point  [z-{-^z)  du- 
second,  on  a 

[S/'{z)dz-]-f{z]drh]. 


-i: 


Si  la  fonction  était  monogène,  on  aurait 

^f'{z)        df'{z^ 


oz  dz 


,      OU     of'{z)dz^dJ"(z)Sz, 


et  alors  la  variation  de  Tintégrale  serait 

Comme  àz  est  nulle  aux  deux  limites,  on  voit  que  la 
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variation  serait  nulle;  mais,   si  la  fonction  f'[z)  n'est 
pas  monogène,  on  a,  A"  étant  une  (juantilé  finie, 

Sf'{z)_df{z) 


d'où 


par  suite, 


§z       -      dz      "^^'^ 


^f'[z)  dz  =:  df\  z)  Sz  -f-  /cdzSz  ; 


^  i    '/'{z)dzz=,   C    [dJ'(z)^z-^f'[z)dSz]-\-   r^  hdzoz, 

La  première  partie  de  cette  variation  est  nulle,  l'autre 
a  généralement  une  valeur  infiniment  petite  de  Tordre 
de  ^z\  car  on  peut  supposer  que  ^z  est  égal  à  aq>(z),  la 
fonction  9(2)  s'annulant  pour  z  =  Zq  et  z  =z  z^^  et  a 
étant   une   quantité   constante   infiniment  petite;   alors 

Jkdzdz  devient  a  1       /x'j>{z)rlz,  ce  qui  montre  que 

la  valeur  de  cette  intégrale  est  de  l'ordre  de  a  ou  de  dz. 

La  variation  de  l'intégrale  /      J''[z)dz^  pour  un  dépla- 

cément  infiniment  petit  du  contour  auquel  elle  corres- 
pond, étant  infiniment  petite  du  même  ordre  que  ce 
déplacement,  on  voit  que,  pour  un  déplacement  fini  de 
ce  contour,  la  variation  sera  finie. 

Donc  une  fonction  y  (2)  ne  peut  être  synecti([ue  sans 
que  sa  dérivée/ '(s)  ne  le  soit  en  même  temps. 

Mais  quels  sont  les  caractères  auxquels  on  reconnaîtra 
qu'une  fonction /(z),  définie  analytiquement,  est  synec- 
tique  dans  une  certaine  région  du  plan?  Il  faudra  : 

I®  Qu'elle  ait  en  chaque  point  une  dérivée  unique, 
indépendante  de  la  direction  dans  laquelle  se  déplace 
inGniment  peu  la  variable  z  à  partir  de  ce  point;  on 
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sait  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  sont 

dX_dY       dX  _       r/Y 
dx  dj  dy  dx  ' 

2°  Qu'elle  ne  soit  discontinue  pour  aucun  point  de 
cette  région,  c'est-à-dire  ou  qu'elle  ne  devienne  pas  in- 
finie, ou  que,  par  la  variation  continue  de  z,  elle  ne 
saute  pas  brusquement  d'une  valeur  à  une  autre  qui  en 
diffère  d'une  quantité  finie; 

3°  Qu'elle  prenne  en  chaque  point  une  valeur  indé- 
pendante du  chemin  qu'a  suivi  la  variable  pour  arriver  à 
ce  point,  ce  qui  a  lieu  si  la  fonction  a  une  détermination 
unique,  ou  lorsque,  cette  fonction  ayant  une  détermina- 
tion multiple,  les  diverses  valeurs  qu'elle  prend  pour 
chaque  valeur  de  z  restent  toutes  distinctes  et  inégales, 
et  ce  qui  n'aura  pas  lieu  si  deux  ou  plusieurs  de  ces  va- 
leurs deviennent  égales  en  de  certains  points. 

Lorsqu'une  fonction  ^(z)  remplit  toutes  ces  condi- 
tions, ses  dérivées  successives,  d'après  le  théorème  pré- 
cédent, les  remplissent  en  même  temps-,  en  d'autres 
termes,  lorsqu'une  fonction  est  synectique  dans  une  cer- 
taine portion  du  plan,  ses  dérivées  successives  sont  aussi 
des  fonctions  synectiques  dans  cette  même  portion  de  plan. 

Théorème  II.  —  Si  f(z)  est  une  fonction  synectique 
dans  V intérieur  du  cercle  décrit  du  point  [zq)  comme 
centre  auec  R  pour  rayon,  on  a 


£ 


l  .'1  .  .  .  r/ 


r  étant  une  constante  réelle  positive  plus  petite  que  R. 
En  effet,  l'intégration  par  parties  donne 

f^''/{zo.-\'re'')c-"''dQ'^-  1  1/(3, +  /■,.«')  t'-"«'T" 

•/o 
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mais  Je  terme  —  [{z^  H-  7v^')  e-"'^'  prend  la  même  valeur 
pour  B=i  o  Gi  pour  0  —  27:  •  donc 

de  même 

/'(zo4-/'6''')c'-c«-)0/^/9 

0 

= /         f"  [z,  -f-  re^')  ^-("-^)9'r/9, 

et  ainsi  de  suite;  d'où  l'on  déduit 

0  ^ '^' • '^  Jo 


Jr*  2.71 
/^"^  (zo  -+-  'e'*')  c?9  est  indépendante 
o 

der;  car,  si  l'on  passe  du  cercle  de  rayon  r  au  cercle  de 
rayon  /•  -+-  ^r^  en  faisant  correspondre  deux  à  deux  les 
points  de  ces  deux  cercles  qui  sont  donnés  par  la  même 
valeur  de  (5,  on  trouve,  pour  la  variation  de  cette  inté- 
grale. 


Or,  la  fonction  y(r:)  étant  synectique  dans  le  cercle  de 
rayon  R,  sa  dérivée  72'^'"*  est  aussi  synectique  dans  l'é- 
tendue de  ce  cercle,  c'est-à-dire  qu'elle  reprend  la  même 
valeur  lorsque  la  variable  z,  partant  d'un  point,  revient 
à  ce  point  après  avoir  parcouru  un  contour  quelconque 
dans  l'intérieur  du  cercle;  donc  la  variation  de  l'intégrale 


X 


27r 
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/"(^o  H-  re^')d9  est  nulle.  Il  en  résulte  qu'elle  con- 


serve la  même  valeur  pour  deux  valeurs  quelconques  de 
r  plus  petites  que  R,  et,  par  suite,  qu'elle  est  égale  à 

/      f'"^Zo)dO  ou  2Tr/"(zo).  On  a  donc 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire.  — On  déduit  de  là  que  le  module  dcf^"^  (z^^) 

est  plus  petit  que  i  .2.  .  .w  —  ^    M   étant   le    maximum 

du  module  def[z)  sur  la  circonférence  du  cercle   de 
centre  (zo)  et  de  rayon  r. 

Car,  en  vertu  du  théorème  précédent, 

et,  par  suite,  le  module  dey"(zo)   est  plus  petit  que 

/        Mrt9,  ou  1 .  2.  .  w  — • 

2  7rr«      J^  r" 

Théoiième  III.  — Sif[z)  est  une  fonction  synectique 
dans  Vintérieur  et  sur  la  circonférence  du  cercle  C  de 
centre  [zq)  et  de  rayon  R,  la  série 


(0 


A" 

1.2..// 


est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  h  dont  le 
module  r  est  plus  petit  que  R. 

En  effet,  d'après  le  corollaire  qui  précède,  le  module 
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du    terme    général  /^"^(^o) est  plus  petit  que 


I  .  2  ...  « 


M         r"  /  ^  \  " 

1 . 2 .  .  .  7z  — -  OU  M     -     >    M   étant    le   module 

R"  1 . 2 ...  «  \ R  y 

maximum  de  la  fonction /^(z)   sur  la  circonférence  de 

rayon  R.  Or  la  série  dont  le  terme  général  est  M  [  —  ) 

est  une  progression  géométrique  décroissante;  donc  la 
série  formée  par  les  modules  des  termes  de  la  série  pro- 
posée est  convergente,  et,  par  suite,  cette  série  elle-même 
est  convergente. 

Corollaire.  —  La  série 

(2)  /(=)  +/'(3) J  +/"(.) -^  +  •  ■  •  +/""  W  7^-  + . .  • 

est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z  comprises 
dans  l'intérieur  du  cercle  C,  et  pour  toutes  les  valeurs 
de  h  dont  le  module  est  inférieur  à  R —  p,  p  désignant 
le  module  de  z  —  Zq,  ou  la  distance  du  point  (z)  au 
point  (^o)î  ce  qui  revient  à  dire  que  la  série 

(  m  ^m '^  +/"(^)  ^'  +/»'(.)  ^^ + . . . 

(3) 

dans  laquelle  a  est  une  constante  représentée  par  un 
point  intérieur  au  cercle  C,  reste  convergente  lorsque  le 
point  [z)  se  déplace  dans  l'intérieur  de  ce  cercle,  de 
manière  que  sa  distance  ^  au  point  [a)  soit  moindre  que 
sa  plus  courte  distance  d  à  la  circonférence,  c'est-à-dire 
dans  l'intérieur  d'une  ellipse  E  ayant  pour  foyers  [a] 
et  (^0)7  et  pour  axe  focal  R. 

Cela  posé,   considérons  la  fonction  de  z  définie  par 
cette  dernière  série.  Les  dérivées  de  ses  diftérents  termes 
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forment  la  série 

(4)1        +[/'"(.)  ^^^f=f^-/'(.)(«-z)]  +  ... 

\  L  I.2...W  1.1. ..[n — i)J 

qui  est  convergente  5  car  le  module  du  terme  général  est, 
d'après  le  corollaire  du  théorème  II,  plus  petit  que 

M  /^\"      M  /^\"-'  /M(5       U\  (  BV-' 


M  désignant  le  module  maximum  de  la  ïoncûon  f  [z]  sur 
la  circonférence  de  centre  [z)  et  de  rayon  d.  Donc  la 
fonction  de  z^  représentée  par  la  série  (4),  est  la  dérivée 
de  la  fonction  de  z  représentée  par  la  série  (3). 
^  Mais,  comme,  en  substituant  leurs  modules  aux  deux 
termes  partiels  qui  constituent  le  terme  général  de  la 
série  (4),  on  obtient  encore  une  série  convergente,  on  en 
déduit  qu'on  peut  intervertir  l'ordre  de  tous  ces  termes 
partiels  sans  changer  la  somme  de  la  série.  Or,  en  les 
écrivant  de  la  manière  suivante  : 

[f'{z)  -/'(^n  -I-  [/"(.)  [a  -z)-  f"(z)  [a  -  .)] 

•+-  f/(-)(.)(ri--_îi:_/<.^o(,)(!L=i}:i+ .... 

L  1.1...  n  i.2...rtj 

on  voit  que  la  somme  de  la  série  est  nulle.  Donc  la  dé- 
rivée de  la  fonction  de  z^  définie  par  la  série  (3),  est 
égale  à  zéro  pour  toute  valeur  de  z  comprise  dans  Fel- 
lipse  E^  cette  fonction  est  donc  indépendante  de  z^  elle 
ne  dépend  que  de  la  constante  a.  Désignons-la  par  c^  (a)  \ 
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nous  aurons 


I  .2 


+  /(«)   z^^ ^   + 

I  .2.  .  .  /2 

Faisons  ^-^za-  le  second  membre,  qui  est  une  série 
convergente,  se  réduit  i\f[a)-^  donc  ^  [a)  =f[a)^  et  cela 
pour  toutes  les  valeurs  de  a  comprises  dans  le  cercle  C. 
Donc  la  fonction  cf,  dans  l'intérieur  de  ce  cercle,  n'est 
autre  que  la  fonction  J^;  et  Ton  a 

/(„)=/(.) +/'(^)'-^'  +/''(.)i:i:^  + .. . 

I  I  I    '^ 

I  .2.  .   .  /? 

OU,  en  remplaçant  a  —  z  par  7i  et  a  par  z  ■+-  h^ 

Cette  formule  remarquable  est  donc  ainsi  démontrée 
lorsque  la  fonction /"(z  )  est  synectique  dans  Tintérieur 
du  cercle  de  centre  [z]  et  de  rayon  R,  et  que  le  module 
de  h  est  inférieur  à  R. 

C'est  là  le  développement  connu  sous  le  nom  de  séiie 
de  Tajloi\ 

On  en  déduit  la  série  de  Maclaurin,  en  supposant 
r  rr:  o,  ce  qui  donne 

H./(«)(o)  +.... 

'  ï  .1. . .n 
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Ce  développement  indéfini  d'une  fonction  f{Ji)  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  entières  et  positives  de  ]a 
variable  h  a  donc  lieu  lorsque  la  fonction /(/z)  est  synec- 
tique  autour  du  point  (o),  et  que  la  variable  h  reste  com- 
prise dans  l'intérieur  du  cercle  qui  a  pour  centre  ce 
point,  et  au  delà  duquel  la  fonction  cesse  d'être  synec- 
tique. 


SliR  LES  UAYOKS  DE  COIRBIIRE  DES  COIRBES  PLANES; 

Par  m.   a.  LAISANT. 


1.  L'objet  que  nous  nous  proposons  dans  la  présente 
INote  est  de  déterminer  une  construction  graphique^,  per- 
mettant de  construire  sur  un  plan  le  rayon  de  courbure 
d'une  courbe  plane.  Celte  courbe  étant  bien  définie,  soit 
par  son  équation,  soit  par  une  génération  géométrique 
ou  mécanique,  soit  de  toute  autre  manière,  nous  sup- 
posons qu'elle  est  tracée  d'une  façon  tout  à  fait  rigou- 
reuse, en  sorte  que  la  tangente  en  chaque  point  peut 
être  conduite  exactement. 

2.  On  pourrait,  dans  cette  hypothèse,  obtenir  les  nor- 
males à  la  courbe  dans  le  voisinage  d'un  point,  et  la  dé- 
veloppée serait  déterminée  par  l'enveloppe  des  droites 
tracées  de  cette  manière.  IMais  il  est  bien  évident 
qu'ainsi  le  centre  de  courbure  serait,  en  réalité,  déter- 
miné par  Fintersection  de  droites  très-rapprochées  et  se 
coupant  sous  un  très-petit  angle;  c'est  un  procédé  vi- 
cieux au  point  de  vue  graphique. 

Nous  essayerons  de  substituer  à  cette  construction  des 
moyens  plus  satisfaisants,  en  employant  à  cet  elfet  une 


(  368  ) 
courbe  déduite  de  la  courbe  donnée  et  que  l'on  pourra 
tracer  en  toute  rigueur^  elle  servira  ensuite  à  obtenir  la 
solution  désirée,  à  peu  près  à  la  manière  des  courbes 
d  erreurs  si  fréquemment  employées  dans  la  pratique, 

3.  Soient 

C  une  courbe  plane  dont  l'équation  est  /^(X,  Y)  =:r  o 
en  coordonnées  rectangulaires; 

M  un  point  de  cette  courbe  ayant  pour  coordonnées 

x  et  ^5 

^  =  -^  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  M 

à  la  courbe  C; 
p  le  rayon  de  courbure  en  M. 

Supposons  que,  de  chaque  point  M[x^  y)^  on  déduise 
un  point  correspondant  Mj,  au  moyen  d'une  construc- 
tion géométrique  dans  laquelle  Jigure  la  tangente  au 
point  M  5  et  appelons  Ci  la  courbe  formée  par  tous  les 
points  Ml. 

Les  coordonnées  oti,  y\  dépendront  à  la  fois  de  r,  y 
et  /?,  c'est-à-dire  qu'on  aura 

j:,  —  F,(.r,  j,   /^),      y,z=if^[x,  y,    p). 
On  déduira  de  là,  par  diiTérentiation, 

dx^  =  — —  d.x  -\-  -—  dy  -i-  —-  dp, 
d.r  dy  dp 

dyy  =  -—  dx  -h  —-  dy  -\-  —  dp, 
dx  dy  dp 

et,    si    nous    appelons   p^    le  coefficient    angulaire    -^ 

dx^ 
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de  la  tangente  en  Mj  à  la  courbe  Ci, 

-V—  dx  -f-  — —  ciY  H dp 

ajTi  dx  dy  dp     ^ 

^''  "  5^;  "^  r7Fr;  ^F,    ,  ^Ft    , 

-— -  dx  H -—  dy  H —  dp 

dx  dy  dp 

df,  df^  dfy    dp 

.  -{ .  p  _j — 

dx         dy  dp    dx 

~  ^/F\        ^Fi  ^F,  dp' 

dx  dy  dp    dx 


Les  fonctions  Fi  et  /i  dépendant  de  x^  y  et  /?,  il  s'en- 

dp 

dx 


suit  que  p^  dépendra  de  x,  /,  p  et  —^  c'est-à-dire  que 


Ton  aura 

(l)  /?,==rp(.r,   j,    /?,    — 

Or  le  rayon  de  courbure  p  est  fourni  par  la  formule 
connue 

^         dx^J  ^{i-^p^-y 

^  d'y  dp        ' 

dx-  dx 

d'où  l'on  tire 

dx  p 

Substituant  cette  valeur  dans  l'expression  (i),  celle-ci 
prendra  la  forme 

;y,  =  0(.r,   y,    p,  p), 

et,  si  l'on  résout  cette  équation  par  rapport  à  p,  on  aura 

(3)  .  p  —  W{x,  y,    p,    /;,). 

Le  rayon  de  courbure  cherché  dépendra  donc  seule- 
ment du  point  M,  et  de  la  direction  des  tangentes  en  M 
A/iu.  de  Mathérnat.,  i®  série,  t.  XIH.  (Août  1874.)  ^4 
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et  Ml  aux   deux  courbes  C  et  Ci.  Ces  divers  éléments 
graphiques  élaiit  connus,  ii  sera  possible  ^énéialoment 
de  déterminer  le  rayon  de  courbure. 

•y 

4.  La  méthode  peut  exceptionnellement  se  trouver  en 
défaut  si,  par  suite  de  réductions  de  calcul,  l'expression 

—  se  trouve  éliminée  de  l'équation  (i).  C'est  ce  qui  ar- 
rive, par  exemple,  lorsque  la  courbe  Ci  est  parallèle  à  la 
courbe  C,  cas  sur  lequel  nous  reviendrons  vers  la  fin  de 
cette  étude. 

Mais  il  n'y  a  que  certains  procédés  particuliers  de 
construction  qui  puissent  conduire  à  un  semblable  ré- 
sultat. Aussi  peut-on  très-bien  considérer  la  solution 
indiquée  comme  entièrement  générale. 

5.  Quoi  qu'il  en  soit,  la  valeur  pratique  de  celte  mé- 
thode doit  être  considérée  comme  d'autant  plus  grande 
que  les  constructions  à  effectuer  seront  plus  simples, 
c'est-à-dire  que  la  formuhi  (3)  sera  plus  simple  elle- 
même.  Ce  résultat  dépend  essentiellement  du  procédé 
de  construction  ou  de  transformation j,  par  lequel  la 
courbe  Ci  se  déduit  de  la  courbe  C.  Nous  allons  successi- 
vement en  passer  en  revue  quelques-uns,  donnant  lieu  à 
des  formules  et  à  des  constructions  assez  simples,  on  se 
prêtant  à  des  remarques  intéressantes. 

Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  désignerons  unifor- 
mément par  : 

iMP   l'ordonnée  jx^  du  point  M  limitée  à  l'axe  des  x; 
MQ  l'abscisse  x  du  môme  point  limitée  à  l'axe  des  j  ; 
MT    la  tangente   en  M   à  la  courbe  C,  liniitée  à  Vaxe 

des  x\ 
MN    la   normale  en  M  à  la  courbe  C,    liniitée  à   Vaxe 

des  X. 
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Ml  Pj,  Ml  Qi,  Ml  Ti,  Ml  ]Ni  seront  les  lignes  analogues 
relatives  au  point  Mi  et  à  la  courbe  Ci- 

Il  est  bon  de  remarquer  que  toutes  les  constructions 
indiquées  en  partant  de  l'axe  des  x  pourront  se  faire 
en  partant  d'une  droite  quelconque;  car  rien  n'oblige  à 
prendre  a  priori,  pour  axe  des  x,  une  droite  sur  le  plan 
plutôt  qu'une  autre. 

6.  Première  transformation.  —  On  mène  par  le 
point  Tune  parallèle  à  0/jusqu'à  la  rencontre  deMQ. 
Cette  intersection  donne  le  point  Mi. 

Les  coordonnées  Xi,  y^  sont  alors  fournies  par  les  for- 
mules 

y 

x,—x ,       y,  —  j  ; 

P 
on  en  déduit 

Et,  si  l'on  appelle  a  l'inclinaison  de  la  tangente  en  M 
sur  l'axe  des  .r,  d'où  y)  ^=  tanga,  il  vient 

psinV.        osin^a 

r  ? . 


puisque 
de  là 


y 


fiZi 

sin^a 


P\Ji  <^'tant  la  sous-normale  en  Mj,  il  en  résulte  que  le 
rayon  de  courbure  cherché  est  égal  à  la  sous-normale 
en  Mi,  divisée  par  le  cnhe  du  sinus  de  V inclinaison  de 
la  tangente  en  M  sur  V axe  des  x. 

Cette  propriété  permet  d'obtenir  le  centre  de  courbure 
par  une  construction  géométrique  fort  simple,  en  ayaiii 
égard  aux  signes. 

0.4. 
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7.  Deuxième  traiis formation.  —  On  obtient  le 
point  Ml  en  construisant  le  point  symétrique  de  T  par 
rapport  à  MQ. 

Les  formules  sont 


y 

P 


d'où 


/>,  ^=  r-  zrz—L-       " ^   r=  — ^  Sm^  a  =  — ^  Sm^a, 

"       4  sinV. 

piji  étant  la  sous-normale  en  Mi,  on  a  un  énoncé 
identique  au  précédent,  au  facteur  j  près,  et  une  con- 
struction géométrique  pareille. 

Comme  procédé  graphique,  cette  seconde  construction 
sera  préférable  à  la  première,  lorsqu'on  aura  suffisam- 
ment de  place  pour  l'exécuter. 

8.  Troisième  transformation,  —  On  prolonge  la 
droite  TM  au  delà  du  point  M,  d'une  longueur  égale  à 
elle-même  MMi==TM. 

On  a 


.r,  ~ 

r 

^  -r-   —  î 
P 

r.  = 

=  27; 

on  lire  de  là 

2/>^ 

1 

1 

~~  1        r 

p       p' 

dp 

dx 

3 

-F? 
P' 

2 
P 

3 

p      p' 

P 

/  I 

2       - 

\P 

'  \ 

/J 
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En  posant,  comme  ci-dessus,  p  =  tanga  et,  de  plus, 
p^  :=  tang^i,  on  obtient 

jrsina, 

2  p  sm^a  =r  -   -. ^^  • 

'  sm(ai —  a) 

Ce  résultat  donne  lieu  à  la  construction  assez  simple 
que  voici.  Soient 

A  le  point  de  rencontre  de  MP  et  de  Mj  Qi  j 
AB  une  parallèle  à  Mi  Nj  rencontrant  MN  en  B; 
BD  une   parallèle   à  MT,  menée  jusqu'à   la  rencontre 

de  MQ  ; 
DE  une  parallèle  à  OY ,   menée  jusqu'à  la    rencontre 

de  MN. 

Le  milieu  w  de  ME  sera  le  centre  de  courbure  cherché. 

9.  (Quatrième  transformation .  —  On  mène  par  N  une 
parallèle  à  OY,  jusqu'à  la  rencontre  de  MQ.  Le  point  M^ 
est  déterminé  par  l'intersection  de  ces  deux  droites. 

Les  formules  sont 


j,      .r,  =  a-  H-  pjr, 


d'où 


P^ 


^-^P'-v-y-f        ^     ,^    [i-^p'y 
dx      I  +  P  -{-  y  • 


P 
sina  cosa 


y  .iT-^z-.\     ,  ,    y  ' 


[i-^  p')  (  H-- v/i  -\-  jA        i-f- 

\  p  /  pcosa 

r 


cosa 

I 


p—   _ , 


tanga, 


en  conservant  toujours  les   mêmes  relations  que  plus 
haut. 
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Celte  formule  revient  à 

_MN.TN_ 
^~     T,  ï     ' 

elle  permet,  par  conséquent,  d'obtenir  le  rayon  de  cour- 
bure par  une  construction  géométrique  Irès-facile. 

10.   Cinquième  transformation,  —  Le  point  Mi   est 
symétrique  de  N  par  rapport  à  MQ. 
Les  formules  sont 


Ji  =:  2J,       .r,  —  ^  - 

^py^ 

d'où 

n    —                   '^P 
P^-                                   dp 

1p 

sin  2  a 

/                p  cosa 

_y_ 

cosa 

"        sin  2  a 

-  I 

tanga, 

Cela  donne  la  même  formule  que  ci-dessus 

_  MN.TN 

et,  par  suite,  la  même  construction  géométrique, 

41.  Sixième  transformation,  —  On  prolonge  la 
droite  NM  au  delà  du  point  M,  d'une  longueur  égale 
à  elle-même  MM^  ==  NM. 

Les  formules  sont 

j,  =  2j,      x,-=zx  ^  py, 
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d'où 

V   -               ''' 

ip 

sin2a 

y 

C0S2a 

0  cosa 

1 

cosa 

P    - 

sinaa 

tajjga, 

Cela  donne  encore 

MN.TN 
ft  — — — — . 

12.  Septième  transformation.  —  Par  l'origine  O,  on 
mène  OMi,  égale  el  parallèle  à  TM,  et  dirigée  dans  le 
même  sens. 

Les  formules  sont 

y . 

yi  — -  r ,    -^1  ~  —  ; 
,  ^  ^  p 

d'où 

p"'  p^  sin^a 

o- — r —       p^  —  -    (i -:-  »-)         sm^acosa 

'  dx       ^  ^   ^         ^    '  p 

y  sinai 
"        sin^  asin(ai  —  a) 
Cela  donne 

_      MT^ 

^  ~  TipTôTi 

et  conduit,  par  suite,  à  une   construclion   géométrique 
élémentaire. 

13.  Huitième  transformation.  —  Par  1'  oi  iginc  O,  on 
mène  OMi,  égale  et  parallèle  à  NM,  et  dirigée  dans  le 
même  sens. 

Les  formules  sont 

ri--r>     .r.  —  —  ^j; 
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cVoù 

p        p  tanga 

p^  —  __  — _  =^ 1 . , 

P'-^-y-f-  f-^~[\-\-p'Y  tangua +-^ 

l'sina, 

sina  cos(a  —  a,) 

Si  MN2  est  parallèle  à  MiN^,  Ng  étant  sur  Taxe  des  x,  et 
si  K  est  la  projection  de  N2  sur  MN,  on  trouve 

_  MP.TN 

Le  centre  de  courbure  s'obtient  encore  ici  par  une  qua« 
trième  proportionnelle. 

14.   Neuvième  transformation,   —  Au   point  T,    on 
élève  TMi  =  TM,  perpendiculaire  sur  l'axe  des  x. 
Les  formules  sont 

p  p 

d'où 

^  dx        p2p — y\J\-{-p'^        psin^a — jcosa 

tanga,  H-  cosa 
'  sin^a 

Cela  donne 

MT^T.N 

(Toù  résulte  une  construction  élémentaire  pour  le  rayon 
de  courbure  cherché. 

lo.   Dixième  transformation.  —  Au  point  N,  on  élève 
NM,  =  JNM,  perpendiculaire  sur  Taxe  des  x. 
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Les 

formules 

sont 

\-p\        'r■^- 

^u 

P^ 

P 

x-^py 


La  valeur  de  ~  et,  par  suite,  celle  de  p  s'éliminanl  ici, 

on  voit  que  cette  construction  ne  saurait  servir  à  la  dé- 
termination du  rayon  de  courbure 5  mais  elle  conduit  à 
un  théorème  facile  à  énoncer.  Si,  en  effet,  nous  faisons 
le  produit  des  valeurs  dej^i  et  de  /?i,  nous  avons 

y^p^  -=-jP' 

Donc  les  deux  courbes  C  et  Ci  ont  leurs  sous -normale  s 
égales  en  M  et  Mj,  c'est-à-dire  que  PNi  =^  2PN. 

16.   Onzième  transformation .  —  La  courbe  Ci  est  la 
podaire  de  C,  l'origine  O  étant  prise  pour  pôle. 
Les  formules  sont 

y~px  p{P''c~y) 

p^  -\~  I  />-  -f-  I 

On  en  lire 

y?'X  —  '^py  —  X 

Px  =    -'-■ — • 

2y?.r  -\-  p^y  —  y 

La  valeur  de  p^  est  encore  indépendante  de  -—5  et,  par 

'  ^  dx  ^ 

conséquent,  on  ne  peut  arriver  ainsi  à  déterminer  le 
rayon  de  courbure;  mais  on  peut  donner  à  p^  la  forme 
suivante  : 

.r  y 

X, J, 

?.  \                    1 

/?,  zrr ;        d'où =: j 

y  Pi                    «^ 

y^  ^\ 

2  ~  2 
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ce  qui  nous  donne  ce  théorème  connu  :  La  nonnnle  à  la 
podaire  passe  par  le  milieu  du  rayon  vecteur  OM. 

17.  Douzième  transformation.  —  On  obtient  M,  en 
abaissant  du  point  O  une  perpendiculaire  sur  MN  jus- 
qu'à la  rencontre  de  cette  droite.  La  courbe  C^  est,  par 
conséquent,  la  podaire  de  la  développée  de  C,  le  point  O 
étant  pris  pour  pôle. 

Les  formules  sont 

On  en  pourrait  conclure  la  valeur  du  rayon  de  courbure 
par  un  calcul  pareil  à  celui  que  nous  avons  edectué  jus- 
qu'à présent;  mais,  si  nous  appliquons  le  théorème  que 
nous  venons  de  rappeler,  nous  voyons  que,  w  étant  le 
centre  de  courbure  cherché,  MjNi  passera  parle  milieu 
de  Oo3.  De  là  cette  construction  géométrique  très-simple: 
mener  par  le  point  O  une  droite  qui  forme,  avec  OMi 
et  MjNi,  un  triangle  isoscèle  en  O  et  Mj  5  le  point  où 
cette  droite  rencontrera  MN  sera  le  centre  de  courbure 
cherché. 

18.  Treizième  transformation. —  Sur  la  tangente  TM, 
on  porte,  à  partir  du  point  M,  une  longueur  constante 
MMi  =^a. 

Les  formules  sont 


d'où 


ou 


p  ,  ^ 

\Jl-\-p'  sli-\-p' 

o      f  ^P  ^ 

I  -!-  ppx  ,  , 

p  =  « —  :=:  «  cet  f  a,  —  a ) . 
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Ceci  nous  montre  que  la  normale  en  Mi  rencontre  la 
normale  MN  à  la  courbe  G  au  centre  de  courbure  cher- 
ché. Ce  théorème  est  de  M.  Nicolaïdès^  il  l'a  énoncé 
comme  question  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathé- 
matiques, 1866,  p. 383. 

19.  (Quatorzième  transformation.  —  Sur  la  nor- 
male MN,  on  porte,  à  partir  du  point  M,  une  longueur 
constante  MMj  =^  a. 

Nous  aurons  pour  formules 

I  P 

y^z=: y  -\-  a >      x,  =:  .a:  —  a 


SJi  -\- p'  sjï  -\~p^ 

On  en  tire 

c'est  le  cas  que  nous  avons  indiqué  plus  haut,  où  les  deux 
combes  sont  parallèles.  Là  encore  il  est  impossible  de 
déterminer  le  rayon  de  courbure,  et  l'on  retrouve  cette 
propriété  bien  connue,  que  les  tangentes  en  deux  points 
correspondants  sont  parallèles. 

20.  Quinzième  transformation.  —  Sur  la  tangenteTM, 
on  porte  une  longueur  constante  TMi  :=  a^k  partir  du 
point  T. 

Les  formules  sont 

ap  y  a 

sji-hp'  P        VU-/?' 

On  en  déduit 


a 


/?, — 


[i-^P^V 


y_ ^ 

p'~ 


Ce  mode  de  transformation  ne  permet  donc  pas  non 
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plus  de  déterminer  le  rayon  de  courbure.  Celte  valeur 
de  /?!  peut  prendre  la  forme 


py^___ 


c'est-à-dire  que  l'on  a 


Si  l'on  mène  M^Na  parallèle  à  MN  jusqu'à  la  rencontre 
de  l'axe  des  x^  il  viendra  donc 

21 .  Seizième  transformation.  —  Sur  la  normale  NM, 
on  porte,  à  partir  du  point  N,  une  longueur  constante 

NMi  =::  a. 

Les  formules  sont 


Jl  =      , »        X^=r.X-\-pj 


ap 


On  en  tire 

ap         dp 

Px  — 


I+/>'-H 


y 


^^1 

>+/-)'j 


dp 

l  \'di 


ap 

, 


Px  —  p  I sinfa,  —  a)  y 

a — — — y  \l  i -\- p"^  :=  a  coscL 


/?, (i  4-/?^)  sina,  cosa 

Cela  donne  lieu  à  la  construction  suivante  :  construire 
l'intersection  K  de  M,Ni  avec  une  parallèle  jNK  à  l'axe 
des  j,  menée  par  le  point  N,  et  projeter  le  point  K  sur 
IMNi  en  0).  Le  point  o)  sera  le  centre  de  courLure  cherché. 
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22.  Les  divers  exemples  que  nous  avons  donnés  mon- 
trent assez  combien  la  méthode  graphique  étudiée  est 
générale,  et  comment  elle  se  prête  à  des  variétés  nom- 
breuses. Chaque  fois  qu'elle  se  trouve  en  défaut,  on  ar- 
rive à  des  théorèmes  exprimant  une  relation  entre  la 
tangente  à  la  transformée  Cj  et  la  tangente  à  la  courbe 
donnée  C. 

En  appliquant  à  des  courbes  connues  les  diverses  trans- 
formations étudiées,  on  obtiendrait  un  grand  nombre  de 
résultats  particuliers.  On  pourrait  également  imaginer 
bien  d'autres  modes  de  transformation  ^  mais  il  nous 
suffit  ici  d'avoir  indiqué  quelques-uns  des  procédés  gé- 
néraux. 


PROBLÈMES  SUR  QUELQUES  FOIVCTIOIVS  NUMÉRIQUES  5 

Par  m.  BOUGAÏEFF,  de  Moscou. 


1 .  Démontrer  que  le  nombre 

est  divisible  par  3, 

6[n)  désignant  combien  il  y  a  de  nombres  premiers 


non  supérieurs  a  n  ; 

n 
n 
miers  a 


SO  i  —  \  la  somme  prise  pour  tous  les  nombres  pre- 


Sôf  —  I  la  somme  étendue  à  tous  les  produits  ah  des 
nombres  premiers  dijférents  entre  eux. 
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Exemple  :    n  --  3o  , 

"(5)-(S)-(ï)-(ïi-4.-.=6, 


-.  r. ,  3o\       ^  /  3o  \       ^  /  3o  \       ^  /  3o  . 


\ 


(^) 


«  I     3o   \       ^ /  3o  \       .  /  3o 

H-  0 ^     -4-0     ~- 


2 .  i3/         \3.5/         \3.  7 
3  -:-  2  -^•  I  -h  I  --  7 , 

g(v^3Ô)  —  2, 


Sô(^)-Sô(^)  +  2g(v/'^)-6-7-.:-2.2 


v>. 


2.  Démontrer  que,  pour  n  y>  i ,  on  a 

6(^2{fi)  =  2<p(/?)«M-(— I)'^"^H,(/^)(p(/^), 

cp(«)  désignant  combien  il  y  a  d'entiers  premiers  à  n 

et  inférieurs  à  az; 
cp2  (n)  la  somme  des  carrés  de  ces  nombres; 
5(/i)  le  nombre  de  nombres  premiers  différents  qui 

sont  les  diviseurs  de  72-, 
ti{n)  le  produit  de  ces  nombres  premiers. 
Ainsi,  pour  n  -.r  a'^h^c;^ 

lE,^  (n)  z::z  abc ,       ç(72)  —  3. 

Exemple  :  n  r.~  6,    92  (6)  -r  i-  -1-  5^  --.  26,    o  (6)  =  2, 

E(6)=::2,        l,(Ç>)--^6, 
6(rM-52)=2.2    62-^2. G:-r::    l56. 

3.  Soit  77  ^^  a'^h'^c^.   Désignons  par  ii'la  nombre 

Ef'    E^   El 
n   'h   '-<?   % 

E(x)  étant  le  plus  grand  entier  contenu  dans  une  quan- 
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tité  quelconque  x.  Démontrer  qu'on  a 

=  ?(0E-^-!-?l2)E;^^+.... 

1  y. 

Exemple  :    n  — -  6,    i':^  i ,    i'  ~~  i  ^    3'--  i ,    4'=     ^  , 

6         ,    _  6 


s: 


«'  ~  -y  zz:.-  (p  (l)  E  —    +  9  (  2  )  E  —  --i:  6  H-  I 


SI]R  LE  TORE  ET  LA  SPHÈRE  BITANGENTE; 

Par  m.  MONNIOT. 


Soit 

(  .r-  -i-  f  -\-  z-  -+-  «2  —  cpy  :^  4^/'^ (.r-  H-  j2) 

l'équation  d'un  tore  dont  le  méridien  dans  le  plan  y  =  o 
a  pour  équation 

x-  -■{-  2^  -h  /7^  —  fP  =^z~z  zaje, 

qui  représente  deux  cercles. 

La  splière  [x  —  a  Y  H- ^'^-f-  (  z  —  y  Y —  j-^  j=z  o  sera 
bitangente  au  tore  si  le  cercle  [x  -  a)^-h(-  — y)^  —  /'^  ^=^  o 
est  tangent  intérieurement  à  l'un  des  cercles  méridiens 
et  extérieurement  à  l'autre.  Les  équations  de  condition 
seront 

v/(Th-  <7  )' "1-  7'  —  <^  -•■•--  /•; 
d'où  l'on  déduit 

■  I  4rta  —  4^//-, 

I     ^î__-_   ,.2_j_    ^17___   ^: _. 
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L'équatiou  de  la  sphère  bitangeiite  pourra  s'écrire 

jc^  -\-  y-  +  z^  —  2a.r  —  272  +  r/^  —  a-  rzz  o, 
oUj  en  posant  a-  —  cP  =  c~^ 

(1)  x'^ -r- y- -h  z^ — c'=  2a>r  +  27Z, 

L'équation  du  tore  s'écrit 

(x'_l_jî^  z'-  +  c^y—^a'{.x'-i-j')  =  o, 
ou 

OU  enfin 

(2)  (A-+J-  +  32— c2)2  H- 4^2^2—4^/2  (.r"-{-r')  —  o. 

On  aura  une  surface  passant  par  les  points  communs 
au  tore  et  à  la  sphère,  en  élevant  les  deux  membres  de 
l'équation  (i)  au  carré,  et  la  retranchant  de  l'équation  (2), 
ce  qui  donne,  après  transposition  et  suppression  du  fac- 
teur 4î 

(3)  (ax  +73)2+^232—  r/2(x2H-y-')  —  o. 

On  aura  démontré  que  V intersection  du  tore  et  de 
la  S])hère  bitangente  se  compose  de  deux  cercles,  si 
l'on  fait  voir  que  la  surface  représentée  par  l'équation  (3) 
est  un  système  de  deux  plans.  Or  cette  équation  peut 
s'écrire 

[fa2 —  r/-)xM-  l'j.'^/xz  -+-  (7'  -h  c'^)z''\  —  cV j^'zzz  o; 

et  le    théorème  sera  démontré,  si  l'on  fait  voir  que  la 
quantité  entre  crochets  est  un  carré  parfait,  ou  que 

^272—  (a2—  r/2)  [f-\-  c2)  ==0, 

ou 

—  a2c2  -h  7'c/2  -I-  cV/'-  ^  o, 

ou 

—  a2(rt2_  ^/i  j  _^_  ,^2^/2  ^  c-.^ii  _-  o^ 
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ou 

OU,  d'après  les  équations  (K), 

r2 -f- ^'— rr-+- rt' —  ^/2  =  r% 
ce  qui  est  évident. 

SÉPARATIOIV  DES  RACINES  DES  ÉQUATIONS  A  «IVE  IXCOMIE 

(Note  sur  nu  tbéorème  précédent)-, 
Par  m.  L.  MALEYX. 


I.  J'ai  démontré,  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Ma- 
thématiques  (2^  série,  t.  XI),  un  théorème  ayant  pour 
objet  la  séparation  des  racines  d'une  équation  à  une  in- 
connue, et  j'en  ai  conclu  (n°  V,  remarque  II)  que  la 
séparation  des  racines  d'une  équation  algébrique  dont 
le  degré  ne  surpasse  pas  im -\-  \  peut  se  ramener  à  la 
séparation  et  à  l'approximation  convenable  de  celles  de 
quatre  équations  dont  les  degrés  ne  surpassent  pas  res- 
pectivement m. 

Cette  conclusion  repose  sur  la  possibilité  d'écrire 
l'idenlité 

^{x)  ><  F(.r)  ^  F3  (.r)  X  Y' [x)  -;-  F.  (x)  ; 

F  (jr)  étant  un  polynôme  entier  dont  le  degré  ne  sur- 
passe pas  ini-\-\  et  dont  les  coefficients  sont  numéri- 
quement donnés,  F^(.r)  sou  polynôme  dérivé,  o(.r), 
F3  (.r),  F2  (.r)  étant  des  polynômes  entiers  en  x  dont  les 
degrés  ne  surpassent  pas  respectivement  /;/  —  i ,  m  et  /;/. 
Seulement,  pour  déterminer  les  coefficients  des  poly- 

Ann.  de  Mathcmat.,  2«  séiio.  t.  XIII.  (Août  187/1.)  ^5 
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nomes  9(j^),  F3(x),  F.2(x),  je  fus  conduit  à  employer 
la  nicihode  des  coefficients  indéterminés 5  depuis,  j'ai 
trouvé  la  loi  de  formation  de  ces  polynômes,  et  je  me 
propose  de  l'exposer  ici. 

II.  Ecrivons  la  suite  des  égalités  qui  expriment  les 
opérations  nécessaires  pour  trouver  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  deux  polynômes  A  et  B.  Soient  Qj, 
Q,,.  .  .,  Q„  les  n  premiers  quotients,  Bj,  Pu,-  .  -,  R„ 
les  n  premiers  restes^  on  aura 

A   =B   X  Q.H-R., 

B  Ri  >x  Q2  -!-  R2, 

Ri     —  R2  X  Q3   ^  R;i) 

Rî  -^R,  XQ,  ^-R4, 


R;i— i  ■  R/i— 3   X  V"— 2  ~'^  t*/i  — 2) 

R/i— :î  ^^^  Rrt— 2  X!  Qn— I  "T"  R«— 1 1 
\    R„_2=:^R„_,  XQn  4-  Raz. 

Multiplions  les  n  —  i  premières  des  égalités  (y-)  par  les 
facteurs  Ài,  X^,...,  A„_i5  satisfaisant  aux  égalités  sui- 
vantes : 

>2  -:-  Q3^'3  —  À.i  --•  o, 

),3    -l-Q,).^    —  >5    "O, 


) 


'•/(— sH"  Qn— 2  ^11—7         ^H  — 1 o, 

>.„_,  -+-  Q„  =  O. 

Si  nous  ajoutons  les  égalités  (a)  respectivement  multi- 
pliées par  les  facteurs  Ài,  'z.^^.  .  .,  /„_i,  satisfaisant  aux 
égalités  (l'i),  nous  aurons 

>,A-hB>2r    BXQ.  >.  +  R,., 
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qu'on  peut  écrire 

(7)  ).,  A  r=  B  X  (Q,  X  X.  -  h)  4-  R«. 

Les  facteurs  Àj,  l^i-  •  >  •>  ^«-i  s'obtiennent  facilement 
et  successivement  d'après  les  égalités  (j3)  et  à  partir  du 
dernier. 

Le  dernier  l,^_i  est  égal  au  quotient,  changé  de  signe, 
de  la  dernière  division. 

Le  précédent  est  égal  au  produit,  changé  de  signe,  du 
dernier  par  le  quotient  de  même  indice,  ce  résultat  étant 
augmenté  de  i. 

Les  autres  se  forment  chacun  au  moyen  des  deux  sui- 
vants, en  ajoutant  au  produit,  changé  de  signe,  de  celui 
qui  vient  immédiatement  après  celui  qu'on  veut  former 
par  le  quotient  de  même  indice,  celui  qui  le  suit  de  deux 
rangs. 

On  voit,  de  plus,  que  le  degré  de  chacun  de  ces  fac- 
teurs est  la  somme  des  degrés  des  quotients  de  toutes  les 
divisions  qui  suivent  celle  dont  l'égalité  correspondante 
a  été  multipliée  par  ce  facteur. 

Soient  maintenant  ni  le  degré  de  A,  71  celui  de  B, 
/'i,  /'a, .  . ,  7'„  ceux  de  Ri,  R2, .  .  . ,  R,.,  et  f/i,  ^2, .  .  . ,  //„ 
ceux  de  Qj,  Qs,-  •  • -,  Q«  respectivement-,  on  a 

m  --  n  -\-  </,, 
n  .'.-  r,  -1-72, 
r^  —  r,  -h  73» 
> 

Ajoutant  membre  à  membre,  on  en  conclut 

m  =1^  q^  4-  r/2  H-  .  .  .  -f-  </„  -4-  /•„_,. 

On  aurait  de  même,  en  prenant  une  égalité  de  plus  dans 

25. 
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le  système  [y.]^ 

772  =  <7,  -i-  7î  H-  .  .  .  -h  7„  -j-  7„+,  +  r„. 

Supposons  que  nous  ayons  pris  n  de  manière  à  véri- 
fier les  deux  inégalités 

.  m 
7i  +  72-f-.  .  .-h  <7,,  ^  —  ? 

2 

7i  -^  ^î  4-  .  •  .  -4-  «Z/i  -r-  7«-4-i  >*  —  • 


Il  résulte  de  la  seconde,  et  par  comparaison  avec  la 
dernière  égalité,  que  /'„  <^  — :  or  g^  -h  rj^  -h  •  •  -  -h  c/n  est 

le  degré  du  facteur  Qi  /i  —  /a  qui  figure  dans  l'éga- 
lité (7),  /i  est  d'un  degré  inférieur  5  donc  les  degrés  des 
polynômes  Àj,  Qi  Ài  —  ?^2i  R«  ne  surpassent  pas  respec- 


m  m  ni 

tivement i,  —   et  — 

2  1  1 


L'égalité  (y)  est  donc  dans  les  mêmes  conditions  que 

^  ix)  X  F(^)  =  F3';.r)  F(.r)  +  F,(^) 


l'égalité 


de  notre  lliéorème  précédent,  et  Ton  peut  en  déduire  le 
moyen  de  former  les  coefficients  o  (x),  F3  (.r),  F2  {x). 

III.  On  peut  encore  déduire  de  ce  qui  précède  et  de 
notre  théorème  déjà  cité  que,  si  l'on  considère  la  suite 
des  polynômes  de  Sturm,  que  l'on  s'arrête  à  l'un  d'eux, 
V^  par  exemple,  puis  qu'on  élimine  entre  les  égalités  qui 
ont  servi  à  le  déterminer  tous  les  polynômes  d'indice 
inférieur,  on  arrivera  à  une  égalité  de  la  forme 

<p(.r)XF(.r)r:^F'(.r)  y:^^(x)  -^\r^ 

Les  racines  de  l'équation  Y  [x)  =  o  seront  séparées  par 
celles  de  l'équation 

•^{x)  X  V^r^  o; 
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donc  le  degré  ne  peut  surpasser  m  —  i,  si  /n  est  le  degré 
de  l'équation  F  (x)  =  o. 

MÉTHODE 

ponr  conslraire  avec  anlant  d'approximation  qu'on  Yondra  nn  triangle 
équivalent  à  un  secteur  donné  j 

Par   m.  Edouard    COLLIGNON, 

Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées  (*). 


Le  centre  de  gravité  Gd'un  arc  de  cercle  homogène  AB 

(  flg.  1  )  est  situé  sur  la  bissectrice  01  de  cet  arc,  à  une  dis- 

OA  X  AB 

tance  OG  du  centre  éeale  à ?  ou  bien,  en  appe- 

"  arc  AB  i  i 

lanl  a  le  rayon  OA,  et  6  le  demi-angle  au  centre  lOA,  à 

la  distance 

^^               flsinG 
OG=:r= ■* 

Q 

Si,  par  le  point  G,  nous  élevons  sur  01  une  perpen- 
diculaire indéfinie  G^  G',  les  points  Gi  et  G',  où  cette 
droite  rencontre  les  bissectrices  01,  OV  des  demi-angles 
AOI,  lOB,  seront,  en  vertu  de  la  symétrie,  les  centres  de 
gravité  des  deux  arcs  AI,  BI. 

Parla  même  raison,  on  obtiendra  le  centre  de  gravité 
Gg  de  l'arc  AIi  en  élevant  en  Gi  une  perpendiculaire  à 
OGi,  et  en  prenant  le  point  où  celte  droite  coupe  la  bis- 
sectrice OI2  de  Tangle  Ij  OA. 

On  peut  continuer  aussi  loin  qu'on  voudra  cette  con- 
struction \  elle  consiste  à  déduire  le  point  G,,^.!  du  point 
G„,  en  élevant  G^G,,^.!,  perpendiculaire  sur  0G„,  et  en 

(*)  Cette  méthode  a  été  l'objet  d'une  Communication  de  l'Auteur  au 
Congrès  de  l'Association  frainjaise  pour  ravancement  des  Sciences,  à 
Lyon,  en  aoi\t  1873. 
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prenant  l'intersection  de  cette  droite  avec  la  bissectrice 
de  l'angle  G„  OA.  On  aura,  de  cette  manière,  les  centres 
de  gravité  d'arcs  qui  commencent  tous  au  point  A,  et  qui 
décroissent  comme  les  termes  d'une  progression  géomé- 
trique dont  la  raison  est  ^.  La  position  limite  des  points 
successifs  G,  Gi,  Gg,.  .  . ,  G„,  G„+i  est  le  point  A  lui- 
même,  centre  de  gravité  d'un  arc  infiniment  petit  com- 
mençant au  point  A. 

On  passera  par  conséquent  du  point  G  au  point  A  par 
la  construction  des  points  G,  Gi,  G«, ...  ;  en  pratique, 
dès  qu'on  aura  atteint  un  angle  G„  OA  assez  petit,  la 
solution   pourra  s'achever  approximativement,  soit  en 

Fig.  1. 


traçant  un  arc  de  cercle  du  point  O  comme  centre  avec 
0G„  pour  rayon,  soit  en  prolongeant  jusqu'à  OA  la  per- 
pendiculaire G„G„+i. 

Cela  posé,  je  dis  que  le  triangle  OGA  (fig.  2)  est  équi- 
valent au  secteur  OGH,  décrit  du  point  O  comme  centre 
avec  OG  pour  rayon. 

En  efTel,  le  secteur  a  pour  mesure  j/'^S,  et  le  triangle 
ji'asuiO'^  or  ces  deux  mesures  sont  égales,  en  vertu  de  la 
relation 


sinô 

"-9- 


Il  est  facile  de  reconnaître  aussi  que  l'arc  de  cercle 
ODG,  passant  par  les  points  O  et  G,  et  tangent  en  O  à  la 
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droite  OA,  a  une  longueur  égale  à  la  quanlilé  OA  elle- 
même.  Le  point  E,  centre  de  cet  arc  ODG,  sera  situé  sur 

Fig.  2. 


la  perpendiculaire  à  OA,  élevée  au  point  O.  L'angle  OÈG 
sera  double  de  l'angle  GOA,  c'est-à-dire  égal  à  20;  et, 
par  suite, 


O] 


Donc 


arcOG— 2EOX  9. 


EO 


arc  OG  ==  OG  X 


jOG 
coTËÔG 

B 


OG 

2  sin9 

rB 


sinô        sinQ 


«  —  OA. 


La  construction  indiquée  plus  haut  conduit  donc  aussi 
à  la  rectification  de  l'arc  de  cercle  ODG  :  il  suffit  d'opérer 
sur  l'angle  formé  par  la  corde  de  l'arc  et  la  tangente. 

De  ces  considérations  de  Statique,  on  déduit  très-sim- 
plement certaines  formules  do  Trigonométrie,  par 
exemple  : 


sinô        ,. 

zzz  llill. 

0 


ces      cos  -  ces  -T 

2.  ^  o 


COS  — 
2" 


—  =  lim. 

1  TT 


I 


TT  TV 

COS  y  COS  -  cos  — TT 

4010 


cosô  -h  cos3  0  -+-  cos  50  -1- 

sinô    !    sin 3  0  -t-  sin 5  0  -h  .  .    -f-  sin  (2/?  —  i)0  = 


,  ,  ^       siwy.nB 

-f-  cos  (  2  rt  —  I  )  0  :=:  r—  > 

^  '  2smO 

sin-//ô 

« 

sinO 
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Enfin  on  peut  en  déduire  une  méthode  graphique 
très-simple  pour  diviser  un  arc  de  cercle  en  un  nombre 
donné  de  parties  égales. 

f^oir  à  ce  sujet  la  Statique  de  l'auteur  (Hachette, 
1873,  p.  ijy  etsuiv.). 

S0LIJTI0\'S  DE  OIJESTIO^S 
PROPOSÉES  dm  LES  NOUVELLES  A1\NALES. 


Question  1131 

(voir  môme  tome,  p.  169), 

Par  m.   h.  LEMELLE, 

Élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Poitiers. 

D'un  point  quelconque  [xq^  Jq)  du  plan^  on  peut 
mener  ci  m  —  p  normales  à  la  courbe 

(i)  j"" — ma.xP=:zo,     m^p. 

Les  pieds  de  ces  normales  sont  sur  la  conique 

(  2 )  mx'-l-  pj-  —  /;/ Xo .r  —  /?/o  J  ^=  o. 

Cette  conique  passe  pari  origine  O  et  le  point  P  (xo,  /o)  5 
son  centre  est  le  milieu  de  OP,  et  son  équation  ne  dé^ 
pend  pas  du  paramètre  a  :  de  là  plusieurs  conséquences 
immédiates  et  remarquables.  (Painvin.) 

Soient  X  cl  Y  les  coordonnées  du  pied  d'une  normale 
menée  par  le  point  P  à  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
tion (i)-,  en  supposant  les  coordonnées  rectangulaires  et 
exprimant  que  la  normale  passe  par  le  point  (x^,  jo)? 
on  aura  d'abord 

ym  — I 

J  —  Jo  =  —    -" —,  (-X  —  ^0  )• 

paxP    ' 
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Mais  réqualion  (i)  donne 

d'où 


7 


J  —  Jo  = \x  —  x-^ 


mx 

{   nn    nf* 

0;> 


et,  par  suite, 

(2)  mx"^  -h  py"^ —  mx^  x  —  py^y  =  o. 

Donc  les  pieds  des  normales  sont  sur  la  conique  que 
l'équation  (2)  représente. 

La  résolution  des  équations  (i)  et  (2)  fera  connaître 
les  coordonnées  des  pieds  des  normales.  L'une  de  ces 
équations  est  du  degré  m,  l'autre  du  second  degié,  ce  qui 
semble  indiquer  27^1  normales^  mais  nous  allons  démon- 
trer que  leur  nombre  se  réduit  à  im  —  p. 

Soit 

(3)  x^\j 

l'équation  d'une  droite  menée  de  l'origine  des  coordon- 
nées au  pied  d'une  normale. 

Il  est  facile  de  reconnaître  qu'une  droite  menée  par 
l'origine  des  coordonnées  ne  rencontre  la  courbe  (i) 
qu'en  un  seul  point  réel,  autre  que  l'origine,  si  les 
nombres  m  et  p  sont,  l'un  pair  et  l'autre  impair^  et 
qu'elle  rencontre  la  courbe  en  deux  points  symétriques 
par  rapport  à  l'origine,  lorsque  les  nombres  ui  et  p  sont 
tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs.  Dans  ce  dernier 
cas,  les  deux  points  symétriques  ne  peuvent  être  les  pieds 
de  deux  normales  issues  du  point  P,  parce  que  les  nor- 
males en  ces  points  symétriques  sont  des  droites  paral- 
lèles, et  que  nous  supposons  que  x^  ^^J\  sont  des  quan- 
tités finies  [*). 

(*)  11  est  évidemment  impossible  que  la  conique  (2),  qui  passe  par 
l'oiigne  O  des  coordonnées,  rencontre  la  courbe  (i)  eu  doux  autres  points 


(  3<)4  ) 

De  là  nous  concluons  qu'à  une  valeur  de  X  ne  corres- 
pond qu'une  seule  normale.  Nous  allons  clierclicr  l'équa- 
tion en  ).,  et  conclure  de  sondegré  le  nonibredes  normales. 

Pour  cela,  éliminons  x  et  y  entre  les  écjuations  (i), 
(2)  et  (3).  Cette  élimination  donne,  pour  déterminera, 

( 4 )  (rnXol-\-  pj  0 )"'"''  =  "' (f  >^  ( P  -t-  f/i  }} y- P. 

La  plus  haute  puissance  de  X  dans  cette  équation  a 
pour  exposant  2 m  —  /?  :  il  y  a  donc  (2m  —  p)  normales 
dont  les  pieds  sont  sur  la  conique  (2)  (*). 

Cette   conique  passe  par  l'origine  O  et  par  le  point 

P  (x.,  -)  0  î  son  centre,  qui  a  pour  coordonnées  —•>  ---,  est 

22 

au  milieu  de  la  droite  OP. 

On  peut  résumer  les  propriétés  précédentes  dans 
l'énoncé  suivant. 

Si  l'on  considère  les  courbes  du  genre  parabolique  dé- 
finies par  l'équation  j'" — ma xJ' ^=  o ^  o\x  m  représente 
un  nombre  entier  positif  plus  grand  que/7,  et  «un  para- 
mètre variable  :  d'un  point  quelconque  P  donné  sur  le 
plan  de  ces  courbes,  on  peut  mener  seulement  à  chacune 
d'elles  im  —  p  normales,  et  les  pieds  de  toutes  ces  nor- 
males sont  situés  sur  une  même  conique  invariable  qui 
passe  par  le  point  P  et  par  l'origine  O  des  coordonnées  : 
cette  conique  a  son  centre  au  milieu  de  la  droite  OP, 
et  ses  axes  sont  parallèles  aux  axes  des  coordonnées. 

Note  du  Rédacteur.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.Moret- 
Blanc,  Gambey,  Louis  Goulin,  élève  en  Mathématiques  élémentaires  au 
lycée  du  Havre;  B.  Launoy,  maître  auxiliaire  au  lycée  de  Lille. 

symétriques  par  rapport  au  point  O,  puisqu'une  droite  ne  peut  avoir 
que  deux  points  communs  avec  une  courbe  du  second  degré. 

Il  est  aussi  à  remarquer  que  l'origine  O  des  coordonnées  ne  pont  être 
le  pied  d'une  normale  menée  du  point  P  que  dans  le  cas  particulier  où 
le  point  P  est  situé  sur  l'axe  des  x,  ce  qui  n'est  pas  supposé.       (G.). 

(*)  Les  racines  de  l'équation  (4  ),  réelles  ou  imaginaires,  correspondent 
aux  points  communs  aux  courbes  (i)  et  (2),  dillVrents  de  l'origine. 
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M.  Moret-Blanc  remarque  que  toutes  les  courbes  obtenues  en  faisant 
varier  le  paramètre  a  dans  l'équation  (i)  sont  homothéliques,  et  qu'il 
en  est  de  même  des  coniques  (2)  quand  on  fait  varier  la  position  du 
point  P. 

Quant  aux  conséquences  immédiates  et  remarquables  de  ce  que  l'équa- 
tion (•j'i  est  indépendante  du  paramètre  a,  M.  Moret-Blanc  indique  les 
suivantes,  en  désignant  par  A  les  courbes  (1)  et  par  B  les  coniques  (2)  : 

1°  Chaque  conique  B  rencontre  toutes  les  courbes  A  en  des  points 
tels  que  les  normales  aux  courbes  A  en  ces  points  vont  concourir  au 
point  P  diamétralement  opposé  au  point  O. 

1^  Réciproquement,  toute  corde  d'une  conique  B  issue  du  point  P  est 
normale  à  celle  des  courbes  A  qui  passe  par  son  autre  extrémité. 

2^  Par  un  point  quelconque  M  du  plan  passent  une  seule  courbe  A,  et 
une  infinité  de  coniques  B;  toutes  ces  coniques  ont  leurs  points  diamé- 
tralement opposés  au  point  O  sur  la  normale  en  M  à  la  courbe  A,  qui 
passe  par  ce  point,  et  leurs  centres  sur  une  droite  parallèle  à  cette  nor- 
male. 

4°  La  conique  B,  qui  a  pour  diamètre  OM,  coupe  orthogonalement  la 
courbe  A  qui  passe  par  le  point  M,  et  le  diamètre  conjugué  de  OM  est 
le  lieu  des  centres  des  coniques  B  qui  passent  par  le  point  M. 

5°  Par  un  point  quelconque  M  du  plan  passent  une  courbe  A  et  une 
conique  B  qui  se  touchent  en  ce  point;  car  une  tangente  et  son  point  de 
contact  donnent,  pour  déterminer  les  paramètres  variables  de  la  conique, 
deux  équations  du  premier  degré  en  x^^y\. 

6°  Il  en  résulte  que  chaque  courbe  A  enveloppe  une  série  de  co- 
niques B. 

70  D'un  point  P,  pris  sur  une  conique,  on  peut  lui  mener  une,  deux  ou 
trois  normales  récllos,  outre  celle  qui  est  normale  en  P  :  donc  chaque 
conique  B  touche  une^  deux  ou  trois  courbes  A. 


Question  1134 

(  voir  mémo  lomo  ,  p.   iCo  ) 

Solution  kt  généralisation  ; 

Par  m.  LAISANT, 

Capitaine  du  Génie,  à  Bastia. 

Oji  a  identiquement 
I 


I                I 

1                             1 

I 

.H 

in 

I 

M  ■                 ^    H-  .  . 

«  -f-  2        n  ->r  6 
I        I        I 

234 

=  I 

(Catalan.) 


Soit,  en  général,  une  suite  de  quantités  aj,  a^^  «a,.--? 
telles  que 

(l)  «/,x=   f^tix-, 

p  et  b  étant  deux  constantes  :  cherclions  à  évaluer  la 
somme 

..H =S. 


On  a  évidemment 

Sr=(  —  +  —  -1-.  ..+  —)  —  (—  H-  —  -!-...-{-  —  j? 

ou,  en  ayant  égard  à  Fégalité  supposée  <^px=^  ^«^x? 

/il  i  \       (  b         b  b\ 

égalité  qui  peut  s'écrire 

^        /  I         I  I  I  —  ^ 

S  r= \ h..  .H 1 


«I         (Il                    np-\            cip 
(2)        ^  4-    ( h...  H H •)+... 

(^p  +  \  ^2p  —  \  (i'p 


[  I  l-b\ 

[■ h. ..H . 

\(^(n—\)p-Jr\  (^np      J 


Si  l'on  prend   pour  a^^  a^^...  la  suite  naturelle  des 
nombres  entiers,  on  satisfait  à  la  relation  (i),  en  posant 

p^=:  1      et      b  z=z  2f 

d'où 

i-b=-i. 

L'équation  (p.)  devient  alors 

^       I        1        I        I  î  1 

s  = h-  —  -7^-...-f- 


I        2        3        4  '-^^  —  ^         ^^ 
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OU 


II  I 


/z-f-i         n  -\-  1        «  +  3  in 

III  I  I 

=  1 h^  —  7-f-...H , 

2^4  2/2  —  I         in 

ce  qui  est  l'égalité  qu'il  s'agissait  d'établir. 

On  aurait  de  môme,  en  faisant  /;  =  3  et  Z>  =  3, 

III  I 


n-\-  i         n  -\~  1        /2-f-3  m 

I  I  2\  /  I  I  2 

I  I  2 


3/2   —  2  3/2  —  I  3/2 


En  prenant  pour  «i,  «a,.-*  la  suite  des  carrés  i^,  2^,..., 
la  relation  (i)  donne  pourp  =  2,  Z)=:4î  car  (2x)"=  4^^^ 


(n-\-iy        (/2  +  2)'  (2/2)^ 

Enfin  on  aurait  aussi 


(/2  -i-  l)^  (/2   H-  2/  (2/2)3 

=\'~8)"^iï^~64)'^---"^L{2«-.)'""(ï:;o^J" 

Nous  nous  bornons  à  ce  petit  nombre  d'exemples. 

Note.  —  La  question  1134  a  été  résolue  par  MM.  Morol  ;  de  Yirieu, 
professeur  à  Lyon;  lk)ur[;uct;  Gamhoy;  Louis  Gouliu,  élève  de  Mathé- 
matiques élémentaires  au  lycée  du  Havre  ;  H.  Lemelle,  élève  en  Mathé- 
matiques spéciales  au  lycée  de  Poitiers;  C.  B.  de  Gund  (Bel[;ique); 
P.  S.  de  Cherbourg;;  1\.  Delafon,  élève  du  lycée  de  Brest;  J.  IMarquet, 
professeur  au  Mans;  Emile  Picard,  olèvc  en  ftlathématiques  spéciales  au 
lycée  Henri  IV,  classe  de  M.  Lemonnior. 


(  398  ) 
IICEXCE;  FACULTÉ  DE  PAKIS,  1872. 


Etant  donnés  un  cône  circulaire  droit  dont  l'axe  est 
vertical  et  dirigé  de  haut  en  bas  et  une  poulie  homogène 
de  masse  et  de  rayon  connus,  situés  dans  un  plan  méri- 
dien du  cône  et  tournant  autour  d'un  axe  perpendicu- 
laire à  ce  plan,  un  fil  flexible  et  inextensible  est  enroulé 
sur  la  poulie;  un  des  brins  du  fil  passe  dans  une  ouver- 
ture infiniment  petite,  pratiquée  au  sommet  du  cône,  et, 
à  son  extrémité  est  attaché  un  poids  pesant  de  masse  m 
assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  la  surface  du  cône; 
l'autre  brin  descend  suivant  la  verticale  et  porte  à  son 
extrémité  un  point  pesant  de  masse  m' ,  Trouver  le  mou- 
vement de  ce  système,  en  supposant  que  la  vitesse  ini- 
tiale du  point  m  soit  horizontale  et  celle  du  point  m' 
nulle.  On  néglige  le  poids  du  fil. 


COXCOIRS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  MYALE  (AXAÉE  1874). 


Co nip ositio n  mathématiq u e . 

1°  Calculer  la  valeur  de  l'arc  x,  dans  l'expression 

sinj:  =  sin  (5o°  12')  X  cos  (2°5^3o"  )  -\-  cos(5o°  12'} 
Xsin(2o5'3o'')  x  cos(  66°  29' 3o"). 

2*^  Dans  un  triangle  rectiligne,  on  connaît  les  deux 


côtés 


û  ==8645,75 

b  ■=:  5273  ,87 

et  l'angle  compris 

C~  ioi''i9'47''. 

Déterminer  les  angles  A,  B  et  le  côté  C. 


(  i99  ) 

3°  Dans  un  plan  passant  par  la  ligne  de  terre,  incliné 
de  3o  degrés  sur  le  plan  horizontal,  on  construit  un  rec- 
tangle dont  les  côtés  ont  une  longueur  de  8  et  lo  centi- 
mètres ;  un  des  grands  côtés  étant  placé  sur  la  ligne  de 
terre,  on  imagine  deux  sphères  ayant  pour  diamètre  les 
deux  grands  côtés  du  rectangle,  et  l'on  demande  les  traces 
du  plan  du  petit  cercle,  intersection  de  ces  deux  sphères, 
et  sa  projection  horizontale. 

Les  candidats  donneront  des  explications  très-courtes. 


Ql]ESTiOi\S. 


H48.  1°  Soient  O  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  un 
triangle  ABC  5  H  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  ^  I  le 
centre  du  cercle  inscrit  j  R  le  rayon  du  cercle  circon- 
scrit à  ABC,  on  a 

—2  /'         ^  .    A   .    B   .    C 

01  =  RM  I  —  osm  —  sin  -  sm  - 


,/'         ^  .    A    .    B   .    C\ 

I  —  osm  —  sin  -  sm  - 
\  222/ 


OH^  — R^(i  —  ScosAcosBcosC), 

/^  .     A    .      B    .     C 
IH^:==  à^K^    osm^  -  sm^  —  sm^  -  —  cosAcosBcosC). 
\  2  2  2  ^ 

2*^  Si  r  est  le  rayon  du  cercle  inscrit  au  triangle  ABC, 
et  R'  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par 
les  tangentes  en  A,  B,  C,  on  a 

OP  rr:  R- —  2R7-     (relation  connue), 

0H^r:=R2-~2— \         +  -.    ;^ 

■\-     R' 
R3 

(L.  Painvin.) 

11-49.  Trois  points  /,  nij  n  étant  pris  sur  une  conique, 
on  construit  par  rapport  à  un  point  (juelconcjue  /  les 


(  4oo  ) 
cercles  adjoints  aux  trois  systèmes  de  droites  /m,  In  \  nil^ 
niti'^  nl^  mil  (*),  ainsi  que  le  cercle  orthogonal  à  ces 
trois  cercles.  Si  l'on  désigne  par  a,  (3  les  demi-axes  prin- 
cipaux de  la  conique,  par  ^  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point^  sur  sa  polaire, 

I  I     If     f  TZg\ 

71  „,  TTy- étant  les  puissances  des  points  g^  /^par  rapport  au 
cercle  orthogonal,  ly- l'indice  du  point /^par  rapport  à  la 
conique. 

Examen  du  cas  où  le  pointy  coïncide  avec  le  centre  de 
la  conique.  (H.  Faure.) 

IloO.  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  d'un  point  fixe  aux  hyperboles  équilatères 
tangentes  aux  trois  côtés  d'un  triangle  donné. 

(A.  ROUSSET.) 

1151.  Deux  sommets  A,  B  d'un  triangle  ABC  sont 
supposés  fixes;  le  troisième  sommet  C  se  déplace  dans  le 
plan  du  triangle,  de  façon  que  le  pied  de  la  bissectrice  de 
l'angle  A  décrit  une  droite  donnée;  trouver  le  lieu  géomé- 
trique du  sommet  C.  (Harkema.) 

1152.  Deux  surfaces  gauches  données  Si  et  Sg  ont  une 
génératrice  commune  A.  Déterminer  leurs  points  de  con- 
tact sur  A. 

Si  restant  fixe,  on  donne  à  S2  un  double  mouvement 
de  translation  parallèlement  à  A  et  de  rotation  autour 
de  celte  droite  :  quelle  sera  la  position  des  points  de  con- 
tact au  bout  d'un  temps  donné  Û        (Ed.  Dew^ulf.) 

(*)  Pour  la  définition  du  cercle  adjoint,  ^oir  2^  série,  t.  XI,  p.  [\!\\. 


t  4oi  ) 

DES  CAS  01]  l'01\  PEUT  UÉSOUDUE  L  ÉQIATIOX  M  SECOND 
DEGRÉ  PAR  APPROXIMATIONS  SUCCESSIVES  5 

Par  m.  a.   de  SAINÏ-GERMAIN. 


La  résolution  de  l'équation  ax^  -i- hx-hc  =- o^  par 
approximations  successives,  n'est  avantageuse  que  si  a  est 
très-petit;  mais  on  peut  cherclier  dans  quelles  limites  la 
méthode  peut  s'appliquer,  c'est-à-dire  donner  des  valeurs 
tendant  indéfiniment  vers  une  des  racines  de  l'équation. 
Quand  a  et  c  sont  de  même  signe,  la  question  est  facile  : 

on  démontre  d'iiabitude  que  l'erreur  commise  après  la 

.  .  r   l  A  nc\'"- 

jj^ieme  approximatiou  est  <^  -  (  -^-  ]    •   La  méthode  est 

donc  applicable  si  4«c  <<  Z?%  et  cette  condition  suffisante 
est  nécessaire;  car,  si  elle  n'est  pas  satisfaite,  x  est 
imaginaire,  et  ne  saurait  être  la  limite  d'une  suite  de 
valeurs  évidemment  réelles. 

Considérons  le  cas  où  l'équation  a  la  forme 

{p  (a:)  r--  ax^  -\-  bx —  cz=zo. 

Lesvaleurs  Xj,  Xg,  X3,..., obtenues  par  un  procédébien 
connu  sont  tour  à  tour  supérieures  et  inférieures  à  x, 
X  désignant  à  l'avenir  la  racine  positive  de  l'équation  ; 
on  sait  même  qu'en  écartant  le  cas  où  .r^  serait  négatif, 
ce  qui  entraînerait  «c>Z>%  Xi,  T3,  a- •;,...  vont  en  dimi- 
nuant, et  X2,  X4,...  en  croissant,  de  sorte  que  ces  deux 
séries  de  nombres  se  rapprochent  constamment  de  x\ 
mais  il  faut  qu'elles  s'en  approchent  iiuléliiiiment.  Je  dé- 
signe par  Sj,  £2?  Sav^^'s  valeurs  absolues  dos  erreurs  cor- 
respondant aux  approximations  successives,  et  j'écris  la 
relation  connue 

Ann.  de  Mathcm.,  l.  Xllt,  2^'  sorie.  (Soptoml.ro  187  |.)       ^G 


(   4os>.    ) 


0.(lC. 


cablo  si  —  <C  j-  Ici  celte  condition  n'est  plus  nécessaire; 


On  en  conclut  £,„^,  <^  (  -  -  j    Sj  ^  la  motliode  est  appli- 

(H 

T' 

mais  il  est  clair  que  les  erreurs   ne   tendront   pas    vers 
zéro  quand  x  sera  >* Supposons,  en  efî'et,  que  x 

soit    >  — -et  que  £,„  tenue  vers  zéro;  x,„  se  rapprochera 
la         ^  ^  ^ 

déplus  en  plus  de  :r,  et  x-^-  x,^  deviendra,  à  partir  d'une 
valeur  suffisante  de  in^  \>  -\  alors  £,„  +  i  sera      -  £,„:  les 

nombres  e,„,  £,„^i,...  allant  en  croissant  ne  tendent  pas  vers 
zéro,  ce  qui  est  en  contradiction  avec  l'hypothèse.  D'ail- 

leurs,  la  condition  x    >  —  revient  a 

— ^        -C    G        OU         -r-  >  T  • 


T      ,.  .  .  ^   b  ac  ^3     , 

Je  dis  maintenant  que,  si  .r  est  j:  — ?  ou  y-  ::  -75  les  er- 

reurs  successives  tendent  vers  zéro.  Dans  1  équation  (i), 
je  fais  tour  à  tour  m=-z  2«,  et  m:^  2/7  — i,  et  je  remplace 

X2n  par  X  —  ^2/0  «^2/!— 3  par.x-j-  Sg^—i  • 

£2n    ^^^^    7    \  2  -^  -4-  £v«  —  I  )   £j;i  —  1     y      )  • 


^        1»    .     ''^         ^ 
(*■)    CeUe    formule    montre   que    si   x  =  — »  d  ou    --;•  =  -,    on    a 

^itt  ^  ^ï«-i  >  sloi's  les  termes  de  l'angs  pairs  de  la  suite  e,,Î5,c3,.--  surpassent 
ceux  qui  lesprécèdent  immédiatement.  Pour  que  les  termes  de  cette  suite 
aient  des   valeurs  constamment  décroissantes,  à  partir  du  second  e,,  il 

faut  qu'on  ait  —  <  2  —  v^2  (i""®  série,  t.  XVI,  p.  4^6);  mais  cette  con- 
Jition  n'est  pas  nécessaire  pour  que  les  termes  deviennent  moindres 
(jue  tout  nombre  donné.  (G.) 
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Eliminant  02,,,  on  trouve 


inx 

'2H+I  —  TT    14"*       v~  -^-^    \    I        •   — j I  Zin  — 


(')  j  4^-., 


^  -  ^2.-^ 


o-  I'  /   .    '  h      ac         o  ,     •        , 

01 1  on  a  précisément  a:  =  —  ,  -—  zz=:  -,  cette  relation  de- 

*^  la       0^         [\ 

vient 


a-^ 


3 
1  —  2  T-  £  —  T-  £  ^         1  £•>«- 


On  nepeut  supposer  que  lesiiombres  (le  la  suite  £,,£3,..., 
£2r+i  restent  au-dessus  d'un  nombre  fini,  car  alors  -^^"^ 

£;« — I 

étant  moindre  qu'un  nombre  <^i,  les  erreurs  considérées 
décroîtraient  plus  vite  que  les  termes  d'une  progression 
décroissante,  et  tendraient  vers  zéro,  ce  qui  renverse 
l'hypothèse  :  donc  £2/1  +  1  a  pour  limite  zéro,  et  il  en  est 
par  suite  de  même  pour  £2„. 

r\        ^  b         ac        '6    -,  ~        . 

(^uand  X  est  <<  —  ou  -j-  <^j->\es  approximations  suc- 
cessives doivent,  a  fortiori^  converger  vers  x-^  mais  la 

ac 
formule  (2)  le  prouve  rigoureusement.  Comme  —  est 

-'^  I,  nous  sommes  sûr  que  x^^  X3,...  décroissent  con- 
stamment, ainsi  que  e^,  £3,...;  on  aura  donc  Son-i     -  ^^\i 

9  étant  <^  i .  Posons  x  =  —    (  i  —  h)  ^  on  a 
a.r'^        b[\  —  //) 

Substituons  dans  (2),  et  représentons  par  —  A^(i  —  //)  ' 
la  somme  des  deux  derniers  termes  de  la  parenthèse,  il 
vient 

Ê2„+,  mr  (  I  —  //  )  -      1  -1-  --  (  I  -  -   /i  )  -      /■•      £,„_,  . 

26. 


ia  ' 

/  ' 

2 

—  î           £2«— 1  - 

--    8(,- 

4^' 
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La  parenthèse  est  moindre  que  (i-i-h)-,  donc 

£î„-4-,  -<(  I  —/l^ySv.-i'y 

les  erreurs  décroissent  plus  vite  que  les  termes  d'une 
progression  dont  la  raison   serait  (i — h^Y'-,  la  méthode 

des  approximations  sera  donc  applicable,  sinon  rapide, 

ac  .  3 

tant  que    -  sera  _:  -7  • 
^       6'  4 


QlELQllES  TllÉORÈnES  DE  GÉOMÉTRIE,  v^ 

suivis  d'une  Élude  géométrique  des  propriétés  de  la  slroplioïde -, 
Par  m.  L.  MALEYX. 


Thkobème  I.  —  Deux  cercles  étant  tangejits  en  M 
[fîg'  1),  on  les  coupe  par  une  sécante  quelconque  qui 


les  rencontre  en  A,  B,  C,  D5  par  ces  points,  on  mène 
des  tangentes  aux  cercles  sur  lesquels  ils  se  trouvent; 
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les  tangentes  à  deux  cercles  différents  se  coupent  en 
quatre  points  P,  Q,  R,  S.  On  ]oint  le  point  de  contact  M 
des  deux  cercles  au  point  de  contact  A  de  Vune  des 
tangentes,  et  aux  points  de  rencontre  de  cette  droite 
av^ec  les  deux  tangentes  à  Vautre  cercle^  P  et  Q,  La 
première  de  ces  droites  MA  divise  en  deux  parties  égales 
r  angle  des  deux  autres. 

Les  deux  triangles  PAB,  ACQ  ont  l'angle  B  égal  à 
l'angle  C,  les  angles  en  A  supplémentaires;  les  côtés 
opposés  à  l'angle  égal  et  à  l'angle  supplémentaire  sont 
proportionnels;  donc 

PA       QA 
PB  ^    Qc' 


Élevant  au  carré 

PA         QA 

PB         QC 

ou,  d'après  un 

théorème  connu, 

PE  X  PM  _  QF  X  QM 

Simplifiant 

PG  X  PM  ~  QH  X  QM 
PE        QF 

on  en  déduit 

PG  ~~  QH' 

PE        QF 

EG  ""FH 

Mais  le  point  M  étant  centre  de  similitude  des  deux  cer- 
cles, on  a  la  proportion 


ME  _  MF 
ËG  ""  Pli 


Comparant  celte  égalité  avec  la  précédente,  on  en  conclul 


PE  _  QF 
MË    ~  MF 
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La  droite  EF  est  donc  parallèle  à  PQ-  il  en  résulte 
que  l'arc  EA  ~  AF,  et  que  l'angle  PMA  =^  AMQ. 

G.    Q.   F.  D. 

Remarque.  —  Les  deux  triangles  ACQ,  BDR  sont 
semblables  :  leurs  angles  en  A  et  en  D  sont  égaux,  comme 
ayant  même  mesure^  il  en  est  de  même  de  leurs  angles  en 
B  et  C;  il  en  résulte  que  leurs  angles  en  R  et  Q  sont 
égaux,  et  qu'en  conséquence  le  quadrilatère  PQRS  est 
inscriptible.  Nous  avons  vu,  dans  la  démonstration  du 
théorème  précédent,  qu'on  a  les  proportions 


PA 

QA 

SD 

RD 

PB 

~QC' 

se  " 

RB 

mais, 

à  cause 

de  la 

simili  tu 

ide  des 

deu 

BDR, 

on  a 

QA 
QG 

RD 
RB 

Il  en  résulte  que  les  quatre  points  P,  Q,  R,  S  appar- 
tiennent au  lieu  géométiique  des  points  d'où  l'on  peut 
mener  aux  deux  cercles  deux  tangentes  dans  un  même 

PA 

rapport  -~;  le  cercle  circonscrit  au  quadrilatère  PQRS 

a  donc,  d'après  un  théorème  connu,  même  axe  radical 
que  les  deux  premiers,  et,  en  conséquence,  leur  est  tan- 
gent en  M. 

Théorème  IL  —  Le  lieu  géométrique  des  foyers  des 
paraboles  tangentes  à  la  droite  AB  en  B  [fig-  2)  et  à  la 
droite  AC  en  u/i  point  indéterminé  est  la  circonférence 
tangente  à  AC  en  A  et  passant  par  le  point  B. 

En  effet,  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes  aux 
droites  AB,  AC,  BD  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABD  5  si,  A  et  B  restant  fixes,  AD  décroit  indéfiniment, 
ce  cercle  a  pour  limite  le  lieu  cherché^  car  alors  le  point 
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de  contact  de  la  parabole  variable  avec  AB  a  pour  posi- 
tion limite  B.  Or  la  limite  du  cercle  circonscrit  à  ABD 


F\7.'    2. 


est  le  cercle  tangent  à  AC  en  A  et  passant  par  le  point  B, 
ce  qui  justifie  l'énoncé. 

Corollaire  1.  —  Le  foyer  F  de  la  parabole  tangente 
à  AB  et  AC,  en  B  et  C  respectivement,  est  le  second  point 
commun  de  deux  cercles,  le  premier  langent  à  AC  en  A 
et  passant  parB,  le  second  tangent  à  AB  en  A  et  passant 
par  C. 

Corollaire  H.  —  Les  triangles  AFB,  AFC  sont  sem- 
blables, car  les  angles  ACF,  BAF'sont  égaux  comme  ayant 
même  mesure,  et  il  en  est  de  même  des  angles  C  AF,  ABF^ 
donc  leurs  cotés  bomologues  sont  proportionnels  : 

AC        CF        AF 
AB        AF"    BF' 

d'où,  en  particulier, 

Af'      CFx  BF. 

Le  carré  de  la  droite  qui  unit  le  point  de  concours  de 
deux  tangentes  à  une  parabole  au  foyer  est  égal  au  pro- 
duit des  rayons  vecteurs  allant  du  foyer  aux  points  do 
contact. 

Le  carré  du  premier  rapport  est  égal  au  produit  des 
deux  derniers;  d'où 

CF 
BF 


2 

AC 


AB 
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Les  carrés  des  tangentes  menées  d'un  point  à  une  pa- 
rabole sont  proportionnels  anx  rayons  vecteurs  des  points 
de  contact. 

Corollaire  III.  —  Les  angles  AFB,  AFC  sont  égaux 
et  respectivement  supplémentaires  de  l'angle  BAC, donc 
les  segments  de  deux  tangentes  menées  d'un  point  à  une 
parabole,  et  comptés  entre  leur  point  commun  etles  points 
de  contact,  sont  vus  du  foyer  sous  un  même  angle  sup- 
plémentaire de  l'angle  des  tangentes. 

Théorème  IIL  —  Deux  courbes  polaires  réciproques 
par  rapport  à  un  cercle  sont  chacune  transformées  par 
rajons  ^vecteurs  réciproques  d'une  podaire  de  laulrey 
le  pôle  de  transformation  étant  le  centre  du  cercle  di- 
recteur, et  la  puissance  de  transformation  le  carré  de 
son  rayon. 

Soient  C  unecourbe  quelconque  (//^.  3),  AB  une  de  ses 
tangentes  en  un  point  quelconque  B-,  si  du  point  O,  fixe 


dans  le  plan  de  la  courbe  C,  nous  abaissons  une  perpen- 
diculaire sur  la  tangente  variable  AB,  le  lieu  du  point  P 
sera  une  podaire  de  la  courbe  C.  La  tangente  à  cette  po- 
daire en  P  sera  également  tangente  à  la  demi-circonférence 
décrite  sur  OB  comme  diamètre,  et  fera  avec  PO  l'angle 
TPO  égal  à  PBO.  Si,  maintenant,  nous  considérons  le 
point  O  comme  le  centre  d'un  cercle  directeur  dont  le 
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rayon  soit  R,  le  pôle  de  la  droite  AB,  par  rapport  à  ce 
cercle,  se    trouve   sur  la   perpendiculaire  OP    abaissée 
du  point  O  sur  AB,  et  en  un  point  Q  tel  qu'on  ait  l'éga- 
lité 

OPxOQ==R2; 

donc  le  lieu  du  pôle  de  la  tangente  AB  satisfait  à  la  con- 
dition de  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques 
conforme  à  l'énoncé.  LatangenteTQSaulieudu  point  Q, 
en  Q,  fait  avec  OQ  l'angle  OQS  égal  à  l'angle  TPO 
(d'après  les  propriétés  de  la  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques),  et,  en  conséquence,  à  l'angle 
PBO5  donc  le  quadrilatère  PBSQ  est  inscriptible,  son 
angle  en  S  est  droit,  et  l'on  a  les  égalités 

R2  =:  OP  X  OQ  r-  OS  X  OB. 

Le  point  B  est  donc  le  pôle  de  la  tangente  au  lieu  du 
point  Q,  en  G,  et  le  lieu  C  du  point  B  est  transformé  par 
rayons  vecteurs  réciproques  du  lieu  du  point  S,  qui  est 
une  podaire  de  celui  du  point  Q,  la  transformation  se 
faisant  conformément  à  l'énoncé. 

Remarque.  —  Les  rayons  dirigés  du  point  O  vers  les 
pôles  B,  Q  des  tangentes  QS,  AB,  qui  sont  leurs  polaires 
respectives,  font,  avec  ces  droites  BA,  QS,  des  angles 
égaux. 

Corollaire  I.  —  La  courbe  polaire  réciproque  d'une 
courbe  du  second  degré,  par  rapport  à  un  cercle  dont  le 
centre  est  l'un  de  ses  foyers,  est  un  cercle;  le  foyer  est 
situé  dans  l'intérieur  de  la  circonférence  transformée,  sur 
cette  ligne,  ou  extérieur,  suivant  que  la  courbe  du  second 
degré  est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole. 
Le  centre  de  cette  circonférence  est  toujours  situé  sur 
Taxe  focal  de  la  courbe. 

Corollaire  H .  —  La  transformée  par  rayons  vecteurs 
réciproques  d'une  courbe  du  second  degré,  en  prenant 
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le  foyer  pour  pôle,  est  un  limaçon  de  Pascal  dont  le  point 
double  est  au  Toyer,  et  réci[)roqueinent. 

Théorème  IV.  —  Si,  d'un  point,  extérieur  à  deux  pa- 
raboles hojuojocales,  on  uiène  deux  tangentes  à  chacune 
de  ces  courbes,  chacune  de  ces  tangentes  diyiseen  parties 
égales  l'un  des  angles  Jormé s  par  les  droites  qui  unis- 
sent son  point  de  contact  a^ec  les  points  de  contact  si- 
tués sur  la  parabole  oit  il  ne  se  trouve  pas. 

Soient  deux  paraboles  p,  p^  ayant  pour  foyer  commun 
le  point  F,  et  leurs  axes  en  coïncidence-,  menons-leur 
des  tangentes  d'un  point  P,  désignons  par  A  et  B  les  points 
de  contact  des  tangentes  à  la  parabole  />>,  et  par  Ai  et  Bi 
les  points  de  contact  des  tangentes  à  la  parabole  p^.  Unis- 
sons deux  à  deux  les  points  de  contact  pris  sur  des  para- 
boles différentes  par  les  droites  AA^,  ABi,  BAj,  BBi -,  il 
s'agit  de  démontrer  que  l'une  des  tangentes  PA,  par 
exemple,  divise  en  deux  parties  égales  l'un  des  angles 
formés  par  les  droites  AAj,  AB^. 

Formons  la  figure  polaire  réciproque  de  celle  que  nous 
venons  de  considérer  par  rapport  à  un  cercle  dont  le 
centre  soit  en  F  5  les  courbes  polaires  réciproques  des 
deux  paraboles  p^  p^  sont  deux  cercles  C,  Ci,  ayant  leurs 
centres  sur  l'axe  commun  des  deux  paraboles,  et  passant 
tous  les  deux  par  le  foyer  F  où  ils  sont  tangents  (Th.  III, 
Coroll.  /).  Les  quatre  tangentes  PA,  PB,  PAi,  PB,  ont 
leurs  pôles  respectifs  aux  points  d'intersection  a, (3,  a,,  |3i 
des  cercles  C  et  Ci  avec  la  polaire  tt  du  point  P.  Les  po- 
laires des  points  A,  B,  Ai,  Bi  sont  respectivement  les 
tangentes  au  cercle  C  en  a  et|3,  et  au  cercle  Ci  en  «i  et  (Bj. 
Nous  désignerons  le  pôle  de  la  droite  A  Ai,  intersection 
des  polaires  des  points  A  et  Aj,  par  X,  et  respectivement 
par  a,  v,  p  les  pôles  des  droites  ABj,  BAj,  BBi. 

a  est  le  point  de  contact  d'une  tangente  au  cercle  C; 
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A,  [X  sont  les  points  de  rencontre  de  cette  tangente  avec 
les  tangentes  au  cercle  Cj,  menées  en  a^  et  |3i*,  donc, 
d'après  le  théorème  I,  la  droite  Fa  est  bissectrice  de  l'un 
des  angles  formés  par  Fa^,  FjS^  5  donc  encore  PA,  per- 
pendiculaire à  Fa,  est  bissectrice  de  l'un  des  angles 
formés  par  AAi,BBi,  respectivement  perpendiculaires  à 

FiXi^  Fj3i.  C.    Q.   F.   D. 

Remarque,  —  Les  pôles  X,  |u.,  v,  p  des  droites  A  Ai,  ABi, 
BAi,  BBj  sont,  d'après  la  remarque  du  théorème  T,  situés 
sur  un  cercle  tangent  aux  cercles  C  et  Ci  en  F;  donc  ces 
quatre  droites  sont  tangentes  à  une  même  parabole  lio- 
mofocaleavec  les  paraboles^  et^j. 


Définition  de  la  strophoïrle  j  diverses  constructions 
par  points^  propriétés. 

On  donne  une  droite  illimitée  X'X  [fîg.^)^el  sur  cette 
droite  un  point  fixe  O,  on  donne  encore  un  point  exté- 


Pi^.^ 


rieur  F;  par  le  point  F,  on  mène  la  sécante  arbitraire  Fo) 
à  0X5  et,  à  partir  du  point  a),  on  porte  sur  cette  sécante. 
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dans  les  deux  sens,  la  longueur  Ow,  de  sorte  que 
Ow=:  wMi  =r(oM',  le  lieu  géométrique  des  points  M, 
M,  porte  le  nom  de  strophoïde.  On  peut  construire  la 
courbe  par  points,  en  prenanl  les  intersections  d'une 
sécante,  telle  que  Fw,  avec  un  cercle  décrit  de  w  comme 
centre  avec  Oco  comme  rayon.  Les  points  du  lieu  se  dé- 
terminent ainsi  par  couples  situés  sur  deux  rayons  rec- 
tangulaires issus  du  point  O^  les  deux  points  ainsi  obtenus 
sont  équidistantsde  la  droite  OX.Si  la  droite  Fw  se  rap- 
proche de  FO,  les  deux  points  M,  Mi  se  rapprochent  in- 
définiment du  point  O^  on  obtient  ainsi  deux  arcs  de 
courbe  se  coupant  en  O,  qui  se  trouve  ainsi  point  double 
du  lieu.  Les  rayons  rectangulaires  OM,  OMi,  constam- 
ment parallèles  aux  bissectrices  des  angles  FwX,  X^x)Mi, 
ont  pour  directionslimites  lesbissectrices  des  angles  FOX, 
XOT  :  ces  bissectrices  sont  les  tangentes  au  point  double. 
Si  le  point  Wi  s'éloigne  du  point  O  et  s'en  éloigne  indéfi- 
niment, l'un  des  points  vient  se  placer  sur  une  parallèle 
à  OX  menée  par  le  point  F,  à  sa  rencontre  avec  un  cercle 
dont  le  centre  est  à  l'infini  sur  OX,  pendant  que  sa  cir- 
conférence passe  en  O,  c'est-à-dire  à  sa  rencontre  avec  la 
perpendiculaire  à  OX  en  O  :  on  obtient  ainsi  le  point  P. 
Le  point  situé  avec  P  sur  une  sécante  passant  par  le 
point  F  s'éloigne  à  Tinfini  ^  mais,  comme  ces  deux  points 
sont  situés  de  part  et  d'autre  de  OX  et  en  sont  équidis- 
tants,  il  en  résulte  que  la  courbe  admet  pour  asymptote  la 
droite  Z'Z  parallèle  à  OX,  ei  située  à  la  même  distance  de 
cette  droite  que  le  point  F. 

On  voit  facilement  que  le  point  F  fait  partie  du  lieu, 
quand  le  point  o)  vient  se  placer  à  la  rencontre  de  OX 
avec  la  perpendiculaire  au  milieu  de  FO;  si  nous  dési- 
gnons ce  point  par  cOg,  FcOa  sera  tangente  à  la  stioplioïde 
en  F,  et  son  prolongement  coupera  la  courbe  sur  l'asym- 
ptote. On  voit  ainsi  que  toutes  les  droites  passant  en  F 
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coupent  la  courbe  en  trois  points.  Tels  sont  les  faits 
généraux  et  simples  qui  se  déduisent  de  cette  définition 
et  de  la  construction  qui  en  résulte-,  mais  nous  allons 
envisager  d'autres  constructions  conduisant  à  des  résul- 
tats nouveaux. 

Soient  toujours  (fig.  5)  X'X  la  droite  fixe,  O  le  point 
double,  F  le  point  extérieur  par  lequel  on  mène  les  sé- 
cantes. 


y.    p 


Décrivons  du  point  F  comme  centre  une  circonférence 
ayant  OF  pour  rayon,  nous  lui  donnerons  le  nom  de  cir- 
conférence de  construction  j  menons  encore  par  le  point 
F  la  droite  Y'Y  parallèle  à  X'X,  et  la  parallèle  équidis- 
tante  Z'Z  qui  sert  d'asymptote  à  la  strophoïde,  comme 
nous  l'avons  déjà  vu  et  comme  nous  le  verrons  encore  par 
d'autres  moyens.  Soit  W  un  point  du  lieu  situé  sur  le 
rayon  F w,  le  triangle  Ow IV  doit  être  isoscèle;  si  nous  pro- 
longeons  B'O  jusqu'à   sa  rencontre  en  Q  avec  Y'Y,  le 
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triangle  QFB'  doit  être  isoscèle  aussi  ^  donc  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  point  F  sur  la  base  QB',  et  dont  le 
pied  est  au  milieu  de  OB,  divise  QB'  en  deux  parties 
égales-,  il  en  résulte  que  BB'r-OQ,et,  comme  OQ  r=:OQi, 
BB'^^OQi  ^retranchant  la  partie  commune  BQi,  il  reste 
l'égalité 

OB=:Q,B\ 

Donc,  pour  obtenir  un  point  du  lieu,  il  suffit  de  mener 
par  le  point  double  une  sécante  commune  au  cercle  de 
construction  et  à  Tasymptole,  et  de  prolonger  la  sécante 
à  l'asymptote  d'une  longueur  égale  à  la  corde  interceptée 
dans  le  cercle,  cette  corde  étant  affectée  du  signe  -f-  ou 
du  signe  — ,  suivant  qu'elle  est  comptée  dans  le  sens  de 
la  sécante  à  l' asymptote  ou  en  sens  contraire. 

On  voit  facilement,  d'après  cette  construction,  qu  un 
point  de  la  strophoïde  et  le  point  du  cercle  de  construc- 
tion situé  avec  lui  sur  un  même  rayon  issu  du  point 
double  sont  placés  à  la  même  distance,  le  premier,  de 
la  droite  Z'Z,  le  second,  de  la  droite  X'X^  de  plus,  ils 
sont  toujours  placés  du  mèmecôté  par  rapport  à  ces  droites 
respectives. 

Il  en  résulte  immédiatement  que  Z'Z  est  asymptote; 
que  la  strophoïde  coupe  son  asymptote  au  point  G  où 
cette  ligne  est  coupée  par  la  tangente  au  cercle  de  con- 
struction en  O;  que,  comme  le  cercle  de  construction  ne 
peut  être  coupé  par  une  parallèle  à  X^X  en  plus  de  deux 
points,  il  en  est  de  même  de  la  strophoïde-,  que  les  points 
de  la  strophoïde  les  plus  écartés  de  l'asymptote  sont  situés 
sur  les  rayons  rectangulaires  joignant  le  point  O  aux  ex- 
trémités A,  C  du  diamètre  du  cercle  de  construction  per- 
pendiculaire à  X'X;  que,  comme  il  n'existe  sur  chaque 
rayon  issu  de  O  qu'un  seul  point  de  la  courbe,  et  que, 
comme,  d  après  la  première  construction,  il  existe  sur 
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deux  rayons  rectangulaires  issus  de  O  deux  points  de  la 
courbe  en  ligne  droite  avec  le  point  F,  les  points  A'  et  C, 
qui  sont  les  points  de  la  courbe  les  plus  éloignés  de  l'a- 
symptote, sont  en  ligne  droite  avec  le  point  F;  que  ces 
deux  points  équidistants  de  X'X  en  sont  à  une  distance 
égale  au  rayon  du  cercle  de  construction. 

Actuellement,  nous  donnerons  la  dénomination  de 
points  correspondants  de  la  strophoïde  à  deux  points  si- 
tués sur  deux  rayons  issus  du  point  double  O  et  égale- 
ment inclinés  sur  les  droites  OX,  OF,  ou  plutôt  sur  la 
bissectrice  de  leur  angle  ON  ^  B',  D'  sont  deux  points 
correspondants  :  les  points  B,  D  du  cercle  de  construc- 
tion, qui  ont  servi  à  la  construire,  sont  situés  sur  une 
corde  BD  perpendiculaire  à  Y' Y. 

La  corde  B^D'  qui  unit  deux  points  correspondants, 
et  la  corde  BD  qui  unit  les  deux  points  du  cercle  qui  ont 
servi  à  la  construire,  se  coupent  sur  le  diamètre  Y'Y. 

En  effet,  désignons  par  I  le  point  commun  des  droites 
BD,  B'D',  et  considérons  B'D'  comme  une  transversale 
au  triangle  BOD,  on  a 

OD'  X  DI  X  BB'  =  OB'  X  BI  X  DD'. 

Menons  BK  parallèle  à  DR,  on  voit  facilement   qu'on 
a  les  égalités 

OD'^-DR  n  BK, 
BB'  ^  OQ, 
OB'  r-t  BQ, 
DD'^OR. 

On  en  déduit,  par  substitution, 

BK  X  OQ  >    DI       BQ  X  OR  X  BI. 
Mais  les  deux  triangles  QBK,  QOR  sont  semblables,  puis- 
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que  OR  est  parallèle  à  l^K -,  on  en  déduit 

BR  _  BQ 
ÔR  "  Ôq' 
ou 

BKXOQ   -^BQX  OR. 

Comparant  cette  égalité  avecla  précédente,  on  en  déduit 

BI  rrz:  DI.  C    Q.    F«    D. 

Il  en  résulte  une  nouvelle  démonstration  de  ce  fait  que 
les  points  A',  F,  C  sont  en  ligne  droite. 

Prolongeons  OF  jusqu'au  point  diamétralement  op- 
posé Oi,  puis  unissons  lOj  :  cette  droite  est  perpendicu- 
laire à  IVD'. 

Pour  le  démontrer,  abaissons  Oa,  Oi[3,  B'y  perpendi- 
culaires sur  Y' Y;  il  suffit  d'établir  la  similitude  des 
triangles  rectangles  IB'y,  I0i|3,  ou  la  proportion 

I7    _  B'7 

orp~"ïf 

Mais  on  voit  facilement  que 

17=:.  aQ, 
0,,8~0a, 
B'7  z=r  20a  -t-  BH  --  Oa  -I-  BI, 
Ip  :zirIF  +  Fp=^  IF-i-Fa. 

Donc,  substituant,  il  suffit  de  montrer  que 

aQ       aO  4-  BI 
Ô^  "lF-1-  Fa' 

ou  encore,  comme  les  triangles  BOH,  OaQ  sont  sembla- 
bles, et  qu'en  conséquence 

aQ  _  OH  _  Fa—  IF 
Ôa  ~  BH  ~  bT^'O^  ' 
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que 

Fa— IF        Bl-f-Oa 


BI  — Oa        Fa-f-IF 
Or  cette  dernière  égalité  est  équivalente  à 


2  2  2         1 

Fa    -f-  Oa  r=.IF  +BI 


qui  est  satisfaite,  puisqu'elle  exprime  que  les  points  O,  B 
sont  équidistants  du  point  F.  La  proposition  est  ainsi 
établie. 

Il  en  résulte  que  les  cordes  de  la  stroplioïde,  qui  unis- 
sent deux  points  correspondants,  enveloppent  une  para- 
bole ayant  pour  foyer  Oi,  point  symétrique  du  point 
double  par  rapport  au  centre  du  cercle  de  construction, 
et  pour  directrice  la  droite  X'X. 

Il  en  résulte  encore  que  la  droite  OFOi  est  perpendi- 
culaire sur  A'C,  qui,  d'après  cela,  se  trouve  parallèle  à 
OG.  Désormais  nous  donnerons  aux  points  A'  et  C  la 
dénomination  de  points  correspondants  principaux. 

(  La  suite  prochainement.  ) 


SOLUTION  DE  \A  QUESTION  M  LICENCE  PROPOSÉE 
Ail  CONCOIRS  D'AGUÉGATION  DE   1873  ^ 

Par  m.  CROSNIER. 


Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  des  généra- 
trices  rectilignes  d'un  paraholoïde  hyperbolique  (juel- 
conque.  On  examinera  en  particulier  le  cas  où  le  pa- 
raholoïde est  équilatère. 

I.  Solution  géométrique.  —  Prenons  l'un  des  systèmes 
de  génératrices  et  le  plan  directeur  correspondant^  il  est 
évident  que  les  trajectoires  orthogonales  de  ce  système  se 

Aiui.  de  Mathcnuit.,  i*^  série,  t.  XIIl.  (Soptombro  ^'^~j'\-)       ^7 
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projettent  sur  le  plan  directeur  suivant  les  trajectoires 
orthogonales  des  projections   sur   ce  plan  des   généra- 
trices. 

Mais  on  sait  que  les  trajectoires  orthogonales  d'un  sys- 
tème de  droites  comprises  dans  un  même  plan  sont  les 
développantes  de  Tenveloppc  des  droites  du  système.  Or 
l'enveloppe  des  projections  des  génératrices  d'un  parabo- 
loïde  sur  le  plan  directeur  est  une  parabole  5  car,  si  A  et 
B  sont  les  traces  de  deux  directrices  sur  le  plan  en  ques- 
tion, la  projection  d'une  génératrice  intercepte  sur  les 
projections  des  directrices,  et  à  partir  des  points  A  et  B 
des  segments  proportionnels  5  elle  enveloppe,  par  suite, 
une  conique,  puisqu'elle  détermine  deux  divisions  ho- 
mographiques  sur  deux  droites;  la  conique  est  d'ailleurs 
une  parabole,  car  elle  est  tangente  à  la  droite  de  l'in- 
fini. 

Ainsi  les  projections  des  trajectoires  sont  des  déve- 
loppantes de  parabole. 

Cette  parabole  est  d'ailleurs  évidemment  la  projection 
de  la  ligne  de  striction  relative  au  système  de  génératrices 
que  nous  considérons. 

Si  le  paraboloïde  est  équilatère,  toutes  les  génératrices 
d'un  même  système  rencontrent  la  génératrice  de  l'autre 
système  qui  passe  au  sommet  de  la  surface  *,  cette  généra- 
trice étant  normale  au  plan  directeur,  les  projections 
des  génératrices  de  l'autre  système  sur  ce  plan  directeur 
passent  par  un  même  point,  et  les  trajectoires  orthogo- 
nales de  ces  projections  sont  des  cercles  ayant  le  point 
pour  centre  commun. 

II.  Solution  analytique.  —  Prenons  le  plan  directeur 
correspondant  au  système  de  génératrices  que  nous  con- 
sidérons pour  plan  des  xj^  l'axe  de  la  surface  pour  axe 
des  X,  et  la  génératrice  contenue  dans  le  plan  directeur 
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pour  axe  des  j^,  l'axe  des  z  étant  une  perpendiculaire  à 
ce  plan 5  l'équation  de  la  surface  sera 

(i)  z(Aj  H- Bz)  =0;. 

Les  génératrices  parallèles  au  plan  des  xy  ont  pour 
équations 

^    '  \  x  —  \{ky  -t-B).). 

Désignons  par  a,  j3,  y  les  angles  d'une  génératrice  avec 
les  axes  coordonnés.  Soient  (^îJT?  ^)  ^^  point  de  la  géné- 
ratrice, dx^  dy^  dz  les  accroissements  de  coordonnées 
relatifs  à  la  trajectoire  orthogonale  qui  passe  en  ce  point  ; 
on  a 

(3)  cos oidx -\- cos^ dy -\- cos'^dz  z=zo; 
mais 

-   par  suite 

COS7  =^  o» 

et  l'équation  se  réduit  à 

(4)  cosa<:/^  H- cosp<ijr  =  o. 

Cette  équation  n'est  pas  autre  chose  que  la  condition  à 
laquelle  doivent  satisfaire  les  trajectoires  des  projections 
des  génératrices  de  la  surface  sur  le  plan  directeur.  Or 

on  a 

cosa       cosfi        ,,   ,       ^  ^  , 

-r— r- = »       clou      Ald.r  -^- dv  =z  o. 

XA  I 

Eliminons  /  entre  cette  dernière  équation  et  l'équation 
de  la  projection  de  la  génératrice  sur  le  plan  des  xj,  et 
nous  avons 


dr        B  fd 


ay 


(5)  ••'"H-J         

dr         A'  \  dx 

pour  équation  diiTérentielle. 

27, 
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Supposons  en  premier  lieu  le  paraboloïde  équilatère, 

(1y 
on  a  B  =  G,  et  l'équalion  se  réduit  à  x  -^J-j-  =o,dont 

l'intégrale  est  x^  -\- y^  izzi.  c  ;  les  projections  des  trajectoires 
sur  le  plan  directeur  sont  donc  des  cercles  concentriques 
dont  le  sommet  est  le  centre. 

Revenons  au  cas  général,  et  posons,  pour  abréger, 

B  dy 

nous  avons  à  intégrer  l'équation 
(6)  x-\-py  —  ai)\ 

équation  du  genre 

que  l'on  intègre  en  différentiant;  on  a 


dp  dp 

ou  bien,  puisque 

dp  dp 

dx  dy 

on  a,  en  remplaçant, 

dp  dp 

(7)  '^-p''^pyTy^^"'''^/ 

Cette  équation  peut  s'écrire 

(8)  ^  H-r  -^  =  2«     P— 

^  '  dp     -^  l-^  p^  l  -hp' 

Elle  est  linéaire^  nous  avons  donc 

j—e-'S^^pfqcf^'^Pdp, 
en  posant 

p  —  .  .^ —      et     Q     -2û-^ 


I   i-  /?'  1  -h  p' 
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par  conséquent, 

et,  par  suite, 
et 

donc 


Ç(lei^'^Pdp  —  ia  {~=^ 


H-  c; 


or 


J  ^i-hp-^     J  s/i-^P' 


d'où 


ou 


2  \~çlÈ^=psii^p'-\o^[p  +  \i'i-^y). 

Remplaçons,  nous  avons 

ou  bien 

(9)     y  =  "P  +  -7=^  —  -^^^■-  log(/?  -h  v^i  +7^0- 
sji-t-  p^      V  I  +  >»' 

Si  maintenant,  entre  cette  équation  et  Téquation  (6), 
nous  éliminons  /^,  nous  aurons  l'équation  générale  des 
trajectoires  demandées. 
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Si  nous  faisons  a  =:  o^  nous  trouvons  les  équations  des 
cercles. 

Sur  l'équation  différentielle  (6),  nous  voyons  que  par 
chaque  point  du  plan  passent  deux  tangentes  qui  se  cou- 
pent en  ce  point  ;  car,  pour  tout  système  de  valeurs  de 

Jo^j,  nous  avons  deux  valeurs  de Ces  valeurs  sont 

réelles  si  l'on  a 

j--t-  4'^^>  o; 

elles  sont  égales  pour  ^^^  H-  4«^  =  o,  et  imaginaires  pour 
y^-h  4^x  <Co.  La  courbe  j^^  + 4«^  =  o  est  donc  une 
courbe  qui  sépare  les  points  du  plan  par  lesquels  passent 
des  trajectoires  réelles,  et  ceux  par  lesquels  il  n'en  passe 
pas.  C'est,  par  suite,  une  espèce  d'enveloppe  de  ces  tra- 
jectoires, mais  non  une  enveloppe  proprement  dite-,  car 
l'enveloppe  a  pour  coefficient  angulaire  de  la  tangente 

- — )  tandis  que  l'enveloppée  a  pour  coefficient  angulaire 

Y 

—  -,  les  deux  tangentes  sont  par  suite  à  angle  droit. 

On  aurait  pu  obtenir  une  autre  intégrale  à  la  place  de 
(9),  en  mettant  (6)  sous  la  forme 

P 

et  différentiant  :  le  résultat  n'est  pas  du  reste  plus  simple 
que  (9):  on  trouve 

(9')  ^  =  -T^^=r-^^^c[p  H-  v/n-/^')- 


^i  4- 


p' 


Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Gambey,  V.  Hioux 
et  Bourguet. 
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Solution  analytique  de  M.  BOURGUET. 

Je  prends  pour  axes  l'axe  de  la  surface  et  les  deux  géné- 
ratrices du  sommet-,  l'équation  de  la  surface  sera 

(i)  xjr  —  Vz; 

les  équations  d'une  génératrice  et  d'un  plan  perpendi- 
culaire à  cette  génératrice, 

F 

j  :=  A,     .r=-£,      Px -{- hz -h  PcosBy  z=z  o 

[9  est  l'angle  des  deux  génératrices  du  sommet).  L'élé- 
ment ds  de  la  trajectoire  perpendiculaire  à  la  génératrice 
devra  satisfaire  à  l'équation 

Vdx  -h  hdz  -\-  PcosôcÇx  '=■  o, 
ou 

(2)  P<^.r -f- jr/z -f- PcosGf/j  r=  o, 
ou,  en  éliminant/  entre  (i)  et  (2), 

(3)  .rr/x  4- zcfe -1-  P^COSÔ^  -  =  o, 

X 

et,  en  prenant  les  coordonnées  polaires, 

(4)  r[dz  —  Pco^^-^\—o, 

\  sin  w  y 

d'où 

r  =z  o     (sol.  singulière) 


et 

o 


r  =  ro-1-  PcosGlogtang-     (int.  générale). 


Les  trajectoires  se  projettent  suivant  des  limaçons  de 
7'=Pcoslog0tang-5  courbe  qui  a  la  forme  d'une  toupie, 


(  4^4  ) 

dont  la  pointe  infiniment  allongée  est  asymptote  à  l'axe 
de  la  surface.  Si  cos0  z=  o,  les  trajectoires  se  projettent 
ortlîogonalement  sur  le  plan  directeur  correspondant 
suivant  des  cercles  concentriques. 


sonnons  DE  OllESTÏONS 
PROPOSÉES  DA^'S  LES  NOIVELLES  ANAALES. 


Question  94 

(  voir  i"  série,  t.  IV,  p.  ?.Go  ) , 

Par   m.   h.  BROCARD. 
Discuter  complètement  la  surface  du  troisième  degré 
zr^ -f  B.rj  -h  Cx^ -i-  Dj  -h  Ex  +  F  —  o. 

(Terquem.) 


La   section  de  la  surface  par  un  plan  z  =  A  est  une 
coniaue 


par  un  p] 
[que  du  genre  ellipse  si    A[>-  .-,  ?  du  genre  hyper- 

bole  si  A  <r  7-^5  et  une  parabole  si  A  =  y--* 

4^  4c 

Transportons  la  surface  de  manière  que  le  plan  des  xy 
la  coupe  suivant  la  parabole  en  question;  son  équation 
deviendra 

B^\ 

7-     j^4-  B.rj  -I-  C^'H-  Dj  -h  Ej7-f-  r  =  o, 

4cy 

et  déplaçons  les  axes  O  x  et  Oj^,  de  manière  que  la  para- 
bole soit  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tangente  à  l'extré- 
mité. L'équation  de  la  surface  se  réduira  à 

2(Rx  +  jy-h  x'—  ipx=io. 

Sous  cette  forme,  plus  commode  pour  la  discussion,  on 
voit  : 
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1°  Que  les  plans  ^ -- -i- y  donnent  des  ellipses,  les 
plans  z  =^  —  y  des  hyperboles  \  la  parabole  j'^  =  ipx  est 
la  limite  commune  des  deux  séries  de  coniques.  Le  lieu 
des  centres  de  ces  coniques  est  l'hyperbole 

.-  p     ■^ 

"^-Jr-'-r' 

située  dans  le  plan  x  ^=  o-^ 

2°  Que  la  section  par  les  plans  x  =:  k  est  une  para- 
bole, et  par  les  plans  j  :=  K  une  courbe  du  troisième 

T 

degré  qui  admet  pour  asymptotes  les  droites  x  =^  —  :^g^ 

A* 
ir  r=r  o,  et  qui  coupe  Oj:  au  point 

Le  plan  z  =  o  est  asymptotique  à  la  surface. 

Celle-ci  peut  donc  être  regardée  comme  engendrée  par 
la  courbe  du  troisième  degré,  définie  par  les  deux  équa- 
tions 


^=^'  '=r^ 


ipx  —  A' 


,5 


et  qui  se  déplace  en  s'appuyant  sur  les  deux  paraboles 
fixes 

Zrzr  o,       y"^ —  ipx  =  O 


et 


y' 


Question  900 

(voir  -x'  série,  t.  VIII,  p.  45); 

Par    m.    B.    LAUNOY. 

Une  ellipse  donnée  se  meut  a  Vititêvicur  d\ine  pa- 
rabole fixe  donn  ée ,  de  nianière  à  toucher  cette  parabole 
en  deux  points.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  de 
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l'ellipse  mobile  et  Vens^eloppe  de  la  droite  qui  passe  par 

les  deux  points  de  contact. 

(Dauplay.) 

Les  deux  courbes  étant  doublement  tangentes,  le  pôle 
de  la  corde  de  contact  est  commun  aux  deux  coniques^  il 
en  est  de  même  du  diamètre  conjugué  de  cette  corde. 
Soit  alors  M  le  pôle  de  la  corde  de  contact  dans  une  des 
positions  de  l'ellipse,  O  le  centre  de  cette  ellipse,  et  S' le 
point  de  rencontre  de  MO  avec  la  parabole;  la  tangente 
en  S'  à  la  parabole  sera  parallèle  à  la  corde  de  contact. 

Cela  étant,  je  prendrai  d'abord  pour  axe  de  coordon- 
nées S'O  et  S'Y,  et,  si  je  désigne  par  a^  la  distance  S'O, 
les  équations  des  deux  coniques  seront 


j2  —  '2.p  X, 

[x  —  a,  V^         j 


a. 


't  h'i 


b'-' 


—  \=zo; 


comme  ces  deux  courbes  sont  doublement  tangentes, 
on  doit  pouvoir  déterminer  A  et  X,  de  manière  que  l'é- 
quation 

soit  identique  à  l'équation 

(.r  —  À)-  =r  O. 

11  faudra  alors  que  Ton  ait 

I         , 

-—  4-  /   ==  o 
b" 


et 


a'^  — =  — , 


'"'-^-^^    v^-' 


(  4^7  ) 
d'où 

(i)  x  =  \=         '^/ =  sl<^\-  a'\ 

et,  par  suite, 

OU 

(2)  p'a'-'z^  b''{b'^—  ip'oL,). 

Soit  (p  =  I  S'O  5  on  sait  qu'on  a 

p   =  —, (2/?  =  paramètre  de  la  parabole), 

et,  comme 

TS  r=  SP, 

S'P=:2SPtang^, 

d'où 

sinip        cos<p  T 


S'P        2SP 


-  î 


zh  v/s'pV4sp 

alors 

s^V4sp'          2/^SP-i-4Sp'  ,     CD 

p'  =P =r —  =P  ~     ^^gp =P  -^  ^SP. 

c'p  2.potr 

Soient  donc  a  et  (3  les  coordonnées  du  centre  de  l'el- 
lipse par  rapport  à  l'axe  de  la  parabole  et  à  la  tangente 
au  sommet  comme  axes,  on  a 

a  =rr  a,  -f-  SP, 
pr=rS'P  =  v/^XSP; 
alors 


d'où 
(3) 


SP  = 

—  a  —  a„ 

«t 

2/?  a  -  p2 
~          2/? 

(  4^8  ) 
et 

(4)  p'^p-^^l=Pl±^. 

p         p 

De  plus,  les  théorèmes  d'Apollonius  me  donnent  les 
relations 

[   a  b  sm(p  =  ab^ 
et  comme 

SP  _  p  p 


±v/s^V4^'^      ±\Ah-^     ±vV+P^' 


sm^ 


P 
il  vient 

(o)  - — -- — ^ — -  ^z^ah. 


Il  ne  reste  plus  qu'à  éliminer  a',  h\  p\  a^  entre  les 
équations  (2),  (3),  (4),  (5)  et  (6).  Je  commence  par 
éliminer  cil  et  h' \  pour  cela,  je  pose 

V/^+¥2r=7,        —  =A,       «2_^^2_j}2^ 

P 

d'où 

La  substitution  de  cette  valeur  dans  les  équations  (2) 
et  (5  )  donne 

b'^—  ip'oLyb"  —  p'-'K'f  —  o, 
^'4__.  B-^'^*  -h  A'^7^:-  o. 

L'élimination  de  b'^  entre  ces  deux  dernières  équations 
donnera 

(B'-2//a.)JA^7^[//==  +  (B^~2/^'a,)] 

—  A27'[B2(B^—  2/?'a,)  —  A^7^] 
—p"W[W[^'—  ip'u.,  )  —  B'f\\  —  o, 


(  4p-9  ) 

qui  donne  d'abord 

B^—  2yv''ai  =  o. 

En  égalant  à  zéro  la  grande  parenthèse,  on  obtient  une 
seconde  équation  ;  il  est  facile  de  voir  qu'elle  ne  convient 
pas  à  la  question,  car  elle  donne  une  courbe  qui  possède 
des  points  à  l'extérieur  de  la  parabole. 
Donc  l'équation  du  lieu  est 

B^ —  2/?' a,  =  o, 

ou,  en  remplaçant  B^,  /?',  a^  par  leurs  valeurs, 

(7)        {p'-^n  {^p^  -  ?')  =p'{^'  H-  ^^)- 

La  courbe  est  du  quatrième  ordre;  elle  est  symétrique 
par  rapport  à  l'axe  de  la  parabole,  et  ne  rencontre  cet 
axe  qu'en  uji  seul  point  donné  par 

La  courbe  ne  possède  pas  de  points  à  gauche  de  la  tan- 
gente en  a';  elle  a  des  branches  infinies  sans  asymptotes; 
ses  éléments  tendent,  comme  ceux  de  la  parabole,  à  de- 
venir parallèles  à  l'axe. 

Ejweloppe  de  la  corde  de  contact.  —  Soit  R  le  point 
où  la  corde  de  contact  rencontre  Ox\  on  a 

SR  =  TR  -  -  TS  =--  S' Q    -  SP  =  ^^ ïr,^— '  -  SP, 

„_         a,  i"^ -//«'=  P' 

SR  ^ -,- _-  . 

La  corde  de  contact  dont  le  coefiicient  angulaire  est 
lang*!»,  et  qui  passe  par  le  point  R,  aura  alors  pour  équa- 
tion 
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Dans  cette  équation,  on  connaît  oi^^p\  a',  h'  :  il  serait 
donc  possible  d'obtenir  l'enveloppe  de  cette  droite  par  la 
méthode  connue  ;  mais,  comme  les  calculs  seraient  trop 
compliqués,  je  vais  me  contenter  de  chercher  le  lieu  du 
point  M.  J'aurai  ainsi  une  courbe  qui  sera,  par  rapport 
à  la  parabole  donnée,  la  polaire  réciproque  de  la  courbe 
cherchée^  étant  donnée  l'une,  l'autre  s'obtient  facile- 
ment. 

Soient  X  et  y  les  coordonnées  du  pôle  M,  on  a, d'après 
une  propriété  connue  de  l'ellipse, 

OQ  X  OM  =  a'\ 


Or 

.-5 


OQ  =  OS'  -  S'Q  =.  «,  -  t-^^"-^'"")  ==  t"' 


OM  ^  OS'  -I-  S'M  ==  a,  -h  SP  —  X  =  a  —  J7, 

d'où 

OQ  X  OM  =  ^-^  [o,  —  x)  —  a'\ 
ou 

(6)  p'[0L  —  .T)^h''. 

Or,  d'après  l'équation  (2), 
et,  à  cause  de  (6), 

a'-  =  (a  —  .x]  (a  —  x  —  2 a,  ); 
donc 

a'^-h  b'^  z={y.  —  oc)  {0:  —  X  —  la.,)  -{-  p'{cc  —  .v), 

et,  par  suite, 

a^  ■+-  b-  =  { a  —  .r)  (a  —  x  —  2a,  -h  /p'  ); 
mais 

'~       P  P  ~~  P 

p{a'-h  b')  =  {cr.  _A.)[2fi2  — />[a  -f- jt)], 
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et  comme  (3  :==  )^, 

Il  ne  reste  plus  qu'à  éliminer  a  entre  cette  dernière 
équation  et  l'équation  du  lieu  des  centres^  de  cette  der- 
nière on  tire 

Substituant  cette  valeur  dans  Féqualion  (7),  on  trouve, 
après  réduction, 

\  -\-ip^[a'-h  fP)  {p^-^y^)j^—  p^{a'-^  b^Y=Oy 

qui  est  le  lieu  du  point  M. 


Question  904 

(voir  ?-•  série,  t.  VIII,  p.  46); 

Par  m.  MORET-BLANC. 

Etant  donné  un  faisceau  de  surfaces  du  second  de- 
gré ayant  même  intersection,  si  y  par  un  point  A  pris 
sur  une  de  ces  surfaces,  on  mené  une  section  plane  à 
cette  surface,  et  les  demi-diamètres  des  autres  surfaces 
parallèles  à  la  tangente  à  la  section  au  point  A,  ainsi 
que  les  plans  polaires  de  ce  point  par  rapport  à  ces 
surfaces  ;  si  l'on  prend,  à  partir  du  point  A  et  dans  la 
direction  des  normales  à  ces  plans  polaires^  des  troi- 
sièmes proportionnelles  aux  demi-diamètres  et  aux  dis- 
tances correspondantes  des  plans  polaires  aux  centres 
de  ces  sw faces,  les  extrémités  de  ces  droites  et  le  centre 
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de  courbure  de  la  section  Jaite  dans  la  première  surface 
sont  en  ligne  droite.  (L'abbé  Aoust.) 

Soient 

i  S  =  A(a:-  a)'+A'(7  — îî)'-f- A''(2;-7)2 
(i)  -l-2B(j-p)(z-7)-t-2B'(.r-.  a)(z-7) 


S.  ^  A,  {ce  --  a.)2  -\-  A',  (j  -  p,)^-l-  A';  [z  -  y,  y 

(2)  j  -|-2B.(j-p.)(z-v.)-^2B'.(a:-aO(z-7.)  • 

(  H-2B",(j:  — a,){3— J,)—  I  irro 

les  équations  de  deux  surfaces  du  second  degré,  et 

(3)  Sj^^S  — AS.  =  o 

celle  d'une  troisième  surface  quelconque  du  second  de- 
gré passant  par  l'intersection  des  deux  premières. 

Les  équations  des  plans  polaires  d'un  point  A(x',j)^,  z)^ 
par  rapport  à  ces  surfaces,  sont  respectivement 

(4)  xs;  H- ¥s; -f- zs; -h  ?s;  =  o, 

(5)  xs'„+Ys;.  +  zs'„+«s;,n=o, 

(  XS;  +  YS^, -,ZS'.  ^-^s; 

I     -  /■  (xs'„,  -h  Ts;,.  +  zs'„  +  <s:,)  =  o, 

t  étant  une  quatrième  variable  introduite  pour  rendre 
les  équations  homogènes,  et  qu'après  la  différenliation 
on  fait  égale  à  i . 

On  voit  que  tous  ces  plans  polaires,  quel  que  soit  A,  se 
coupent  suivant  une  môme  droite,  et,  par  suite,  les  nor- 
males à  ces  plans,  menées  par  le  plan  A,  sont  dans  un 
même  plan  perpendiculaire  à  cette  droite. 

Si  le  point  A  est  pris  sur  la  surface  S2,  le  plan  polaire 
relatif  à  cette  surface  est  le  plan  tangent  en  A  à  S,  :  c'est 
le  cas  que  nous  considérons. 

Soient  ^S  et  ^Pj  les  dislances  du  point  A  aux  plans  po- 


(6) 
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laires  des  surfaces  S  et  Si  5  P  et  Pi  les  distances  des  centres 
des  surfaces  à  ces  mêmes  plans,  et  R  le  rayon  de  cour- 
bure d'une  section  plane  normale  en  A,  faite  dans  la 
surface  S2.  On  a 


d'où,  en  remarquant  que  le  point  A  (x,  j,  z)  est  situé 
dans  le  plan  (6), 

ou 

^        p 

(7)  ^-^^"P.' 

mais  les  perpendiculaires  ^  et  $1  sont  proportionnelles 
aux  cosinus  des  angles  qu'elles  font  avec  le  plan  (6)-,  car 
elles  sont  les  projections  d'une  même  droite  contenue 
dans  ce  plan,  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur 
l'intersection  commune  des  plans  polaires^  par  suite, 
elles  sont  proportionnelles  aux  sinus  des  angles  qu'elles 
font  avec  la  normale  R  au  plan  (6),  ou  à  la  surface  Sj. 

Plus  généralement,  on  peut  dire  que  (£*  et  ^i*i  sont  pro- 
portionnelles aux  cosinus  des  angles  qu'elles  font  avec 
la  tangente  en  A  à  une  section  quelconque  faite  dans  la 
surface  Sg  par  un  plan  passant  par  A  :  cela  résulte  de  la 
formule  cos«  =  cos^  cosc,  relative  aux  triangles  sphé- 
riques  rectangles^  mais  nous  n'avons  pas  à  faire  usage 
ici  de  celte  relation. 

On  a  donc 

sinP,R  P 

sin  P,,R  ' 

Afin,  de  Mathémat.,  2®  série,  t.  XIII.  (Septembre  187/).)       3Î5 
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Considérons  une  section  faite  dans  la  surface  S2  par 
un  plan  normal  mené  par  le  point  A,  et  soit  ds  l'élément 
de  celle  section,  pris  à  paitir  de  A. 

Si  Ton  diflérentie  deux  fois  de  suite  l'équation  (3), 
par  rapport  à  ds  pris  pour  variable  indépendante,  en  re- 
marquant que 

,         cos(P,.r)                  cos(P,  j)  _cos(P,  z) 

S.- p — ->     ^=  — p ^     S,-         p— , 

cos(P,,.r)  cos(P„j)  cos(P,,z) 

js,      — : ,        ;^  :  ■ ■ — 5       &  :  — 5 

P,  '^  P,  '-'  P, 

d   / (ix\        cos(R,  a:)         d  f  dj\  cos(R,  r) 


ds  \ds  )  R        '      ds  \ds  j  R 

d    f  dz\         ces  (R,  z) 


ds  \ds  R 


il  vient 


ces  (P^^ 
~^PR 


( 


d.i"^  ,  dy^        ,„dz^  ^dy  dz  .dxdz  ^,,dx  dy 

A hA'-f-  -f-A"-— -4-2B-f— -{-2B'---— +  2B''— -f- 

ds"^  ds^  ds^  ds  ds  ds  ds  ds  ds 


cos(P„R) 

"pra" 

\     ds'  '  ds-  '  ds'  ds  ds  '  ds  ds  'ds    ds) 

mais,  si  l'on  désigne  par  d  et  di  les  demi-diamètres  des 
surfaces  S  et  Si  parallèles  à  la  tangente  en  A  à  la  section 
normale  faite  dans  la  surface  S2,  et  par  x\  y' ^  z'  et  x', , 
y\  ,  z\  les  coordonnées  de  leurs  extrémités,  on  a 


dx 

^1 
X 

— 

a 

=^ 

r 

— 

«i 

ds 

d 

d, 

dy 

^y' 

— 

P 

r/. 

^ 

ds 

d 

dz 

z' 

d 

1 

t 
2. 

— 

7' 

ds 

d, 
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L'équation  précédente  devient  alors,   en    vertu  des 
équations    (i)  et  (2)  qui  sont  vérifiées  respectivement 
par  les  coordonnées  od ^j'^  z'  et  x', ,  y\ ,  z  ^ , 

cos(P,  R)         I  rcos(P,,R)         I  "]  _ 

-  -  PR—  +  Z^  -  ^"  [  "pTrT-  "^  ^  J  ~  ^  ' 
ou 

1  k         ^  rcos(P,  R)  cos(P„R)-| 

Éliminant  k  entre  les  équations  (8)  et  (9),  il  vient 

\ P,sin(P,  R)  I        I  rcos(P,R)      sin(P,R)cos(P,,R)"] 

rf^  ~  PsIoIp^RJ  ^  "^  r  L^       P  nP^n(P7,"R  )      J  ~^' 

ou,  en  multipliant  par  P  sin  (P,,  R), 

y^sin(P.,R)-+-^sin(P,P,)r^  J-sin(P,R). 

(V  cP 

Posons  -—  =  n,  — ^  ir^  IIi,  et   portons   ces  longueurs 
P  Pi 

n  et  n,  à  partir  du  point  A  sur  les  normales  aux  plans 

polaires  de  S  et  Si.  Soient  cr  et  xs^  leurs  extrémités  et  c 

le  centre  de  courbure  de  la  section  faite  dans  S2  par  un 

plan  passant  par  la  normale  en  A. 

La  relation  précédente  s'écrit 

sin(P,  P,)        sin(P,,R)  _  sin(P,  R) 
(,o)  ^         H-  ^—  -      -„;— ' 

ou 

nn,sin(P,  P,)  -f-n,Rsin(P,,R)=:nRsin(P,  R). 

Elle  exprime  que  l'aire  du  triangle  rrAc  est  égale  à 
la  somme  des  aires  des  triangles  njAnj,  et  cji  Ac,  et,  par 
suite,  que  les  points  c,  ni,  cTi  sont  en  ligne  droite.  C'est 
précisément  le  théorème  qu'il  fallait  démontrer. 

Ce  théorème  donne  le  moyen  de  déterminer  le  centre 

0.8. 
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de  courbure  d'une  section  normale  de  l'une  quelconque 
des  surfaces. 

La  relation  (lo)  peut  s'écrire  d'une  manière  plus  sy- 
métrique 

,     ,  sin(P,  P,)       sin(P,,R)       sin(R,  P) 

(l  [  )  -  1 —  -f- rr:  o. 

^    ^  R  n  n. 

L'angle  de  deux  droites  est  décrit  en  allant  de  la  pre- 
mière à  laseconde,  et  deuxangles  décrits  en  tournant  dans 
des  sens  opposés  sont  de  signes  contraires. 

Nota.  —  Il  est  évident  que  S  et  Si  peuvent  être  deux 
surfaces  quelconques  du  faisceau. 


Question  1021 

(  Toir  ?."  série,  t.  X,  p.  191)  ; 

Par  m.   GUÉBHARD, 

Étudiant  en  Médecine. 

Un  mobile  est  lancé  dans  une  atmosphère  dont  la 
résistance  varie  comme  le  cube  de  la  vitesse.  Si  f  est  la 
résistance  lorsque  le  mobile  descend  sous  l'inclinaison  ex. 
à  riiorizon^fo  quand  il  se  meut  horizontalement ^  ^^ f 
quand  il  monte  sous  Vinclinaison  a,  on  a 

I  I         2  cos^a 

T  I  2sina(3  —  2  sin^a) 

(A.    WlTWORTH.) 

Soient  /[  le  coefficient  de  résistance  du  milieu  gazeux^ 
0)  Tangle  que  fait  à  un  instant  quelconque  t  avec  l'axe 

des  X  positifs  la  direction  de  la  vitesse  v  ---  --■>  et  enfin 

fis 
Vi.-^ .—  le  rayon  de  courbure  au  point  correspondant 


(  437  ) 
de  la  trajectoire.  Les  composantes  tangentielle  et  nor- 
male de  la  force  accélératrice  auront  respectivement  pour 
expressions 

——  = —  Xt'^ —  if  sinw. 

De  là  les  deux  équations  du  mouvement 

dif 

sr  sin  w, 


dt 

I^ZI  — 

Âv'—  ^ 

d(ù 

gCOSM 

dt 



V 

Il  suffît  pour  éliminer  dt  de  diviser  membre  à  membre 
et  Ton  obtient  ainsi  l'équation  différentielle 

dv        liv'  -\~  gpsinw 
doi  ^cos» 

ou 

—  d(xi  rrr  co^tiiV~''dv  —  r~~'sinwc?w. 
S 

En  multipliant  les  deux  membres  par  —  3cos~^a),  on 
obtient  de  part  et  d'autre  des  différentielles  exactes,  et 
l'intégration  est  ramenée  à  une  quadrature 

_  A-    /*  X- sin 6)  (3  —  2sin'û*)       ^ 

COS""^W(>~^r=: —  ô—     \  COS"~'WrtW=i — -h  C. 

gj  g  cos='w 

Si  Ton  détermine  la  constante  C  par  la  condition  que, 
pour  0)  ^  o,  la  résistance  —  hs^^  soit  égale  ày^,  on  obtient 
l'équation 

I  cos^w        sinw{3  —  2sin'w^ 

H 


—  ^V^  /o  ë 
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Si  Ton  y  fait  successivement  w  =  «,  o)  =:= —  a,  il  vient 

I   cos'a        sina(3 — T.sin'^a.) 

7.7  —  — ^       I > 

I  cos^a        sina(3  —  2sin^a) 

f~fo  g 

De  là  les  relations  qu'il  fallait  démontrer 

I  I    2C0S^a 

I         I  2sina(3  —  2sin'a) 

y,-j-  - 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Question  1024 

(  voir  ?.°  série,  t.  X,  p.  197.  ); 

Par  m.  KOEHLER. 

Lieu  des  centres  des  coniques  qui  ont  leurs  quatre 
sommets  sur  quatre  droites  données.  Construire  une  co- 
nique connaissant  cinq  droites  ;  sur  quatre  d^ entre  elles 
se  trouvent  les  sommets,  sur  la  cinquième  le  centre. 

(Lemoijve.) 

Soient  A,  B,  C,  D  les  quatre  droites  données 5  («,  Z>), 
(a,  c),  (a,  d),  (^,  c),...  les  six  sommets  du  quadrilatère 
complet. 

On  reconnaît,  a  priori.^  que  le  lieu  clierché  doit  passer 
par  ces  six  sommets,  et  qu'il  doit  se  composer  de  trois 
lignes  distinctes,  mais  de  môme  nature,  correspondant 
aux  trois  modes  de  groupement  possibles  des  sommets 
opposés  des  coniques.  Ces  sommets  peuvent  être  en  effet, 
soit  sur  A  et  B,  C  et  D,  soit  sur  A  et  C,  B  et  D,  soit  enfin 
sur  A  et  D,  B  et  C. 
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J'adopte  le  premier  groupement  :  soit/?  un  point  quel- 
conque de  la  droite  C^  si  l'on  joint  le  sommet  (ah)  au 
milieu  [i  d'une  transversale  quelconque  a(3  menée  par  ce 
point  entre  A  et  B,  qu'on  élève  en  p  une  perpendiculaire 
sura(3,  l'intersection  h  de  [ah)ii  et  de  la  perpendiculaire 
décrira  une  conique  lorsque  «(3  tournera  autour  de  p  5 
car  il  est  évident  que  ph  et  [ah) ^sonl  des  rayons  corres- 
pondants de  deux  faisceaux  homographiques.  Cette  co- 
nique est  une  hyperbole  équilatère  passant  par  les  points 
(a,  h)  et  p  5  ses  asymptotes  sont  parallèles  aux  bissec- 
trices des  deux  angles  supplémentaires  formés  par  les 
droites  A,  B, 

Si  maintenant,  du  point  /?,  on  abaisse  une  perpendi- 
culaire sur  D,  que  par  le  milieu  de  cette  perpendiculaire 
on  mène  D'  parallèle  à  D,  les  intersections  de  D'  et  de 
l'hyperbole  seront  les  centres  de  deux  coniques  satisfai- 
sant aux  conditions  de  l'énoncé. 

Lorsque  p  se  déplacera  sur  la  droite  C,  les  hyperboles 
correspondantes  auront  toujours  leurs  asymptotes  paral- 
lèles aux  bissectrices  des  angles  (A,  B).  Elles  passeront 
toutes  par  le  point  [ah)  et  par  un  autre  point  fixe  c'  sur 
la  droite  C.  Ce  point  est  tel,  que  la  perpendiculaire  à  C 
comprise  entre  A  et  B  a  son  milieu  en  c'  5  il  s'obtient  en 
menant  [bc)y  qui  fait  avec  C  un  angle  égal  à  B(Z?c)  C,  et 
en  abaissant  yc'  perpendiculaire  sur  C. 

Il  résulte  de  là  que  les  hyperboles  forment  un  faisceau 
de  coniques  ayant  quatre  points  communs  (dont  deux  à 
l'infini)-,  à  chacune  d'elles  correspond  une  droite  D'  pa- 
rallèle à  D,  et  obtenue  comme  je  l'ai  dit  plus  haut.  Le 
lieu  des  intersections  du  faisceau  d'hyperboles  et  du  fais- 
ceau de  droites  D'  pivotant  autour  du  point  à  l'infini,  sur 
D,  est  une  courbe  du  troisième  ordre  ;  mais,  dans  le  cas 
particulier  dont  il  s'agit,  elle  se  réduit  à  une  conique  et 
à  la  droite  de  l'infini.  En  cflet,  si  l'on  cherche  la  droite 
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D'  correspondant  au  point  P  situé  à  l'infini  sur  C,  on 
aura  une  droite  à  l'infini. 

L'hyperbole  correspondante  se  réduit  à  la  droite  (ab)c' 
et  à  la  droite  de  l'infini  :  cette  dernière  appartient  donc 
tout  entière  à  la  courbe  du  troisième  ordre.  On  aura  fa- 
cilement six  points  de  la  conique,  d'abord  les  trois  (aè), 
(cd),  c\  puis  trois  autres  a',  h' ^  d'  situés  respectivement 
sur  A,  B,  Dj  ai  s'obtient,  comme  c ,  en  cherchant  sur  A 
un  point  tel,  que  la  perpendiculaire  à  cette  droite  com- 
prise entre  C  et  D  ait  son  milieu  en  ce  point. 

Les  deux  autres  groupements  dont  j'ai  parlé  plus  haut 
conduisent  à  deux  autres  coniques  qui  complètent  le  lieu 
géométrique  demandé^  l'une  passe  par  les  points  («c), 
(Z>^),  l'autre  parles  points  («<^/),  (^c). 

Si  l'on  donnait  pour  déterminer  une  conique  les  quatre 
droites  A,  B,  C,  D  et  une  cinquième  E  devant  contenir 
le  centre,  il  faudrait  chercher  les  intersections  de  E  avec 
les  trois  coniques  dont  j'ai  indiqué  la  construction.  Le 
problème  admet  donc  six  solutions,  et,  lorsque  les  six 
centres  sont  déterminés,  on  voit  que  les  axes  correspon- 
dants s'obtiennent  sans  difficulté. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret -Blanc, 


Question  1053 

(voir  2°  série,  t.  X,  p.  558  )  ; 

Par    m.    e.    PELLET. 

Trouver  une  surface  (M)  telle,  quen  abaissant  d\in 
point  M  de  (M)  une  perpendiculaire  MP  sur  un  plan  (P), 
et  menant  par  P  une  parallèle  PN  à  la  normale  en  M 
à  (M),  les  droites  ainsi  obtenues  soient  normales  à  une 
surface.  (RibAucour.) 

Je  prends  le  plan  (P)  pour  plan  des  xj^  et  soit 

Z-  Z  .=. p{X~  x)  -^-  rj{Y ~ X) 
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l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  (M)  mené  parle 
point  X,  y,  z  de  cette  surface.  Les  équations  de  PN  sont 

X— r  Y  — r  z 


—  I 


\ll-\-p^-^q^         s/ 1  ■+- p^ -+- q'         sjl+p^-^q'' 

et,  pour  que  ces  droites  soient  normales  à  une  surface, 
il  faut  que  l'on  ait 

d P—^  ri "^ 


dy  dx 

de  sorte  que  -^^^      ^  ^  est  une  dilïérentielle  exacte,  ce 

qui  exige  que/?^--f-  q^  soit  une  fonction  de  z.  Ainsi 

Il  est  facile  d'avoir  une  intégrale  complète  de  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  (i).  Posons 

(2)  a;  ces  a -h  j  sin  a  —  az=:f(z), 

a  et  a  étant  des  constantes  arbitraires*,  il  viendra 

COSCCZ=/'(z)p, 
Sincc---^f'{z)q, 

par  suite 

Donc  l'équation  (2)  sera  une  intégrale  complète  de  l'équa- 
tion (1)  siy(z)  satisfait  à  l'équation  dilïérentielle 

/(:::)  étant  choisi  de  manière  à  satisfaire  à  cette  équation, 

{*)  Bertrand,  Calcul  di'lj'i'rciuicl,  p.  G74. 
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rintëgrale  générale  de  réqiialion  (i)  s'obtiendra  en  éli- 
minant a  entre  les  deux  équalions 

(         ^COSa  H-jsina  — ^î;  (a)-_-/(3), 

(    — j:  sma -i- jcosa  —  "i{>'(a)  =r  o, 

^((X.)  étant  une  fonction  arbitraire  de  a. 

Les  sections  d'une  quelconque  de  ces  surfaces  (3)  par 
des  plans  parallèles  au  plan  des  xy^  donnent  en  projection 
sur  le  plan  des  xy  des  courbes  parallèles. 

La  surface  (3)  peut,  quelles  que  soient  les  fonctions  ^ 
Glft  être  engendrée  par  une  courbe  située  dans  un  plan 
qui  roule  sans  glisser  sur  un  cylindre  dont  les  généra- 
trices sont  parallèles  à  l'axe  des  z.  Il  est  évident  que,  ré- 
ciproquement, une  telle  surface  peut  être  représentée  par 
les  équations  (3),  oùf  ei  ^  sont  déterminées  convenable- 
ment. 

La  proposition  à  laquelle  nous  sommes  arrivé  est  sus- 
ceptible d'une  généralisation,  et  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Considérons  une  surface  développable  (D),et,  dans  un 
de  ses  plans  tangents  (P),  deux  courbes  (G)  et  (Cj). 
Lorsque  le  plan  (P)  roule  sur  la  surface  (D)  sans  glisser, 
les  courbes  (G)  et  (G^)  engendrent  des  surfaces  (S)  et 
(Si)  auxquelles  le  plan  (P)  est  constamment  normal  en 
tous  les  points  de  son  intersection,  de  sorte  que  la  courbe 
(G)  dans  toutes  ses  positions  est  une  ligne  de  courbure 
de  (S)  et  (Gi)  de  (Si)  (*).  Gela  posé,  par  un  point  M  de 
(S)  élevons  la  normale  à  cette  surface,  et  soit  Mj  son 
intersection  avec  (Sj).  Menons  par  le  point  M  une  paral- 
lèle MN  à  la  normale  en  Mj  à  (Si)  j  les  droites  ainsi  ob- 
tenues sont  normales  à  une  surface. 

En  effet,  la  normale  à  (Si)  menée  par  le  point  M  est 
située  dans  le  plan  (P)  qui  correspond  à  ce  point  M5  la 
normale    en    Mi   à  (Sj)  est   située  dans  ce  même  plan, 

(*)  Bertrand,  Calcul  différentiel^  p.  725. 
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et,  si  l'on  fait  varier  M  sur  la  courbe  (G)  correspondant 
à  la  position  considérée  du  plan  (P),  les  droites  MN  ad- 
mettront un  système  de  trajectoires  orthogonales.  Soit 
Ca  l'une  d'elles.  Elle  décrit  dans  le  mouvement  du  plan 
(P)  une  surface  (S2)  qui  est  évidemment  normale  à  toutes 
les  droites  MN. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Question  4085 

(voir  2°  série,  t.  XI,  p    288); 

Par  m.   h.  D. 

Un  point  matériel  se  meut  sur  une  courbe  quel- 
conque^ et  la  force  accélératrice  est  dirigée  constam- 
ment vers  le  centre  de  courbure  de  sa  développée  ; 
Vaire  parcourue  par  son  rayon  de  courbure  est  propor- 
tionnelle au  temps.  Examiner  le  cas  oit  le  point  se 
meut  sur  une  développajite  de  cercle.    (N.  Nicolaïdès.) 

Soient  |3,  p'  les  rayons  de  courbure  de  la  trajectoire  et 
de  sa  développée,  v  la  vitesse  du  mobile  M,  ds^  ds'  les 
arcs  MM',  CC,  qui  se  correspondent  sur  les  deux 
courbes.  La  force  accélératrice  étant  dirigée  vers  le  centre 
de  courbure  de  la  développée,  le  rayon  de  courbure  p 
s'enroule  sur  cette  courbe,  et  Ton  a 

ds'  z=z.  —  dp. 

D'autre  part,  l'hypothèse  faite  dans  l'énoncé  signifie 
que  le  rapport  des  composantes  tangentielle  et  normale 
de  la  force  accélératrice  est  égal  au  rapport  des  rayons  de 
courbure  de  la  développée  et  de  la  trajectoire.  On  a 
donc 

dif       P^         p'         ds'  dt  I   dp 

dt   '  p         p  ds  ■  ds  V   dt 

dt 
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d'où 

1   ch  I    dp 

\>    dt  p    dt 

d'où 

(>p  r=r  /•.  C.    Q.    F.    D. 

Si  l'on  désigne  par  dA  l'accroissement  OMM'  de  l'aire 
décrite  par  la  droite  JNIO,  suivant  laquelle  est  dirigée  la 
force  accélératrice;  par  dl^  dV  les  aires  élémentaires  cor- 
respondantes décrites  par  les  rayons  de  courbure  de  la 
trajectoire  et  de  la  développée,  par  c?t  l'accroissement  de 
l'aire  du  triangle  MCO,  on  a  évidemment,  dans  le  cas 

général, 

dA—  (dl  -'-  (Pk' )  — -  —  dx, 
OU 

dA—  dl=:  dV—  dr. 

Or,  dans  le  cas  de  la  développante  de  cercle,  on  voit 

facilement  que 

dyzzzzdr; 
donc 

dA  =  dXf 

c'est-à-dire  que  Paire  décrite  par  le  rajoii  de  cour' 
bure  de  la  développante  de  cercle  est  égale  à  Paire  dé- 
crite par  le  rajon  vecteur  du  mobile  relatif  au  centre 
du  cercle. 

Or  celle-ci  est  évidemment  proportionnelle  au  temps, 
puisque  la  force  accélératrice  passe  par  un  point  fixe  :  il 
devait  donc  en  être  de  même  de  la  première. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 
Question  1122 

(  TOlr  2"  série,  t.  XII,  p.  5p.8  ); 

Par  m.  E.  DEWULF. 

Le  lieu  des  sommets  des  paraholoïdes  hjperholiques 
passant  par  deux  droites  non  dans  un  même  plan  est 
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un  conoïde  droite  chercher  ses  sections  par  des  plans 
parallèles  à  son  axe.  (A.  de  Saint-Germain.  ) 

Un  quelconque  des  paraboloïdes  qui  satisfont  à  la 
question  est  déterminé  si  l'on  se  donne  le  second  plan 
directeur;  et,  pour  les  obtenir  tous,  il  suffit  de  donner  à 
ce  plan  toutes  les  positions  possibles  dans  l'espace. 

Soient  Al,  A2  les  deux  droites  données  dans  l'espace, 
a  le  plan  parallèle  à  ces  droites.  Soient  (3  le  second  plan 
directeur,  X  son  intersection  avec  a  :  menons  un  plan 
perpendiculaire  à  X,  il  coupera  a  suivant  a  et  |3  sui- 
vant b. 

On  obtiendra  le  sommet  du  paraboloïde  [Ai,  Ag,  (5], 
en  cherchant  la  droite  h,^  parallèle  à  ^,  qui  s'appuie  sur 
les  directrices  Ai  et  Ag,  puis  la  droite  a^  parallèle  à  a, 
qui  s'appuie  sur  deux  des  génératrices  du  paraboloïde,  et 
en  prenant  l'intersection  de  ces  droites  a„  et  Z>„. 

Supposons  d'abord  que  le  plan  (3  tourne  autour  de  X, 
,1a  droite  a  restera  fixe,  la  droite  b  décrira  le  plan  per- 
pendiculaire à  X.  Chacune  des  positions  de  |3  détermine 
un  paraboloïde  et  une  droite  ^,,5  ces  droites  è„,  toutes 
parallèles  au  plan  [ah)  et  s'appuyant  sur  Ai  et  Ag,  en- 
gendrent un  paraboloïde  isoscèle  P.  Tous  les  paraboloïdes 
qui  correspondent  aux  positions  de  |3,  tournant  autour 
de  X,  forment  un  faisceau  dont  la  base  se  compose  de 
Al,  A 2  et  de  la  droite  à  l'intini  qui  s'appuie  sur  ces  deux 
droites,  et  est  parallèle  à  X  *,  les  droites  n„  dans  cha- 
cun de  ces  paraboloïdes  s'appuient  toujours  sur  celte 
droite  de  l'infini,  et,  comme  elles  sont  toutes  parallèles 
à  la  direction  fixe  «,  elles  engendrent  un  plan  parallèle 
au  plan  (X«)  ou  a.  Or  ce  plan  coupe  le  paraboloïde  P 
suivant  une  directrice  fl„5  donc  les  sommets  de  tous  les 
paraboloïdes  qui  correspondent  aux  positions  du  plan  (3, 
qui  passent  par  X,  sont  sur  une  génératrice  du  para- 
boloïde P. 
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Imaginons  maintenant  que  a  tourne,  clans  le  plan  a, 
autour  de  son  point  d'intersection  avec  X;  cliacune  des 
positions  de  a  détermine  un  faisceau  de  paraboloïdes  sa- 
tisfaisant à  la  question  et  un  paraboloide  isoscèle  P. 
Tous  ces  paraboloïdes  isoscèles  P  ont  une  génératrice 
commune,  celle  qui  est  parallèle  à  la  commune  intersec- 
tion des  plans  [ah)^  c'est-à-dire  la  perpendiculaire  com- 
mune à  Al  et  A2,  que  je  désigne  par  pip^-  Les  direc- 
trices a„  des  paraboloïdes  P  s'appuient  toutes  sur  pi  p^ 
et  sont  parallèles  au  plan  a  :  elles  engendrent  donc  un 
conoïde  droit,  qui  est  le  lieu  cbercbé. 

On  peut  dire  que  ce  conoïde  est  le  lieu  des  intersec- 
tions des  surfaces  correspondantes  de  deux  faisceaux  lio- 
mograpliiques  :  le  faisceau  des  paraboloïdes  P  et  un  fais- 
ceau de  plans  parallèles  à  a*,  ce  conoïde  est  donc  du 
troisième  degré;  et,  par  suite,  les  sections  par  des  plans 
parallèles  à  son  axe  sont  des  courbes  du  troisième  degré. 

Le  tliéorème  de  M.  de  Saint-Germain  renferme,  comme 

cas  particulier,  cet  autre  théorème  élégant  :  Le  lieu  des 

sommets  des  paraboloïdes  isoscèles  qui  passent  par  deux 

droites  quelconques  Ai,  A2  est  la  perpendiculaire  corn,- 

mufie  à  A^  et  à  A2. 

Aote.  —   La   même  question  a   été    résolue    par  M.  Moret-Blanc  et 
M.  B.  Launoy. 


CORRESPONDAIVCE. 


Extrait  d^une  lettre  de  M.  Bourguet.  —  A  propos 
de  la  question  n^  1029,  d'ailleurs  très-élégamment  ré- 
solue par  M.  Pellissier,  je  ferai  remarquer  que  c'est  la 
développante  de  l'enveloppe  d'une  droite  égale  à  2Z  et 
dont  les  extrémités  glissent  sur  OA  et  OB.  La  même 
chose  a  d'ailleurs  lieu  quel  que  soit  le  point  de  AB  par 
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lequel  on  mène  la  perpendiculaire  à  cette  droite.  Soit 
A'B'  la  droite  double  de  AB.  Si  par  le  milieu  de  A'  B'  je 
mène  une  perpendiculaire  à  cette  droite,  elle  sera  nor- 
male à  l'enveloppe  de  AB^  d'ailleurs  la  portion  de  A'B' 
comprise  entre  les  bissectrices  de  l'angle  droit  est  égale 
à  2  AB,  et  enveloppe  une  courbe  de  la  même  espèce  de 
dimensions  doubles  -,  de  là  ce  théorème  qui  n'est  peut- 
être  pas  connu  : 

La  développée  de  V enveloppe  d^une  droite  de  lon- 
gueur fixe  et  dont  les  extrémités  glissent  sur  les  deux 
côtés  d^un  angle  droit  est  une  courbe  semblable,  de  di- 
mensions doubles,  et  qui  deviendra  Iiomothétigue  à  la 
première,  si  on  la  fait  tourner  de  ^^  degrés. 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  Bourguet.  —  Lorsqu'on 
cherche  le  lieu  des  normales  à  une  surface  du  second 
ordre  parallèles  à  un  même  plan,  on  est  amené  à  éliminer 
u  entre  les  deux  équations 


(c^—  uY 


mais  on  peut  arriver  à  l'équation  du  lieu  plus  simple- 
ment, par  une  autre  voie,  et  trouver  ainsi  indirectement 
le  résultat  de  l'élimination  de  u  entre  les  deux  équations 
précédentes. 

11  me  semble  donc  que  l'élimination  directe  devrait 
fournir  à  la  sagacité  de  l'opérateur  quelque  artifice  inté- 
ressant, au  point  de  vue  du  calcul.  Voyez  si  vous  trouvez 
le  problème  digne  d'être  présenté  à  vos  lecteurs. 

Extrait  d\ine  lettre  de  31.  L.  Painvin,  —  La  for- 
mule que  j'ai  donnée,  p.  282,  t.  XIII,  1874»  ^'^  q^i^'  j*^ 
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croyais  nouvelle,  est  connue  depuis  fort  longtemps:  on 
la  trouve  démontrée  dans  la  Théorie  des  déterminants, 
par  Baltzer  (  traduction  de  M.  Hoûel),  page  82. 

La  formule  en  question  est  relative  à  la  méthode  d'éli- 
mination de  Bezout^  ce  procédé,  employé  par  Bezout 
[Histoire  de  V Académie  de  Paris ^  p.  817,  1764),  a  été 
repris  et  éelairci  par  Jacobi  [Journal  de  Crelle,  t.  15, 
p.  loi),  et  par  Caucliy  [Exercices  d'Analyse,  1840, 
p.  393).  Ces  indications  sont  extraites  de  Baltzer. 

PIBLICATIOAS  RÉCEI\TES. 


Intorno  ad  alcune  lettere  del  Lagj^ange,  Nota  di  A.  Ge- 
nocclii.  Stamperia  reale  di  G.  B.  Paravia  e  C^*,  1874. 
Estr.  dagli  Atti  délia  reale  Accademia  délie  Scienze 
di  Torino^  vol.  IX.  Adunanza  del  21  giugno  1874. 

QUESTION. 

H53.  Un  point  pesant  est  placé  au  pôle  d'une  spirale 
logarithmique  sans  masse  ayant  avec  une  droite  horizon- 
tale assez  d'adhérence  pour  y  rouler  sans  glissement  sous 
l'action  du  poids  de  son  pôle.  On  demande  d'étudier  :  la 
loi  du  mouvement  de  la  spirale  en  le  décomposant  en 
translation  avec  le  pôle  et  rotation  autour  de  ce  pôle  5 
l'enveloppe  des  diverses  spires  de  la  spirale,  de  sa  déve- 
loppée, de  la  développée  de  cette  développée  et  générale- 
ment de  la  développée  d'ordre  n  5  la  loi  de  succession  avec 
le  temps  de  leurs  points  de  contact  avec  leurs  enveloppes  ; 
le  lieu  des  centres  de  courbure  de  chacune  d'elles  corres- 
pondant à  tout  instant  sur  ces  développées  successives  au 
point  d'appui  de  la  spirale  roulante  et  leur  loi  de  succès* 
siou  avec  le  temps.  (Haton  de  la  Goupilliî^re.) 
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DÉMONSTRATION  NOUVELLE 
DES  PROPRIÉTÉS  DE  L'INDICATRICE  D'IJAE  SIRFACE5 

Par  m.   POINCARÉ, 

Élève  de  l'École  Polytechnique. 

I,   —  Variation   du  j^ayon  de   courbure  des   sections 
d'une  surface  menées  par  un  point  de  cette  surface. 

Considérons  d'abord  les  sections  normales  et  cher- 
chons à  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Siy  sur  la  trace  de  chaque  section  normale  sur  le  plan 
tangent,  on  prend  à  partir  du  point  de  contact  des  lon- 
gueurs proportionnelles  à  la  racine  carrée  du  rayon  de 
courbure  de  cette  section,  le  lieu  ainsi  obtenu  est  une 
conique. 

"  Soient,  en  effet,  A  le  point  de  contact,  AN  la  normale. 
Considérons  trois  sections  normales  quelconques,  et  dans 
chacune  de  ces  sections  menons  une  parabole  qui  ait 
pour  sommet  A,  pour  axe  AN  et  qui  soit  osculatrice  à 
cette  section  -,  par  ces  trois  paraboles,  je  puis  faire  passer 
un  paraboloïde. 

Considérons  l'intersection  de  la  surface  et  du  para- 
boloïde :  chacune  des  trois  paraboles,  qui  rencontre  la 
surface  en  trois  points  confondus  au  point  A,  rencon- 
trera aussi  cette  intersection  en  trois  points  confondus 
au  point  A. 

En  général,  deux  surfaces  tangentes  entre  elles  ont 
pour  intersection  une  courbe  qui  offre  un  point  double 
au  point  Aj  mais,  dans  ce  cas,  les  seules  courbes  qui 
rencontrent  cette  intersection  en  trois  points  confondus 
au  point  A  sont  celles  ([ui  touchent  une  de  ses  tangentes 
au  point  A.  Or  les  trois  paraboles  que  nous  considérons 
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ne  se  touchent  pas^  il  faut  donc  admettre  que  la  courbe 
a  un  point  triple  au  point  A;  mais  alors  toutes  les  para- 
boles tracées  sur  le  paraboloide  et  ayant  pour  axe  AN 
rencontreront  la  courbe  en  trois  points  confondus,  et 
par  suite  seront  osculatrices  à  la  section  correspondante. 
Or  le  rayon  de  courbure  d'une  parabole  en  son  sommet 
n'est  autre  que  son  paramètre.  Si,  à  une  distance  quel- 
conque du  plan  tangent,  on  coupe  le  paraboloide  par  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe,  les  rayons  vecteurs  de  la 
section  sont  proportionnels  à  la  racine  carrée  du  para- 
mètre de  la  parabole  correspondante,  et,  par  suite,  du 
rayon  de  courbure  de  la  section  correspondante  :  donc 
le  lieu  défini  dans  l'énoncé  est  une  conique  que  nous 
appellerons  indicatrice  de  la  surface  au  point  A  j  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

Au  lieu  de  considérer  des  paraboles,  on  pouvait 
prendre  des  coniques  tangentes  à  un  plan  donné  P  en 
un  point  B  de  AN,  et  l'on  aurait  obtenu  une  surface  du 
second  ordre  osculatrice,  tangente  à  P  en  B. 

La  même  méthode  est  applicable  au  théorème  de 
Meusnier  : 

Le  rayon  de  courbure  d^une  section  oblique  est  la 
projection  sur  son  plan  du  rajon  de  courbure  de  la 
section  normale  qui  a  même  trace  sur  le  plan  tangent. 

Considérons,  en  effet,  une  sphère  ayant  pour  rayon 
le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  considérée  : 
son  intersection  avec  la  surface  présentera  un  point 
double  au  point  A.  Gomme  son  grand  cercle,  qui  est 
situé  dans  le  plan  de  la  section  normale,  rencontre  la 
surface,  et,  par  conséquent,  cette  intersection  en  trois 
points  confondus,  il  touche  une  des  tangentes  à  la  courbe 
au  point  A.  Or  il  touche  aussi  le  petit  cercle  situé  dans 
le  plan  de  la  section  oblique;  donc  ce  petit  cercle  est 
dans  les  mêmes  conditions,  et  par  conséquent  est  oscu- 
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lateur   à  cette   section   oblique.    Or   ie  rayon   du  petit 
cercle  est  la  projection  de  celui   du  grand  cercle  ;   de 
même  le  rayon  de  la  section  oblique  est  la  projection  de 
celui  de  la  section  normale.  c.   q.  f.   d. 

Ces  deux  théorèmes  sont  des  cas  particuliers  du  théo- 
rème général  suivant  : 

Les  rayons  de  courbure  des  différentes  sectiofis  pas- 
sant par  une  droite  donnée  sont  entre  eux  comme  les 
produits  des  rayons  ^vecteurs  d\ine  certaine  conique 
située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  par 
leur  projection  sur  le  plan  tangent. 

En  efïet,  par  des  raisonnements  identiques  aux  précé- 
dents, on  démontrerait  que  les  sections  de  la  surface  ont 
mêmes  rayons  de  courbure  que  celles  d'un  paraboloïde 
passant  par  le  point  à  l'infini  sur  cette  droite. 

Or  le  rayon  de  courbure  d'une  parabole  en  un  de 
ses  points  est  égal  au  paramètre  divisé  par  le  cosinus  de 
l'angle  que  fait  la  normale  avec  l'axe.  Cette  quantité, 
si  l'on  mène  un  plan  CB  parallèle  au  plan  tangent,  est 
proportionnelle  au  carré  de  CB  divisé  par  ce  même 
cosinus,  c'est-à-dire  au  produit  de  CB  par  DB,  D  étant 
le  point  d'un  plan  DB  perpendiculaire  à  AB,  dont  la 
projection  sur  le  plan  CB  est  le  point  C.  Or  le  lieu  des 
points  D  est  évidemment  une  conique  dont  la  projection 
sur  le  plan  CB  est  l'intersection  de  ce  plan  et  du  para- 
boloïde^ donc  le  théorème  est  démontré. 

Pour  donner  aux  démonstrations  précédentes  tout 
leur  rigueur,  il  est  nécessaire  de  faire  voir  clairement 
pourquoi,  si  une  courbe  tracée  sur  une  surface  S  ren- 
contre en  trois  points  confondus  une  surface  ^,  elle  ren- 
contrera de  même  en  trois  points  confondus  l'intersection 
des  deux  surfaces,  et  réciproquement.  En  effet,  on  dit 
qu'une  courbe  rencontre  une  surface  en  trois  points  con- 
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fondus  lorsqu'elle  passe  de  la  région  située  au-dessous  de 
cette  surface  à  la  région  située  au-dessus,  tout  en  tou- 
chant cette  surface.  Or  l'intersection  des  deux  surfaces 
partage  la  surface  S  en  doux  régions,  et  il  est  évident  que 
la  courbe  considérée  doit  toucher  l'intersection,  et  de 
plus  passer  d'une  de  ces  régions  dans  l'autre.  Il  peut  se 
présenter  trois  cas  :  ou  bien  le  point  A  est  un  point  simple 
de  l'intersection,  et  alors  la  courbe,  pour  passer  d'une 
région  dans  l'autre,  doit  lui  être  osculatrice  au  point  A  ^ 
ou  bien  le  point  A  est  un  point  double,  et  la  courbe  doit 
être  tangente  à  l'une  des  branches  de  courbe-,  ou  bien  le 
point  A  est  un  point  triple,  et  la  condition  est  remplie 
d'elle-même. 

II.  —  Propriétés  de   V indicatrice.   Théorème 
des  tangentes  conjuguées. 

Considérons  deux  surfaces  tangentes  entre  elles  en  un 
point  A,  leur  intersection  offre  un  point  double  en  ce 
point.  Cherchons  les  tangentes  en  ce  point  double  :  tra- 
çons les  indicatrices  des  deux  surfaces  en  ce  point,  et 
considérons  les  deux  diamètres  communs  à  ces  deux 
coniques  concentriques.  Si,  par  l'un  d'eux,  on  mène  une 
section  normale,  les  deux  sections  déterminées  dans  les 
deux  surfaces  sont  osculatrices  \  Tune  d'elles  rencontre 
donc  l'autre  surface,  et  par  suite  l'intersection,  en  trois 
points  confondus  5  elle  est  donc  tangente  à  l'une  des 
branches  de  courbe,  d'où  il  suit  que  : 

Les  tangentes  au  point  double  sont  les  diamètres 
communs  aux  deux  indicatrices. 

Supposons,  en  particulier,  que  l'une  des  surfaces  se 
réduise  au  plan  tangent",  alors  son  indicatrice  se  réduit 
à  la  droite  de  l'infini  et  les  diamètres  communs  aux 
asymptotes.  Donc  : 
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Les  asymptotes  de  V indicatrice  sont  les  tangentes  à 
V intersection  de  la  surface  et  du  plan  tangent. 

Supposons  maintenant  que  l'on  considère  une  deve- 
loppable  circonscrite  à  la  surface  le  long  d'une  courbe 
donnée.  L'indicatrice  de  la  développable  se  réduit  à  deux 
droites  parallèles,  et,  comme  les  deux  tangentes  au  point 
double  doivent  se  confondre,  les  deux  indicatrices  sont 
bitangentes,  c'est-à-dire  que  : 

La  tangente  à  la  courbe  de  contact  est  conjuguée  de 
la  direction  de  la  génératrice  de  la  développable. 

Ce  théorème  est  susceptible  d'une  démonstration  di- 
recte dans  le  cas  où  la  développable  se  réduit  à  un  cône. 

Soient  S  le  sommet  du  cône,  E la  surface,  A  un  point  de 
la  courbe  de  contact.  Considérons  une  droite  quelconque 
passant  par  S  et  qui  coupe  E  en  B  et  en  C,  et  considérons 
la  surface  T  lieu  des  points  M  conjugués  harmoniques 
de  S  par  rapport  à  BC  ;  elle  coupe  la  surface  Z  suivant 
la  courbe  de  contact,  et  la  tangente  à  cette  courbe  n'est 
autre  que  l'intersection  des  deux  plans  tangents,  c'est-à- 
dire  la  tangente  à  la  trace  de  la  surface  T  sur  le  plan 
tangent  en  A  à  2.  Considérons  une  sécante  très-voisine 
de  SA.  Il  est  évident  que  les  droites  SA,  BA,  MA,  CA 
forment  un  faisceau  harmonique,  et,  à  la  limite,  il  en 
sera  de  même  de  SA,  des  tangentes  en  A  à  la  courbe  BAC, 
c'est-à-dire  des  asymptotes  de  l'indicatrice  et  de  la  tan- 
gente à  la  courbe  de  contact^  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Il  est  facile  de  trouver  le  plan  osculateur  en  un  point 
de  l'intersection  de  deux  surfaces.  En  effet,  l'intersec- 
tion d'une  des  surfaces  par  ce  plan  osculateur  doit  être 
osculalrice  à  la  courbe-,  car  elle  offre  évidemment  même 
tangente  et,  de  plus,  elle  traverse  la  courbe,  puisque 
le  plan  la  traverse  lui-même.  Donc  les  intersections  des 
deux  surfaces  par  le  plan  osculateur  ont  même  rayon  de 


(  454  ) 

courbure  et,  par  conséquent,  même  centre  de  courbure. 
Or,  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections  passant 
par  la  tangente  étant,  pour  chaque  surface,  une  circon- 
férence, l'intersection  de  ces  deux  lignes  donnera  le  plan 
osculateur. 

III.  —  Surfaces  oscidatrices  d'ordre  supérieur.   Rayon 
de  courbure  aux  points  coniques. 

Une  méthode  tout  à  fait  identique  peut  servir  à  dé- 
montrer l'existence  des  surfaces  osculatrices  d'ordre  quel- 
conque ;  appliquons-la  en  particulier  au  plan  tangent, 
nous  arriverons  à  démontrer  que,  si  par  deux  droites  qui 
rencontrent  la  surface  en  deux  points  confondus  on  mène 
un  plan,  toutes  les  droites  de  ce  plan  passant  par  le 
point  A  jouiront  de  cette  propriété.  Supposons  mainte- 
nant qu'il  existe  en  dehors  de  ce  plan  une  droite  qui 
rencontre  la  surface  en  deux  points  confondus-,  il  est 
évident  qu'il  en  sera  de  même  de  toutes  les  droites  de 
l'espace  passant  par  le  point  A.  Ce  sont  ces  points  que 
l'on  appelle  points  coniques. 

Considérons  un  cône^  il  est  évident  qu'une  courbe 
présentant  un  point  simple  au  sommet  ne  suffit  pas  pour 
partager  le  cône  en  deux  régions,  comme  il  est  aisé  de 
s'en  assurer  en  développant  la  surface  du  cône.  Pour 
étudier  cette  question,  considérons  une  surface  ordinaire 
partageant  l'espace  en  deux  régions  :  son  intersection 
avec  le  cône  offrira  un  point  d'ordre  ni  au  sommet, 
m  étant  le  degré  du  cône.  Il  en  résulte  évidemment  que, 
si  toutes  les  génératrices  d'un  cône  de  degré  m  rencontrent 
une  surface  en  7i  points  confondus,  la  courbe  d'inter- 
section offre  un  point  d'ordre  mn  au  sommet.  Il  en  est 
de  même  si,  au  lieu  d'un  cône,  on  considère  une  surface 
tangente  à  ce  cône  en  son  sommet. 
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Supposons  donc  que  toutes  les  droites  passant  par  A 
rencontrent  la  surface  en  deux  points  confondus-,  cher- 
chons le  lieu  de  celles  de  ces  droites  qui  la  rencontrent 
en  trois  points  confondus.  Considérons  cinq  de  cesdroites, 
elles  définissent  un  cône  du  second  ordre  5  il  est  évident 
que  la  courbe  d'intersection  du  cône  et  de  la  surface  a 
au  moins  cinq  tangentes  au  sommet,  ce  qui  prouve  que 
chaque  génératrice  du  cône  rencontre  la  surface  en  trois 
points  confondus,  sans  quoi  la  courbe  n'aurait  qu'un 
point  quadruple  au  sommet.  On  a  ainsi  un  point  conique 
du  second  ordre,  et  l'on  obtiendrait  de  même  des  points 
coniques  d'ordre  supérieur. 

Considérons  maintenant  les  différents  plans  passant 
par  une  même  droite  AN,  et,  dans  chacun  de  ces  plans, 
menons  les  paraboles  osculatrices  à  la  surface  au  point 
x\  et  passant  par  le  point  à  l'infini  sur  AN.  Envisageons 
sept  de  ces  paraboles  :  elles  définissent  une  surface  du 
quatrième  ordre,  car  leurs  traces  sur  un  plan  quelconque 
se  composant  de  quatorze  points  y  définissent  une  courbe 
du  quatrième  degré.  Or  sept  des  paraboles  génératrices 
de  la  surface  du  quatrième  ordre  rencontrent  la  surface 
donnée  en  quatre  points  confondus  5  il  est  clair  que  la 
courbe  d'intersection  présente  au  sommet  un  point 
d'ordre  8,  et  que,  par  suite,  il  en  est  de  même  de  toutes 
les  paraboles  génératrices  :  donc,  la  surface  donnée  est 
osculatrice  à  une  surface  du  quatrième  ordre. 

Maintenant,  supposons  que,  par  un  point  S  situé  sur 
AN,  on  mène  un  cône  parallèle  au  cône  tangent  à  la 
surface,  il  rencontrera  la  surface  du  quatrième  ordre  sui- 
vant une  courbe  du  huitième  degré  ^  or  il  est  évident  que 
des  points  tels  que  D  etB,  situéssur  une  génératrice  SBet 
sur  la  parabole  tangente  à  cette  génératrice,  et  les  autres 
points  de  l'intersection,  tels  que  C,  engendrent  deux 
courbes  distinctes  et  qui   sont  forcément    chacune    du 
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quatrième  ordre.  Donc  le  lieu  des  points  B  est  l'intersec- 
tion du  cône  avec  une  surface  du  second  ordre.  Or  le 
rayon  de  courbure  de  la  parabole  ADB  est  proportionnel 
au  carré  de  DS,  divisé  par  le  sinus  de  l'angle  ASD  5  on 
peut  donc  représenter  facilement  la  variation  du  rayon 
de  courbure  des  sections  de  la  surface. 


DE  LA  COIVSTRllCTIOÎV  DU  P0LYG01\E  DE  17  COTÉS, 
D'APRÈS  M.  SCIIRŒTER. 


(Extrait  du  Journal  de  Crelle,  t.  LVII,  i^i"  cahier,  traduit  de  l'allemand 

par  un  Abonné.) 


Si  nous  désignons  les  cosinus  des  arcs 

-)  1    5  6   7  4    '•'• 

17  17  17  17 


respectivement  par 

C| ,   C2,   C3 ,  C4 , . .  .  ,  Cs, 

nous  pourrons,  en  vertu  de  la  formule 

2  cos  a  ces  h  =z  ces  (  «  H-  è  )  H-  ces  (a  —  b) 
et  des  égalités 

écrire  les  huit  groupes  de  relations  ci-dessous  : 

2C,C2=zC3-f-C,,  2CX,=  C44-  I, 

2  C«(  L<3  =   Ci4  -f-    C2J  2  \J2  ^Z  ^^^  C<5  H-    C,  , 

2C.C4=C,-hC3,  2C,C4=Cg+C„ 

2L<|  C5  =  Ce  -f-  C4,  2C12C5  =^  C;  -f-  C3J 

2C,C,=  c,  -1-  C5,  2C,C6^  Cs  -^  c., 

2C,C,  ==  Cs  -f-  C„»  2  ce,  =  Cs  -:-  C5, 

2C,C«=C,-i-C:i  2C,Cs=C:-^C,;; 
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aCgCi^ 

r  C,  +  C. 

2C13C12  = 

=  C54-C. 

^CaCa^^: 

=  Ce  -f-  I , 

2  C3  C4  rr: 

:C,+  C, 

2C3C5== 

-  v>«  H"   Vj2 

2C13C6  ^= 

:  C«  -h  C3: 

2C3C,== 

=  C17  -f-  C14 

2C3Ch  = 

::Ce4-C5 

2C5C,=  C6+C4 

2  C5  C12  ^^:=^  C7  H-  C3 
2  L15  L13  ^:^^  Lig  — |—  L(2 
2  C5  C14  ^=  Cg  +  C) 

2C5C5=C,+    I, 

2Li5C6=:^C6+    Cl 

2  C15C7  =^  C5  H-  C2 

2  C5  C»  ^  C14  -f-  C3 


2  C17  C(  =  Cs  -f-  Cg 

2d7C2  ^^^^  Cig  ~4-  C»5 

2  d7  Li3 Ci7  — |—  L14 

2  C7  C4  =:=  Cg  4-  C3 
2  C17  C5  ::^=  C15  -T—  C2 

2  C17  l^g L<4   ""~    1^1 

2C7C7=:C3  4-   I, 
2  C17  Cs  ^^^^^  Cj  -h  Ci|  ^ 


Posons 


2(^4  Cl  C5  —h  C3, 

2 1^4  CiT  —  vjg  —\~  yjj^ 
2C4  C3  =:  C7  — r  C|, 
2  C4  C4  :^^  Cg  "t-    I  j 
2  C4  C5  =:  Cs  +  Cl  ) 

2  Lf4  ijg L17  "T~   d2î 

2C4  C7  =^  Cg  -{-  C3, 
2C4Cs=  Cs+  C4  ; 

2C6C,  =:  C7-r-  Cs, 
2  Cg  C2  =^=  Cs  H-  C4  f 
2  Cg  C3  :=^  Cr -f-  L.3, 

2CgC4  =^  C7  +   Coj 

2CcC5=:  CgH-  C,, 

2  Cg  Ci;  :=^    C5  -4-     I, 
2Li6C7^^^^   C4  ~T~    C|, 

2  Cg  Cg  ^^^  C3  H-  Cj  J 

2CsC,=  Cg-I-  C:, 

2C8C2=    C7    +    Cg, 

2  Cs  C3  ::=  Cg  H-  C.S, 
2  Cs  C4  ^=  C5  H-  C4  f 
2  Cg  C5  ^=^  C4  -h  C3, 
2  Cg  Cg  ^^^  C  >  -t-  Cj  f 
2  Vjg  C17  —  C<2  i~  Cl  ) 
2  Lig  Cg  ^ —  Cl  "T"  I . 


c,  -H  C2  4-  C3  +  C4  +  C,  +  C;  -f-  C7  -f  Cs  =^  S  ; 

il  est  facile  de  trouver  immédiaU^nient  la  valeur  de  S. 

En  efTel,   si   nous  ajoutons,   membre  à  membre,   les 
équations  du  premier  groupe,  par  exemple,  il  vient 

2C,S::-   2S  -4-1   —C, 
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OU  bien 

2S(i  —  C,)==C,—  I, 
cl  'où 

T 

S= 

Considérons  actuellement  les  huit  groupes  ci-dessus  et 
choisissons,  dans  chacun  d'eux,  les  quatre  relations  pour 
lesquelles  la  somme  des  seconds  membres  est  égale  à  S^ 
on  arrivera  ainsi,  en  ajoutant  membre  à  membre,  aux 
huit  égalités  qui  suivent  ; 

2C,  (C, -i~  C3  4-C«H-C,)  =  S, 
2C,  (C3-4-C,  4-  C5-4-C,)  — s, 

2C3(c.-+-c, -4-a  +  c«)=s, 

2C4(C5-f-Cn-f-C:-f-Ce)  =  S, 

^'^  ^   2C5(C,-i-C,-f-CiH-C0  r=S, 

2C6  C, +  C, -l-C, +  C,)  =s, 

2C:(C,-f-C3-4-C,  4-C,)   =i::S, 

l  2C«(C.-T-C3-f-C5-l-C,)  =S. 

Si  nous  extrayons  du  tableau  préliminaire  les  quatre 
relations 

2  L13  Lig  — —  ^3  4~  ^«  > 
2C5C:  =  C,  -I-  C5, 
2C3C,  =  Ci-|-  C:, 
2  C5  L<6  ^^^  y^  I  "T-  LiG  ) 

nous  trouverons,  en  ajoutant  membre  à  membre, 

2  (CaCc  -+-  CsC,  -I-  C3C,  +  QCc)  =  S, 


OU  bien 
Or 


2(C3-hC0(Cc+C,)  =  S. 
C3  -h  C5  =^  2C,  C|, 

Cfj  -f-  C7  :=  Ce  -f-  Ci|o  =^  2  \ji\j%  j 


et,  par  conséquent, 

oCi  C2C4  Cs  =  S. 
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D'autre  part,  nous  avons 

2C<iL<2  ^^=  Cl  -r-  C3, 

2  L14  Cl»   — ■   L14  — T~    (_I5, 

2  Cl  Cg  ^::=^  C7  H—  Cs) 

2C2C4  =:  CaH-  C,, 

et,  en  ajoutant  membre  à  membre, 

(2)  2(C.C,-l-C4C«-hC,CH-f-C2C4)  =  2(Ci  +  C4)(C2-f-CJ  =  S; 


mais 


d'où 


C,-f-C4=:2C,Q, 

C2  -f-  Cij  =  2  L13  C5, 


Cela  posé,  extrayons  des  huit  relations  (i)  les  quatre 
suivantes,  que  nous  écrirons 

f  2Ci(C3+C«H-C,)-l- 2CiC2  =  S, 
,  2C,(C3  +  C5-hC,)-f-2C,C4  =  S, 

^  j    2C4(C,^Ce-f-C;)  +  2C,C3  =  S, 

\  2C8(C3-f-C,-f-C,)-+-2CiCsr=S, 

et  joignons-y 

(2)  2C,C.,-f-  iCX,-h2C,Cs-{-  2C1C,  —  s. 

Ajoutons  ensuite,  membre  à  membre,  les  égalités 

2  Cl  Ci    rTZ    C4  -f-    C,;, 

2C2C7  —  C^  -{—  C5, 
2C4C3  =:r  Cl  -f  C7, 
2aC,=r.  C3+C:, 

il  viendra 

(4)  ,  2C,C,+    2CX;-|-    2C4C3-h2CsCe==S. 

Ajoutons  également  les  égalités  (3),  et  remplaçons  le 
premier  membre  de  (2)  par  le  premier  membre  (4)^  nous 
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aurons 

2C,(C3-f-Ce-f-G,)-f-2C,(C3-f-C5-+-C.:)+2C4(Cs  +  Cc4-C;) 

-h  2Cs(C2-f-  Cs+  C:)-|-  2  (C,  C,-f-  C.C,+  C,C3-i-  C,Ce)  :=  4S, 

ou  bien  encore 

(C,  -+-  C,H-  Ci  H-  C)  (C,  -f-  Ci  -f-  Ce  -+■  C)  =  2S  =  -  r . 

Posons 

2(C,  +  C2-hC,-f-C8)  =  ^, 

2(C3-f-c,-f-c,,+  co  =  ^,, 

et  il  vient 

(5)  i..  +  x,=-., 

(  .rx,  =— 4; 

o:  et  Xi  sont  donc  les  racines  de  l'équation  du  second 

degré 

X=-l-X  — 4  =  0. 

Nous  supposerons  que  x  représente  la  racine  positive, 
et  Xi  la  racine  négative  de  cette  équation. 
Ces  racines  étant  trouvées,  posons 

2(C.  +  C0=::7, 

2(C,-hC.)=r., 
et  il  vient 

y  -h  J,  =  2  (C,  H-  C4  +  C,  -f-  C«)  ==  or, 

jj,  =  4(c.-f- co  (G.-f- a) -- i6C3CsC,c,  =  2S  =^  - 1; 

j  etji  sont  donc  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 

Y^  — orY  — 1  =  0. 

Nous  supposerons  que  j^  représente  la  racine  positive 
et  Yi  la  racine  négative. 
Si  Ton  pose  ensuite 

2(C3  4-C5)=Z, 

2(CcH-C0  =  Z., 


nous  aurons 


;,  —  J7|, 


ZZ,  rr: —  I, 
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et  réqualion 

T? —  57,  Z  —  I  ==  o 

admettra  les  racines  z  et  Zj,  z  étant  la  racine  positive  et 
Zy  la  racine  négative. 

On  pourra,  en  conséquence,  déterminer 

C,  et  Ci,     C3  et  Cs,     C,  et  Cs,     C,  et  C,. 

En  effet, 

2(C,-f-G,)=r  j     et     2(C3-I-C5)  =  2C,.2C4  =  2;; 

2 Cl  et  2C4  sont  donc  les  racines  de  l'équation  du  second 

degré 

u?  —  ju  -f-  2  =  0, 

Les  termes  des  autres  groupes,  ci-dessus  mentionnés, 
se  trouveront  d'une  manière  analogue 5  car  nous  avons 

2C3-t-  2Ci  r=:.S, 

2C,.2C5  =jri, 

2Cj  -i-  2Cs  ^^^^\7^i, 
2  O2  •  2  Lijj  —  Zj 

2C6-h2C:=::Z„ 

2C,.  2C,  —-y. 

Les  Imit  quantités  Ci, C2,  C3,...,C8  ne  dépendent  donc 
que  d'équations  du  second  degré,  et,  dès  lors,  la  construc- 
tion du  polygone  de  dix-sept  côtés  pourra  être  effectuée 
au  moyen  de  la  ligne  droite  et  du  cercle. 

Nous  allons  montrer  comment  on  peut  n'employer 
pour  cette  construction  ([ue  le  cercle  dans  lequel  il  s'agit 
d'inscrire  le  polygone,  et  comment  on  peut  ramener  la 
solution  du  problème  à  l'inlcrsection  de  ce  cercle  avec 
certaines  droites  dont  la  position  est  déterminée  parles 
coefficients  des  équations  du  second  degré  étviblics  ci- 
dessus. 
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La  construction  en  question  repose  sur  le  théorème 
suivant  : 

Théorème.  —  Soit  tracé  un  cercle  de  rayon  i ,  et,  aux 
extrémités  du  diamètre  CD,  menons  les  tangentes  (C) 
et  (D)  parallèles  entre  elles.  Prenons  un  point  c  sur  la 


tangente  (C)  et  menons  la  transversale  cd  qui  rencontre 
le  cercle  en  E  et  E^  -^joignons  CE  et  CEj  (juii'encontrent 
la  tangente  (D)  aux  points  e  et  e^.  On  aura 


Dé?  -I-  D^,  —  -— 5 
Le 


DeXD6',  =  4 


DJ 


En  eli'et,  menons  la  corde  contact  Cm  des  tangentes 
issues  du  point  c,  ou,  en  d'autres  termes,  la  polaire  du 
point  c  \  elle  coupera  la  transversale  cd  en  ^l  et  les  quatre 
points  c ,  E,  |tJi  et  El  seront  harmoniques.  Considérons, 
d'ailleurs,  lefaisceau  Ce,  CE,  Ca,CEi,  il  sera  coupé  par 
la  tangente  (D)  aux  points  e,  w,  ej,  le  quatrième  point 
étant  à  Tinfîni  5  donc  le  point  m  est  le  milieu  de  ee^ ,  et 
l'on  aura 

D'ailleurs  les  deux  triangles  semblables  CD  m  et  COc 
donnent 


Dm 
CD 


CO 

C^ 


ou 


T>m 


Ce 
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et,  par  conséquent, 

4 
De-f-  De,  =  ~. 
Ce 

D'autre  part,  si  nous  menons  Ce   et  Csi,  nous   aurons 
évidemment 

Mais  les  triangles  semblables  CDe  et  CD  s  donnent 

Cs  _  CD 
CD~  B~e' 
ou 

De        De 


On  aurait  de  même 


r  4 


c.  +  c.=4(^  +  .^W4^^^^% 


d'où 

Cs  -^Ce.  =/i    l 

De        DeJ        ^D^xDe, 
et,  par  conséquent, 

-.  =    7^    X 


Dd        Ce        D^xDe, 

ce  qui  revient  à 

,  D^ 
Le 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

Il  résulte  de  ce  théorème  que  De  et  D^i  sont  les  ra- 
cines d'une  équation  du  second  degré,  dont  les  coeffi- 
cients sont  connus.  Ils  dépendent,  en  eflet,  des  deux 
segments  Ce  et  Ce?,  lesquels  sont  déterminés  par  la  po- 
sition de  la  transversale  cd.   Ces  segments,  aussi  bien 
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que  les  longueurs  De  et  D^i  et  toutes  celles,  en  un  mol, 
qui  seront  portées  sur  les  tangentes  parallèles  (C)  et  (D) 
sont  susceptibles  de  prendre  des  signes.  Nous  compte- 
rons, à  partir  des  points  C  et  D,  les  longueurs  positives 
de  gauche  à  droite  et  les  longueurs  négatives  de  droite  à 
gauche.  Ces  préliminaires  établis,  la  solution  du  pro- 
blème est  des  plus  faciles. 
Reprenons  les  équations 


X  -f-  .r,  =r  —   I , 
.XXi  nz:  —  ^, 

et  comparons-les  avec 

4 
Le 

,  T>d 

Le 

Pour  que  De  et  De,  représentent  les  valeurs  de  x  et 
de  Xij  il  suffit  de  prendre  Ce  r;=  —  4  et  D<:Zr=  4-4- 

Nous  mènerons,  en  conséquence,  aux  extrémités  du 
cercle  de  rayon  i,  deux  tangentes  (C)  et  (D).  Nous 
prendrons  sur  la  direction  négative  de  la  tangente  (C) 
une  longueur  Ce  égale  au  double  du  diamètre  et  sur  la 
partie  positive  de  la  tangente  (D)  une  longueur  égale 
Dd.  Nous  joindrons  c^qui  coupera  le  cercle  en  E  et  E,  ; 
puis  nous  mènerons  CE  et  CE,  rencontrant  la  tan- 
gente (D)  en  e  et  e,,  e  étant  sur  la  partie  positive  et  e, 
sur  la  partie  négative  de  la  droite  (D). 

On  aura,  d'après  cela. 

De  —X  =  2  (C,  -f-  Cv  -+-  C4  -f-  Cs), 
De,  =  a:,  n^  2  (C3  -I-  C5  +  c,  -f-  c,  ). 

Nous  avons  ensuite 

J  -1- J.  "^  =  De, 

rj.  =  —  I . 
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Pour  construire/  et  ji ,  joignons  DE  qui  rencontre 

la  tangente  (C)  en  e.  Prenons  Di=  i  et  joignons  ic, 

qui,  par  son  intersection  avec  CD,  détermine  le  point  p-^ 

on  a 

D/  _T>p        i^ 

Ce     Cp     4 

Menons  epâ,  coupant  le  cercle  en  F  et  Fa  *,  joignons  CE 
et  CP^a  qui,  prolongés  jusqu'à  leur  rencontre  avec  la  tan- 
gente (D),  donnent  les  points /et /a,  le  point  /"étant  sur 
la  partie  positive,  le  point/g  sur  la  partie  négative. 

Nous   aurons,   en  vertu   du  théorème,   et  en  tenant 
compte  des  signes. 

Ce 

Mais  les  triangles  semblables  CeD  et  CeD  donnent  la 
proportion 


Ce        CD 

CD~  Dd?' 

d'où 

Ce 

et,  puisque 

DS             T)p              i 
Ce  ~        Cp~~        4' 

nous  aurons 

D/H 

-  l>/2--Dc',     et     D/     .  Dj 

donc 

D/=zjr  :r.:2C.-:-2C„ 

D/,rr:J,i=2C,H-  ^Ch- 

Menons  actuellement  DE,  rencontrant  la  tangente  (C) 
en  El,  puis  la  droite  s^pdi  qui  coupe  la  circoiilcronce  en 

Ann.  de  Mathémat.,  2**  série,  t.  XIII.  (Octobro  1S7.}.)  OO 
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Fj  et  F3 -,  en  joignant  CFi  et  CF^,  on  obtiendra  sur  la 
tangente  (D)   les  points  J\  ci  fi.   Nous  aurons,  d'après 
cela,  toujours  en  ayant  égard  aux  signes. 


D/.  +  D/, 

4 

-Ce,' 

D/,  X  D/3 

=<ë- 

Cs, 

CD 

CD         ,, 

=         î      d  ( 

-  é.= 

Dr7, 

1 

~4^ 

D/;  =  z  = 

2C2-h  2C8, 

D/3  =  Z,  ^: 

2C«~f-2C,. 

Mai; 


et 


don( 


Il  va  être  facile  maintenant  de  construire  les  valeurs 
formant  chacun  des  groupes 

2C,  et  2C4,     2G3  et  2Ci,     2C2  et  sC^,     2Cc  et  2C7. 

Occupons-nous  du  premier. 
Nous  avons 

2C,-^2C,  zr^D/, 

2C3-}-  2C-—  2C,  X  2C4  =  D/,. 

Portons  sur  la  tangente  (C),  du  côté  positif,  C6  -~  4-> 
et  joignons  6[/i  rencontrant  le  diamètre  CD  eiiÇx  :,  puis 
menons  DFqui  rencontre  la  tangente  (D)  en  c^,  puis  en- 
core la  transversale  '^'nrji-)  qui  coupe  la  tangente  (D)  en 
r,  et  la  circonférence  en  Hj  et  H4.  Joignons  CHi,  CH;,  :  ces 
droites  prolongées  coupent  la  tangente  (D)  en  /^l  ct/i;; 
Dhi  et  DAi  seront  les  valeurs  de  2C1  et  2C4. 

En  effet,  d'après  le  théorème, 

D//,H- DÂ,-  D/, 
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donc 

2C,  r=D//,, 

Pour  construire  le  groupe  2C3  et  2C5,  on  partira  de 

263+205  =  D/,     et     2C2  -f-  2Ch  ~  2C3  X  2C5  —  D/,. 

On  joindra,  cette  fois,  le  point  Q  avec  le  point  f.,-^  la 
ligne  6|/'2  coupe  le  diamètre  CD  en  q^^  On  mènera  la 
droite  DFi  rencontrant  la  tangente  (G)  en  o^,  puis  la 
transversale  Çi^^yîi  qui  coupe  le  cercle  en  H3  et  H5.  On 
joint  CH3  et  Ciïs  qui  déterminent  sur  la  tangente  (D)  les 
points /t3  et  7^5^  Dh^  et  DA5  représentent  2C3  et  sC.i  [^). 
Pour  construire  2C2  et  2C8,  on  partira  de 

2C,-!-  2C8=D/2,       et       2C„H-2C,  rzz2C,X  2CS--D/3. 

On  joindra  Q  avecf^,  Bf^  rencontre  CD  en  </3  5  D  avec 
F2,  DF2  rencontre  la  tangente  C  en  92;  ^2  avec  ^3,  (^3^3 
coupera  la  circonférence  aux  points  H2  et  Hg.  On  mènera 
CH2  et  CHg  qui  déterminent  sur  la  tangente  D  les  points 
/z2  et  /?8  7  D//2  et  D/ig  seront  les  valeurs  de  2C2  et  iQ^. 
Enfin,  pour  construire  2 Ce  et  2C7,  on  partira  de 

2Q-I-2C,  rzrD/^, 

2C4  -I-  2C,  —  2Cc  X  2C:  -^  D/. 

On  joindra  Q  SL\ccf,  6[/' rencontre  CD  eu  ^;  D  avec  Fo, 
DF2  rencontre  la  tangente  C  en  cpg  5  cpg  avec  «7,  ^a*^  cou- 
pera la  circonférence  aux  points  H^  et  H7.  On  mènera 
CHg  et  CH7  qui  déterminent  sur  la  tangente  D  les  points 
Ag  et  h-,  ^  D//c  et  D/i7  seront  les  valeurs  de  2C6  et  '>C7. 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  lui-mùmo  la  figure  pour  le  cas  ci- 
dessus,  ainsi  que  pour  les  deux  derniers. 

3o. 
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Ayant  mené  les  transversales 

on  mène  aussi  le  diamètre  AB  perpendiculaire  à  CD.  Les 
transversales  coupent  ce  diamètre  aux  points 

K.,  K,,K3,...,Kc,  K„Ks; 

OKi,  OK2,  OK3,.  .  .,  OKg,  OK7,  ORg  représentent  les 
valeurs  respectives  de 

Cl,  C2,   C3,.  .  .,   do,  C7,  C>,. 

Que  l'on  mène  donc,  par  ces  points,  des  perpendicu- 
laires au  diamètre  AB,  ces  perpendiculaires  rencontre- 
ront la  circonférence  aux  points 

•A-iAïc»      A2A15,      A3A14,      A/,Ai;;,      AjAio,     AgAii,     A7A1J,      AgAg, 

qui  seront,  avec  le  point  A,  les  sommets  du  polygone  ré- 
gulier de  dix-sept  côtés. 


QIELQIES  TIlEORÈllES  DE  GÉOMÉTRIE, 

suivis  d'une  Élude  géométrique  des  propriétés  de  la  stroplioïde 

(voir  même  tome,  p.  ^o/,  )  ; 

Par  m.  L.  MALEYX. 


Nous  allons  maintenant  envisager  la  strophoïde  à  un 
autre  point  de  vue.  Le  triangle  QFB'  étant  isoscèle,  il 
en  résulte  qu'on  peut  considérer  le  point  B'  comme  le 
point  de  contact  avec  la  droite  OB'  d'une  parabole  ayant 
le  pointF  pour  foyer,  et  pour  axe  la  droite  Y'Y.  On  peut 
donc  considérer  la  strophoïde  comme  le  lieu  des  points 
de  contact  des  tangentes  qu'on  peut  mener  d'un  point 
fixe  O  à  une  suite  de  paraboles  liomofocales.  Deux  points 
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correspondants  B',  D'  soûl  les  points  de  contact  d'une 
même  parabole  avec  les  deux  tangentes  qu'on  peut  lui 
mener  du  point  O.  En  effet,  on  sait,  d'après  un  théorème 
bien  connu,  que  ces  deux  tangentes  sont  également  in- 
clinées sur  le  rayon  FO  et  sur  l'axe,  ou  sa  parallèle  OX. 
Soient  [fîg.  6)  A,  B,  A^,  Bi  deux  couples  de  points 


correspondants^  les  angles  AOB,  A^OBi  sont  divisés  en 
deux  parties  égales  par  ON. 

Nous  désignerons  désormais  le  point  F  par  la  dénomi- 
nation defojcr. 

Deux  rayons  OA,  OB,  dirigés  du  point  double  vers 
deux  points  correspondants,  sont  vus  du  foyer  F  sous 
des  angles  égaux  et  supplémentaires  de  l'angle  AOB  des 
deux  rayons  (Th.  II,  CoroU.  III). 

Le  produit  des  rayons  dirigés  du  foyer  F  vers  deux 
points  correspondants  est  constant  cl  égal  au  carré  du 
rayon  du  cercle  do  construction  (Th.  II,  CoroU .  II)  : 

Ôp'rrrFBX  FA. 
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Il  en  résulte  que,  si  l'on  transforme  la  strophoïde  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  en  prenant  le  foyer  pour 
pôle,  et  pour  puissance  le  carré  du  rayon  du  cercle  de 
construction,  le  point  transformé  de  A  sera  le  symétrique 
de  B  par  rapport  à  OF.  Donc  la  transformée  sera  une 
nouvelle  strophoïde  symétrique  de  la  première  par  rap- 
port à  OF. 

Il  en  résulte  encore  que  les  tangentes  à  la  strophoïde, 
en  deux  points  correspondants  A,  B,  font,  avec  les  rayons 
menés  du  foyer  aux  points  de  contact,  des  angles  égaux. 

Les  carrés  des  distances  du  point  double  de  la  stro- 
phoïde à  deux  points  correspondants  sont  proportionnels 
aux  distances  des  mêmes  points  au  foyer  (Th.  II,  Co- 
rolL  II). 

Les  droites  qui  unissent  deux  points  A,  Ai  et  leurs  cor- 
respondants B,Bi  sont  les  bases  de  deux  triangles  sem- 
bla])les  ayant  leur  sommet  commun  au  foyer.  En  effet, 


des  égalités 

BFO  ==:OFA, 
B,FO  =  OFA,, 

oh  déduit 

AFA,  -.  BFB,  ; 

de  plus 

OF' 

:=FAxFB=r.FA,xFB,; 

d'où 

FA        FB, 
FA,  ~  FB 

Les  deux  triangles  ont  donc  un  angle  égal  compris  entre 
côtés  proportionnels. 

Soit  Cl  le  point  où  se  coupent  les  droites  A,B,  ABi  : 
les  triangles  BFAj,  BiFA  sont  aussi  semblables,  comme 
ayant  un  angle  égal  en  F  compris  entre  côtés  proportion- 
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iielsj  il  en  résulte  l'égaliië  des  angles 

FA.C.  =  FAC„ 
FB.C,  —  FBC,; 

donc  les  deux  quadrilatères  AAiCiF,  BB^CiF  sont  in- 
scriplibles. 

De  la  similitude  des  triangles  AA^F,  BB^  F  on  déduit 
aussi  les  égalités 

CA,F  -    B.BF, 

CB,F=:  A.AF; 

donc  les  deux  quadrilatères  BFAïC,  B^FAC  sont  aussi 
inscriplibles. 

D'après  le  théorème  IV,  la  droite  OA^  divise  l'angle 
AAi  B  en  deux  parties  égales,  de  même  pour  la  droite  OB^ , 
par  rapport  à  ABiB*,  pour  le  même  motif,  les  droites  AAj, 
ABi  forment  avec  OA  des  angles  égaux,  et  il  en  est  de 
même  de  BA^,  BBi,  par  rapport  à  OB.  Le  point  O  est 
donc  équidistant  des  quatre  droites  A  Ai,  ABj,  AiB,  BB^j 
donc  elles  sont  tangentes  à  un  môme  cercle  ayant  le 
point  O  pour  centre  :  on  peut  conclure  de  la  remarque 
faite  sur  ce  théorème  IV  qu'elles  sont  en  même  temps 
tangentes  à  une  parabole  ayant  F  pour  foyer  et  Y' Y  pour 
axe.  Désignons  par  P,  Q,  R,  S  les  points  de  contact  des 
quatre  droites  avec  le  cercle  dont  le  centre  est  au  point 
double  j  on  a 

AA,  —  A,P  —  AP  —  A,  R  —  AQ, 
BB,  =:  B.S  —  BS  =  B.Q  -   BU. 

Retranchant 

AA,—  BB,  :- A.B  — AB,, 

qu'on  peut  écrire  sous  Tune  dos  formes 

A,B  -  AA,    -  AB,~  BB,, 
AA,-:-  AB,  — BB, -i-BA,. 
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De  la  première,  on  peut  conclure  que  le  lieu  des  points 
Aj,  Bi  est  celui  des  points  de  contact  des  tangentes  qu'on 
peut  mener  du  point  O  à  une  suite  d'hyperboles  ayant 
pour  foyers  A  et  J3  ;  Aj  est  aussi  le  pied  d'une  normale 
menée  du  point  O  à  une  ellipse  ayant  pour  foyers  A  et 
B  :  il  en  est  de  même  de  B^  ;  mais  les  ellipses  auxquelles 
OAj,  OBi  sont  normales,  sont  distinctes,  tandis  que 
OAi,  OBi  sont  tangentes  à  la  môme  hyperbole. 

De  la  seconde  forme,  on  peut  conclure  que  les  points 
Al,  Bi  sont  foyers  d'une  même  ellipse  tangente  en  A  et  B 
aux  droites  fixes  OA,  OB.  Du  reste,  il  n'y  a  rien  d'abso- 
lument déterminé  quant  au  genre  des  courbes  auxquelles 
on  mène  des  tangentes  du  point  O,  ni  quant  à  celui  des 
courbes  tangentes  à  OA  et  OB  en  A  et  B  ;  ce  genre  dépend 
de  la  position  des  points  A  et  B  par  rapport  à  A^  et  Bi  : 
les  conclusions  précédentes  se  rapportent  à  la  figure  par- 
ticulière que  nous  avons  considérée. 

Donc,  en  général,  la  slrophoïde  peut  être  considérée 
comme  le  lieu  des  points  de  contact  de  toutes  les  tangentes 
qu'on  peut  mener  de  son  point  double  à  toutes  les  courbes 
homofocales  du  second  degré,  et  ayant  deux  de  ses  points 
correspondants  quelconques  pour  foyers. 

Les  paraboles  homofocales  qui  nous  ont  servi  à  établir 
cette  propriété  ne  constituent  qu'un  cas  particulier  de 
cette  infinité  de  systèmes  de  courbes  du  second  degré. 

La  strophoïde  est  aussi  le  lieu  des  foyers  des  courbes 
du  second  degré  tangentes  aux  rayons  dirigés  de  son 
point  double  vers  deux  de  ses  points  correspondants 
quelconques,  le  contact  ayant  lieu  en  ces  points. 

On  reconnaît  facilement  que  les  points  C,  Ci  sont 
points  de  contact  des  droites  OC,  OCi  avec  une  liyper- 
bole  ayant  A  et  B  pour  foyers  ^  donc  ils  appartiennent  à 
la  strophoïde,  et,  comme  ces  droites  OC,  OCi  sont  éga- 
lement inclinées  sur  OA,  OB,  et,  en  conséquence,  sur 
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ON,  d'après  un  ihéorèrne  connu,  il  en  résulte  que  C  et  Ci 
sont  correspondants. 

D'après  cela,  on  peut  formuler  le  théorème  suivant  : 

SiV on  circonscrit  un  quadrilatère  à  un  cercle  et  qu'on 
le  complète^  ses  six  sommets  sont  sur  une  même  stro- 
phoïde  dont  le  centre  du  cercle  est  le  point  double  ;  son 
foyer  est  celui  de  la  parabole  inscrite  au  quadrilatère  j 
sa  direction  asjmptotique^  celle  de  l'axe  de  cette  para- 
bole; les  trois  diagonales  du  quadrilatère  sont  tangentes 
à  la  parabole  ajant  pour  fojer  le  point  symétrique  du 
point  double  de  la  strophoïde  par  rapport  aufojer,  et 
pour  directrice  la  parallèle  à  V asymptote  menée  par  le 
point  double. 

Il  nous  sera  maintenant  facile  de  construire  la  tan- 
gente en  un  point  de  la  courbe.  Supposons  que  la  droite 
AiBi  se  rapproche  indéfiniment  de  AB,  les  angles  OAC, 
OACi  sont  constamment  égaux;  mais,  à  la  limite,  ACi 
se  confondra  avec  AB,  et  AG  avec  la  tangente  en  A  :  donc 
la  tangente  au  point  A  est  symétrique  de  la  droite  qui 
unit  le  point  A  à  son  correspondant,  par  rapport  au 
rayon  qui  unit  le  point  double  au  point  de  contact. 

Quand  AiBi  vient  se  confondre  avec  AB,  OCj  devient 
perpendiculaire  à  AB,  et  la  limite  de  C,,  qui  est  la  pro- 
jection du  point  double  sur  AB,  appartient  à  la  stro- 
phoïde. 

On  peut  donc  considérer  la  strophoïde  comme  le  lieu 
des  projections  de  son  point  double  sur  les  droites  unis- 
sant deux  de  ses  points  correspondants. 

Ces  droites  enveloppent  une  parabole  que  nous  avons 
définie,  et  le  point  double  de  la  strophoïde  est  sur  la  di- 
rectrice de  cette  courbe.  Donc  la  strophoïde  est  podaire 
d'une  parabole,  si  l'on  prend  pour  pôle  un  [)(>lnt  quel- 
conque de  la  directrice. 
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Si  l'on  prenait  pour  pôle  un  point  non  situé  sur  la  di- 
rectrice, la  podaire  ne  pourrait  être  une  strophoïde,  car 
ses  tangentes  au  point  double  ne  seraient  plus  rectangu- 
laires. 

Si  Von  considère  un  triangle  et  le  cercle  inscrit,  le 
centre  du  cercle  inscrit  est  point  double  commun  de  trois 
strophoïdes  passant  toutes  les  trois  par  les  trois  sommets  ; 
de  plus,  chacune  d'elles  passe  par  Tun  des  points  de  con- 
tact du  cercle  et  de  l'un  des  côtés;  les  deux  autres  côtés 
lui  sont  alors  tangents  aux  extrémités  de  celui  sur  lequel 
se  trouve  le  point  de  contact. 

Soit  une  strophoïde  donnée  par  son  foyer,  son  point 
double,  la  direction  asymptotique  -,  on  donne  la  droite 
AjC  passant  par  un  point  A^  de  la  courbe  :  on  propose 
de  trouver  les  autres  points  communs  de  la  droite  et 
de  la  courbe. 

Du  point  double  O  comme  centre,  nous  décrirons  un 
cercle  langent  à  AiC;  puis  nous  déterminerons  le  point 
Bj  correspondant  à  A^.  De  ce  point,  nous  mènerons  deux 
tangentes  au  cercle  :  leurs  intersections  A,  C  avec  la 
droite  A^C  nous  donneront  la  solution. 

Nous  allons  démontrer  maintenant  que  la  strophoïde 
a  la  propriété  de  se  transformer  en  elle-même  par  rayons 
vecteurs  réciproques,  et  sans  altération  de  position,  en 
prenant  pour  pôle  l'un  des  points  correspondants  prin- 
cipaux, et  pour  puissance  le  carré  de  sa  distance  au  point 
double. 

Pour  construire  le  lieu  par  points,  nous  pouvons  dé- 
terminer ses  deux  points  correspondants  principaux, 
puis,  de  ces  points,  mener  des  couples  de  tangentes  à  un 
cercle  variable  dont  le  centre  soil  au  point  double;  cha- 
que cercle  vaiiable  nous  fournira  quatre  points  nouveaux, 
sommets  d'un  quadrilatère  inscriptible.  En  ell'et,  les 
rayons  qui  vont  du  point  double  aux  points  corrcspon- 
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dants  principaux  sont  rectangulaires  5  de  plus,  ils  sont 
bissectrices  des  angles  formés  par  les  côtés  opposés  du 
quadrilatère  dont  les  quatre  sommets  sont  les  points  que 
nous  venons  de  construire  5  mais  on  sait  que  les  angles 
de  ces  bissectrices  sont  respectivement  demi-somme  de 
deux  angles  opposés  du  quadrilatère  5  donc  ces  angles  sont 
supplémentaires  et  le  quadrilatère  est  inscriptible. 

Soient  donc  (ffg'  7)  A,  B  les  points  correspondants 
principaux  d'une  strophoïde  dont  O  est  le  point  double; 


rip.7 


nous  venons  de  montrer  que  les  quatre  points  P,  Q,  R, 
S,  qui  appartiennent  à  cette  courbe,  sont  situés  sur  un 
cercle,  et  qu'en  conséquence 

BP  X  BQ  r  :  BS  X  BR, 
AP  X  AS  1^  AQ  X  AR. 

Pour  établir  le  théorème  énoncé,  il  suffit  de  montrer  que 
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le  produit  BP  X  BQ  est  égal  au  carré  de  BO,  et  que 
AQ  X  AR  est  égal  à  celui  de  AO. 

On  voit  facilement  que  Tangle  POQ  est  la  moitié  de 
l'angle  NOM,  qui  est  lui-même  le  supplément  de  Tangle 
A  -,  donc 

POQ==-  — OAM, 

2 

PQO  :^    OQM  ^--  -  —  QOM  =  -  —  QOB    [-  MOB. 

Ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  en  ob- 
servant que  les  deux  angles  OAM,  MOB  sont  égaux, 
comme  ayant  leurs  côtés  perpendiculaires,  on  a 

POQ  -{-  PQO  =  7:  —  QOB, 

d'où 

QOB  =  OPB. 

Dès  lors,  les  deux  triangles  POB,  QOB  sont  sembla- 
bles, et  l'on  en  déduit  la  première  des  égalités  à  démon- 
trer : 

PB        OB  — 2 

-=-     ou      OB..BPXBQ. 

La  seconde  s'établit  de  la  même  façon  :  la  proposition 
est  justifiée. 

Soient  [fig-  8)  F  le  foyer  d'une  stroplioïde,0  son  point 
double,  X'X  la  direction  asymptoiique,  A,  B  deux  points 
correspondants.  Décrivons, du  point  O  comme  centre,  un 
cercle  arbitraire,  et  menons-lui  des  tangentes  des  points 
A  et  B.  Ces  tangenles  se  coupent  en  quatre  points  Aj, 
Bi,  A2,  B2,  qui  appartiennent  à  la  courbe  et  sont  corres- 
pondants deux  à  deux.  jNous  avons  vu  que  les  quatre  qua- 
drilatères AA1B2F,  BB1B2F,  AA2B1F,  A1A2BF  sont 
inscriplibles.  On  peut  établir  ce  fait  de  plusieurs  autres 
manières  :  d'abord  il  résulte  de  la  remarque  faite  sur  le 
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théorème  IV  que  les  quatre  droites  AA,,  ABi,  BAg,  BAi 
sont  tangentes  à  une  même  parabole  ayant  F  pour  foyer 
et  Fj  pour  axej  donc,  d'après  un  théorème  connu,  les 


quatre  cercles  circonscrits  aux  triangles  AA1B2,  AA^Bj, 
BAi  A2,  BB1B2  passent  par  le  foyer  F  de  cette  parabole. 
En  second  lieu,  nous  avons  vu  que,  si  l'on  transformait 
la  strophoïde  par  rayons  vecteurs  réciproques,  en  prenant 
pour  pôle  le  foyer  et  pour  puissance  le  carré  de  sa  dis- 
tance au  point  double,  on  obtenait  une  seconde  stro- 
phoïde symétrique  de  la  première  par  rapport  à  la  droite 
OF.  Soient  fl,  «1,  «2,  ^,  ^'1.  ^2  les  points  symétriques  de 
A,  Al,  A.,  B,  Bi,  Bspar  rapport  à  OF;  les  points  a,  a,, 
«2  étant  sur  une  même  ligne  droite,  B,  Bi,  B^,  qui  en 
sont  les  transformés,  sont  sur  un  cercle  passant  par  le 
pôle  F.  Les  quatre  quadrilatères  AAjB.F,  BBiB.F, 
AA2B1F,  Al  A2HF  sont  donc  inscriptibles  dans  des  cer- 
cles respectivement  transformés  desquatrcs  droites  hb^a^^ 
aa^a,^  hh.^a^,  h.h.a.  Or  les  quatre  droites  ha.,  aa^, 
hn^,  h^a  sont  tangentes  au  cercle  de  centre  O;  donc  les 
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quatre  cercles  transformés  sont  tangents  à  un  même  cercle 
transformé  du  cercle  O.  Ce  cercle  transformé  a  son  cen- 
tre sur  OF  et  coupe  ortliogonalement  le  cercle  transformé 
de  la  perpendiculaire  à  OF  en  O;  donc  la  stropboide 
peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  communs 
des  cercles  passant  par  son  foyer  F  et  deux  de  ses  points 
correspondants  A,  B,  et  tangents  à  un  cercle  variable  dont 
le  centre  se  meut  sur  OF,  et  qui  coupe  ortliogonalement 
le  cercle  ayant  OF  pour  diamètre. 

Les  quatre  droites  Z><32,  aa,^^  Z^a^,  b^a  sont  aussi  tan- 
gentes à  une  même  parabole  ayant  F  pour  foyer  et  pour 
axe  la  droite  symétrique  de  Y' Y  par  rapport  à  OF;  donc 
les  quatre  cercles  transformés  sont  tangents  à  la  courbe 
transformée  de  cette  parabole,  courbe  qui,  d'après  le 
corollaire  II  du  théorème  III,  est  un  limaçon  de  Pascal. 

Les  droites  ab^  «i^n  ci^b^^  qui  unissent  deux  points 
correspondants  de  la  seconde  stroplioïde,  enveloppent 
une  parabole  ayant  pour  foyer  le  point  Oj  et  pour  direc- 
trice la  symétrique  de  X'X  par  rapport  à  OF;  donc  les 
cercles  transformés  qui  passent  par  le  foyer  de  la  pre- 
mière stroplioïde  et  deux  de  ses  points  correspondants 
enveloppent  une  courbe  transformée  de  la  parabole  fixe 
dont  il  vient  d'être  question. 

La  courbe  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques 
d'une  stroplioïde,  en  prenant  le  point  double  pour  pôle, 
est  une  hyperbole  équilatère. 

En  effet,  soient  O  le  point  double  d'une  stroplioïde, 
A,  B  deux  points  correspondants  fixes  de  la  courbe,  Bg 
un  point  variable  sur  cette  ligne.  Les  angles  OB2A, 
OB2B  sont  égaux-,  on  peut  donc  considérer  la  stroplioïde 
comme  le  lieu  du  point  commun  de  deux  segments  ca- 
pables d'un  même  angle  variable,  respectivement  décrits 
sur  les  droites  fixes  OA,OB.Si  nous  transformons  la  figure 
par  rayons  vecteurs  réciproques,  en  prenant  le  point  O 
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pour  pôle,  nos  deux  cercles  qui  passent  par  le  point  O 
et  parles  deux  points  fixes  A,  B,  en  coupant  les  droites 
OA,  OB  sous  un  même  angle,  se  transformeront  en  deux 
droites  passant  par  les  points  transformés  de  A  et  B,  que 
nous  appellerons  respectivement  a  et  jS,  et  qui  feront  avec 
Occ  et  0(3  des  angles  égaux,  et,  en  conséquence,  avec  a(3 
des  angles  dont  la  différence  sera  fixe.  On  sait  que  le  lieu 
du  sommet  d'un  triangle  dont  la  base  est  fixe,  ainsi  que 
la  différence  des  angles  à  la  base,  est  une  hyperbole  équi- 
latère  :  la  proposition  est  ainsi  démontrée. 

Le  lieu  géométrique  du  point  conjugué  harmonique  du 
foyer  d'une  strophoïde,  par  rapport  aux  deux  points  de 
rencontre  de  cette  courbe  avec  une  sécante  issue  du  foyer, 
est  une  circonférence  de  cercle. 

Soient,  en  effet  (fig.  9),  F  et  O  le  foyer  et  le  point 


doubled'une  strophoïde,  X'X  la  direction  asymptotîque^ 
deux  de  ses  points  A,  B,  en  ligne  droite  avec  le  foyer, 
sont  placés  aux  extrémités  de  deux  rayons  rectangulaires 
issus  du  point  O  ^  l'angle  AOB  étant  droit,  pour  construire 
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le  point  0)  conjugué  harmonique  du  point  F  par  rapport 
à  Aet  B,  il  suffit  de  faire  l'angle  AOwégal  à  l'angle  AOF. 
Désignons  par  0  l'angle  fixe  XOT.  et  par  a  l'angle  va- 
riable AFO  :  nous  avons,  dans  le  triangle  FOw, 

FcoO  "  2^^— a  —  2AOF, 

et  dans  le  triangle  FAO,  en  observant  que  le  triangle  lAO 
est  isoscèle, 

lAO  =  a  -i-  AOF  -"  lOA  ::=2.<i—  0  —  AOF, 

d'où 

0  —  i'^—  a  —  2AOF  —  FwO; 

le  point  o:>  est  donc  situé  sur  le  cercle  passant  par  F  et  O, 
et  tangent  à  X'X. 

J'ai  été  conduit,  par  cette  étude  des  propriétés  de  la 
strophoide,  à  mettre  en  évidence  quelques  propriétés  de 
certaines  figures  ayant  entre  autres  celle  de  se  transfor- 
mer en  elles-mêmes  par  rayons  vecteurs  réciproques  j  bien 
que  leur  démonstration  ne  soit  pas  aussi  indépendante  de 
tout  calcul  que  celle  des  précédentes,  elle  est  encore  assez 
simple  pour  être  facilement  lue  parles  élèves,  et  je  pourrai 
en  faire  l'objet  d'un  second  arlicle. 


SOLIITIOX  DES  QUESTIONS  ÉLÉMENTAIRES  PROPOSÉES 
Al]  CONCOURS  D'AfiHÉGATION  DE  1873  5 

Par  m.  g.  LAUNOY, 

Professeur  au  lycée  de  Tournon. 

Solution  de  la  question  de  Géométrie. 

ABC  [fig.  i)  est  le  triangle  proposé^  m,  '^5/^5  fjii\  s 
sont  les  points  de  contact  des  cercles  exinscrits;  A'B'C 
est  le  triangle  résultant. 

1"  La  première  partie  se  démontre  sans  difficulté. 
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2°  La  hauteur   AH   du   triangle    ABC   rencontre  les 
côtés  A'B',  A'C  de  A'B'C  en  A'  et  A'. 

Fig.  I. 


Alors  le  triangle  AHC  et  la  transversale  A'B'  donnent 

de  même,  le  triangle  AHB  et  la  transversale  A'C  '  donnent 

A"  A         m  A 


A"  H        nA  ' 

il  suffit  alors  de  vérifier  la  proportion 


Oi 


vA m  A  vA         r\\ 


vA         /)  —  h 
m  A       p  —  c 

Ami.  (le  Mathémnt.,  i^  série,  t.  XIII.  (Octobre  i  87/1.)  3  I 
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et 


rE        /B-f-BH       ^      ^~^' 


a^-\-c-~ 

h' 

ib 

_p-b^ 

d'-^  b^  — 

c^       p  —  c 

nW        /?C-4-CH 

lb 

donc  le  théorème  est  démontré. 

?>^  La  considération  des  angles  montre  immédiatement 
que  le  point  O,  commun  aux  trois  hauteurs  du  triangle 
ABC,  est  le  centre  de  la  circonférence  circonscrite  au 
triangle  A'B'C^ 

Remarque.  —  ABC  et  A'B'C  sont  homologiques;  O 
est  le  centre  d'homologie,  l'axe  passe  par  les  trois  points 
(AB,  A'B'),  (AC,  A'C),  (BC,  B'C').' 

Solution  de  la  question  de  Mécanique. 

A,  B,  C, .  .  . ,  L  est  le  système  proposé  des  points  dont 
le  nombre  est  7Z -,  O  est  le  centre  de  la  sphère;  m  est  la 
position  d'équilibre  cherchée.  Remplaçons  la  sphère  par 
une  force  mR  passant  par  O;  le  point  m  entièrement 
libre  est  alors  en  équilibre  sous  l'action  simultanée  des 
efîbrts  m  A,  wB, .  .  . ,  mR,  et  par  conséquent  il  occupe  la 
position  du  centre  de  gravité  d'un  système  de  (/i  -j-  i) 
points  massifs  égaux  ayant  leurs  centres  respectifs  en 
A,  B, .  .  .,  R  (Leibnitz).  En  second  lieu,  si  l'on  prolonge 
mR  au  delà  de  m  de  la  n'"""'  partie  de  sa  longueur,  on 
obtiendra  le  centre  de  gravité  des  n  points  massifs  A, 
B,.  .  .,  L,  c'est-à-dire  le  centre  des  moyennes  distances 
G  du  système  proposé.  Donc  : 

i^  La  position  d'équilibre  du  point  m  est  sur  la  droite 
OG5 

1^  La  réaction  sphériquc  est  égale  à  n  .niÇr. 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  les  points  de  la  sphère 
pour  lesquels  la  composante  normale  est  donnée   seront 
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distribués  symétriquement  autour  de  la  position  d'équi- 
libre :  le  lieu  demandé  sera  donc  une  circonférence  de 
pôle  m  tracée  sur  la  sphère. 

Remarque.  —  Le  point  m  peut  être  assujetti  à  rester 
sur  la  sphère  de  trois  manières  dilïérentes  : 

1°  Il  est  fixé  à  l'extrémité  d'un  fil  flexible  et  inexten- 
sible ou  bien  placé  à  l'intérieur  d'une  sphère  creuse  :  une 
seule  position  d'équilibre  entre  O  et  G.  L'équilibre  est 
stable. 

2"  II  est  posé  simplement  sur  la  sphère  :  une  seule  po- 
sition d'équilibre  au  delà  de  O.  L'équilibre  est  instable. 

3°  Enfin  il  est  fixé  à  l'extrémité  d'une  tige  rigide  et  sans 
poids  :  deux  positions  d'équilibre,  l'une  stable  et  l'autre 
instable. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  949 

(voir  ?.*  série,  t.  VIII,  p.  333)  ; 

Par  m.  C.   HARKEMA. 

Trouver  toutes  les  courbes  planes  pour  lesquelles  la 
projection  de  la  normale  sur  le  rayon  vecteur  est  con- 
stante. On  compte  la  normale  du  point  de  la  courbe  à 
une  droite  fixe  donnée  y  et  le  rayon  vecteur  du  point  de 
la  courbe  à  un  point  fixe  pris  pour  pôle. 

Les  coniques  donnent  une  solution  particulière. 

(Genocchi.) 

Prenons  pour  axes  coordonnés  le  système  orthogonal 
suivant  :  l'origine  O  au  point  (ixc  donné  et  Taxe  OX  pa- 
rallèlement à  la  droite  donnée  MN.  Soient  P  un  point 
de  la  courbe^  PQ  la  normale  comptée  de  la  façon  indi- 

3r. 


(  m  ) 

(|uée,  'POX--^9,  (PQ,MN)=.tf;,  [OP^Q)  ^  £,  et  la 
distance  OM  ---  a. 

La  condition  du  problème   s'exprime,  d'après   cela, 
comme  il  suit  : 

(l)  PQcOSç  :^  COnSt.  =:  f{ . 

On  a  évidemment 

Y  ,  dx 

^  =  J>  —  0,      tann0r=-?      tangJ;  = —  : 

'  "^  X  Cl  y 

donc 

xdf  —  Y  dx 

cos  Ç  ==     ■-  ,.  • 

\/x^-r-f'^d.r'-hdy- 

La  longueur  de  la  normale  est,  dans  ce  cas, 


L'équation  (i)  devient  donc,  après  la  substitution  des 
valeurs  trouvées, 

/  ^  A    /      ■     l^^XY  r.dy  —ydx 

'V  \  dx  I       ^^2  _|_  yi   ^^^2  _^  dyi 

ou  bien,  après  quelques  faciles  transformations, 

.  xdy  —  r  dx         ,        /  r^  dx 

(2)  (r  -  a)  —^ A-  y/  H-  -,  -  z.-.  o. 


Tout  revient  à  intégrer  cette  équation  différentielle, 
A  cet  effet,  faisons  la  substitution  -  i^  z\  il  vient 

X 


X 

r  dx 

X 

Posons  maintenant 


(3)  [xz  — a)dz  —  ksli+z" -^ —  o. 


x=i  --,       a  on       r/j;  —  —  — -  -, 
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l'équalion  (3)  devient 


a]  dz  -i-  A-  V  I  -4-  3^  --  r=  O- 


OU 


bien 


(4)  ^ -L_,^^_^ 

Celte  équation  est  linéaire,  et  l'on  peut  trouver  son 
intégrale  d'après  la  formule  connue  exprimant  l'intégrale 
d'une  équation  linéaire-,  mais  nous  préférons,  pour  faci- 
liter l'intégration,  faire  encore  la  substitution  suivante  : 

—  ,,     ,  I  —  W-  I  H-  W- 

i/l-4-Z^r::r:2-|-tO,        dou       2=: r        clz  r= —  c/oJ  . 

D'après  cela,  nous  aurons,  au  lieu  de  l'équation  (4), 

cioi         fi  (ti  1  h  w 

L'intégrale  de  cette  équation  est 

Supposons  pour  un  moment  A^a^  alors  cette  inté- 
grale pourra  s'écrire 


n 

(7)  V  k         .' 


Si  l'on  substitue  au  lieu  de  ^  et  o)  leurs  valeurs  en  x  et 

I  i/«c'  -^  Y'  ■ Y  .        .       , 

y\  à  savoir  -  et  L ! ^,  on  obtient  Téquation  inte- 
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grale  de  (2)  : 

(I        I  I -^ sl^^ -+- f-  —.ri 
a:       ~'2.\_[a  —  k)[  \jx^-hj^  —  y^        ~  {a  -I-  k)x'  J 
(8)      s                                     _              _^ 

Cette  équation,  dont  le  degré  dépend  du  rapport-» 

fi 

représente  les  courbes  clierchées.  Dans  le  cas  particulier 
C  =  o,  cette  équation  représente  une  conique.  En  effet, 
on  a  alors 


I         1  r  œ  s/x"^  -+■  j"^  —  JT 1 

^'^  ^\_[a  — k){sJ3^-^'~  y)  {a-\-k)x     y 

si  l'on  multiplie  par  v/-^^ H- /^ 4- j^  les  deux  termes  de  la 
première  fraction  entre  parenthèses,  on  obtient 


X        2  [_    {a  —  k)x  {a  -^  k)x    J ' 

et  enfin,  réduisant  et  faisant  disparaître  le  radical, 

(9)      k\r' -^  [k'- —  iû]  y^  ~~  2  (/'—«').}-—  (k^  ~  a-'Y  ^.- Q . 

Cette  équation  représente  une  ellipse  si  A^  a,  une  hy- 
perbole si  k<^ a.  Si  «^o,  k=  o,  on  a  la  droite  j'^  —  a  =  o, 
et  la  longueur  de  la  normale  s'annule.  Dans  le  cas  a  z^  o, 
A^o,  cette  équation  devient 

x'-  -:-  y'  —  A-% 

et  représente  un  cercle  de  rayon  k. 

Supposons   maintenant  k  =  <7,    et  reprenons   la   for- 
mule (6),  nous  aurons 

1     loccj  I  C 

J» D  ,       1 

2  A"  W  i\.  fC  W 

ou  bien 

4  /.  wH  -    1  log  w  -!   w'  —  4  /'  C  —  o . 


(  487) 
La  substitution  des  valeurs  connues  de  w  et  de  J  nous 
donne 

\2 


.7; 

io\        \  ^ 


X 


\    —  4/.C=--rO, 


ce  qui  est  l'équation  d'une  courbe  transcendante. 

Note.  —  Cette  question,  dont  la  solution  a  été  insérée 
dans  les  Nouvelles  Annales  [voir  2®  série,  t.  X,  p.  4^), 
fut  résolue  d'une  manière  incomplète,  je  dirais  même 
fautive.  En  effet;  par  une  solution  particulière  on  entend 
une  solution  qui  se  déduit  de  la  solution  générale  en 
attribuant  à  la  constante  arbitraire  une  valeur  particu- 
lière. Or,  de  l'intégrale  donnée  par  l'auteur  de  la  solution 
(p.  43)5  on  ne  saurait  déduire  l'équation  d'une  conique, 
en  attribuant  à  la  constante  C  une  valeur  particulière. 
L'auteur  déduit  cette  équation  en  supposant  que  le  pôle 
est  situé  sur  la  droite  donnée,  ce  qui  n'est  point  indis- 
pensable. 

Généralisation  de  la  question  10G9 

(voir  2"  série,  t.  XI,  p.  1,3  ); 

Par  m.  ROEHLER. 

Si  trois  coniques  ont  deux  à  deux  un  foyer  commun, 
leurs  cordes  communes  concouient  trois  à  trois. 

(E.   Lemgiae.) 

La  propriété  dont  il  s'agit  peut  être  envisagée  comme 
un  corollaire  d'un  théorème  plus  général  ([ui,  je  crois, 
n'a  pas  encore  été  remarqué. 

Si  l'on  a  trois  droites  a,  |3,  y  passant  par  un  point  P, 
trois  autres  a',  |3',  y' passant  par  un  point  P',  et  trois 
coniques  K,,  K2,  K3   inscrites  respectivement  dans  les 
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quadrilatères  (jSjS'yy'),  \^yy'  xx')^  (aa'|3(3'),  six  de  leurs 
cordes  communes  concourent  trois  à  trois. 

Soient  D  =  o  l'équation  de  la  droite  PP'^  ^V  =:  o, 
B  =  o,  G  ::=  o  celles  des  droites  qui  joignent  les  points 

(|5./,7.,6'),(/...',a.7'),(a.[5',  /3.a'). 

On  aura,  si  l'on  multiplie  les  diverses  équations  par 
des  coefficients  numériques  convenablement  choisis,  les 
relations 

PP'  —  77'  =  A  .  D,      77'  —  aa'  =  B  .  D,       y.y!  —  (38'  1=  CD, 

et 

A  -h  B  +  C  =  o, 

cette  dernière  exprimanfc  que  A,  B,  C  passent  par  un 
même  point.  L'équation  de  la  conique  Ki  peut  s'écrire 
sous  les  deux  formes 

4/-^77'  =  (D-/^A)% 

D  4-  /^  A  =:  o  et  D  —  /- A  :=  o  représentant  les  deux 
cordes  de  contact  correspondant  aux  angles  circonscrits 
j3,S',  yy',  cordes  qui  passent,  comme  on  sait,  par  le  point 
d'intersection  de  A  et  D,  et  forment  avec  ces  droites  un 
faisceau  harmonique. 

On  aura  de  même,  pour  K,,  les  deux  formes 

4//i  =  77':=(D-l-/;/2B)%      4A7;-aa'  — (D— /72-B)-, 
et  pour  K3 

/in'y.x  —{D  -hn'Cy-,        /^n'<^^'=z  (D  —  n-C)\ 

Cela  posé,  un  des  systèmes  de  cordes  communes  à  K, 

et  K3,  celui  dont  le  sommet  est  à  l'intersection  des  cordes 

de  contact  D  —  m^B  =^  o  et  D  -\~  ii-  C  =  o,  aura  pour 

équation 

/DH-;z'Cy       /D  —  w'By  _ 

c'est-à-dire 
(  i)  — m^ nB  -'.-  //i/i' C  -':-  D  [m-'t-  ri]=^ o,     (i')  m^nB      mn-C   \   T>{m~  n]=:o. 
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Les  deux  systèmes   analogues   relatifs   à   (K3,  Kj)  et 
(Kl,  K2)  sont 

(2)  — //2/G-l- «/^A -i-D'«H- /)  — G,      {1')  /z2/C--«PA-l-D(/?— /)  —  o, 

(3)  —  PmA-h/w^B-j-D(/-r-m)  — o,      (3')  r-mk-^-  Im^B -r-BJ-  m)=so. 

Je  considère  les  trois  cordes  (i'),  (2)  et  f3). 
En  introduisant  la  condition  A  -i-  B  -;-  C  -^  o,  les  trois 
équations  deviennent 

171- nB  -!-  rnn^C  -r-  D(m  —  /z)  nr  o, 

—  ;?rB  —  {ni-'  H-  /z'/jC  H-  D(/-f-  /?)  —  o, 

(  /ffr  ~~  r-  ni)  B  -f-  /'  m  C  -i-  D  (  /  -f-  /;  )  :—  o. 

Or  le  déterminant  de  ces   trois  équations  est  nul;   il 
peut  en  effet  s'écrire 

m  —  n 


D 


m 


l  l  -{-  n 

l  -r-  ffl  l 


inn 
l  -^  n 
'  ~  ni 
l  -^  m 

))il 

OU,  en  ajoutant  aux  éléments  de  la  première  ligne  ceux 

des  deux  dernières, 

/  -h  m       n  '  -  l  C)       I 

n  --  / 
2D 


i^  ni-  li 


i^  ni-n- 


__         2D(///  -f-/)  (//^-/) 


l'ni^/i^ 


l 

n  -.-  / 

ni 

l  +  ni 
1 

/ 

l-~m 

"  niF 

I 

I 

0 

l 

I 

l-r-n 

l  H-  /// 

n 

/ 

/    •-  m 

I 

7i  Z'i 

m 

!     I 

0 

0 

/ 

m 

/  -'-  n 

/  +  /// 

L  -1-  /;/ 

n 

n 

l  H-  nt 

I     - 

L  -i-  // 

m 

-^  o 
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Ainsi  los  droites  (i'),  (2),  (3)  se  coupent  en  un  même 
point.  Il  en  est  de  môme  des  deux  autres  groupes  (2'), 

(3),  (.)el  (3'),  (.),{.). 

Pour  passer  de  là  au  théorème  de  M.  Lemoine,  il  suffit 
de  supposer  que  les  points  P  et  P'  sont  les  deux  points 
imaginaires  situés  à  l'infini  sur  un  cercle. 

Voici,  du  reste,  la  démonstration  directe  : 

Soient  (^1,  j3i),  («2,  (Bg),  (^3,  fù-^)  les  coordonnées  rec- 
tangulaires des- trois  foyers^  K23,  K31,  K12  les  trois  co- 
niques qui  ont  deux  à  deux  un  foyer  commun,  et  dont 
les  axes  focaux  sont  a,  Z>,  c. 

Si  l'on  pose 


(j:--a,;^-l-(j—  P2 


0: 


2' 


puis 

(2.r_  a,-  a3)(a3-  a^)  -f-  (  2  J  -  (5,-  (^3  )  (  p3  -  PO  =  A., 
{2.x  —  «3 —  a.)  'a,  —  «3)  -h  (2r  —  P3  —  p.)  (pi  —  p3)  =  A„ 
(2X  —  a,  —  a,)  (a,—  a.)  H- (  2J  —  p,  —  p,)  (P^—  p.)  =  A3, 

les  équations  des  coniques  pourront  s'écrire 

"j  4..^^,^:^(A.  4-«M%      "I  4^-^^1=^(A.+  ^^)% 

'   I     4cVÎ;    r;^  (A3   -r-Cy. 

Les  systèmes  de  cordes  communes  qui  se  coupent  aux 
points  d'intersection  des  directrices  correspondantes  se- 
ront 

(i)  cA,-bA,~bc{b-r-c)z^o,     (i')  cA,-hbA,—  bc(b—c)=o, 

(2]  nA:i-  cAi  —  ca{c-i-a)^=o,      {'^■')  fiA^-\-cA,-~  ca(c~- a)z=o, 

(3)   bA,-  aAr-ab[a-hb]:~o,      (3')    />A, -f«AH-«^(«  — ^)=o. 
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On  verrait,  comme  ci-dessus,  que  les  déterminants 
des  équations  (i^],  (2),  (3);  (2'),  (3),  (i)^(3^;,  (i),  (2) 
sont  nuls. 

Question  1123 

(voir  2"  série ,  t.  XII,  p.  r)28  )  ; 

Par  m.  a.   PELLISSIER. 

Les  conditions  pour  que  riijperholoïde 

ayz  -\-  bzx  -h  cxy  H-  abc  — -  o 

soit  de  vèi^olution  sont^  ).,  p.,  v  étant  les  aîigles  des 
axes  et  a^  Z>,  c  ^  o, 

abc 
I  —  cos)i        I  —  cosy.        I  —  cosv 

On  propose  d' interpréter  géométriquement  ces  rela- 
tions. (A.  DE    SaiIsT-GeRMAIN.) 

Soit 

.7.'^  -t-  jk'  -i-  z^  -;-  lyz cos)^  -\-  1ZX  cosf/  -\-  ixr  COSV  —  R^  :=r  o 

l'équation  d'une  sphère  concentrique  à  Thyperboloïde  ^ 
l'équation  générale  des  surfaces  passant  par  rinterseclion 
des  deux  premières  sera 

A-(j:-  -\- y"'  -h  z^)  -V- yz[i  kcos\  -4-  /?)  -J-  zx(i  /  cosa  -I-  b) 

H-  xj  (aXcosv  ^-  c)  —  /R--}-  abc  -  =  o. 

Si  l'hyperboloïde  est  de  révolution  ,  on  devra  pouvoir 
déterminer  A  de  telle  sorte  que  cette  écjuation  représente 
deux  plans  parallèles,  c'est-à-dire  que  les  trois  plans  du 
centre 

/    XI  /,      -  Y  (7,  Xcosv  -;-  r)  -h  2  (?.  /  cosa  -t-  ^  )  —   O, 
(i)     /-  .r(2/- cosv -j- <")  -  -  72/  -1- c  (2XC0SX -f- <■/)  ;      o, 

\     r  f  2  k  ces  [i  -\-  b)  -;-  )  [ik  CCS  ).  --f-  (l)  -\-  Z-2.k       .  O 

devront  se  réduire  k  un  seul. 
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On  trouve  ainsi  les  conditions 

ik  znz  l/i  COSX  -{-  a  =z  1  k  COS  U  "-  b  :::^  qJ>  COSv    -^,     C, 

et,  pour  que  les  valeurs  de  A  fournies  par  ces  équations 
soient  identiques,  il  faut  que 

a  b  c 


I   —  ces).  I  —  COSU.  I  —  COSV 

L'un  quelconque  des  plans  (i)  peut  alors  se  mettre  sous 
la  forme 

abc 


X  -j- y  -\- 2  r=  O, 


I  —  COSX  I  —  COStA  I  —  COSV 

et  il  est  clair  que  l'axe  de  révolution  est  perpendiculaire 
à  ce  plan.  Or,  en  appelant  a,  (3,  y  les  angles  que  fait  cet 
axe  avec  Ox,  Oj^  Orr,  l'équation  du  plan  qui  lui  est  per- 
pendiculaire peut  aussi  s'écrire 

X  ces  a  -f-  j  CCS  8  -I-  z  ces  7   ~  o, 

ce  qui  montre  que  cosa,  cos[3,  cosy  sont  respectivement 

,                      .    .          Cl                a                 c 
proportionnels  aux  quantités — r? ? 

*-        ^  ^  1  —  COSA      I  —  ces  7.       I  —  COSv 

Ces  dernières  étant  égales,  on  en  conclut  que  les  angles 
a,  p,  y  sont  égaux. 

Remarquons  maintenant  que  Ox,  Oj^  Oz  sont  trois 
génératrices  du  cône  asymptote  de  l'iiyperboloïde 

ayz  -^  b  zx  -t-  CXJ  r:=  o, 

et,  comme  ce  cône  est  de  révolution,  il  en  résulte   que 
l'axe  fait  un  angle  constant  avec  toutes  ses  génératrices, 
par  suite  aussi  avec  les  génératrices  de  l'iiyperboloïde, 
qui  sont  parallèles  aux  premières. 
Donc  les  relations 

abc 

1  —  ces).  I  —  ces  y.  1  —  COSV 
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ne  sont  que  l'expression  de  la  propriété  bien  connue  de 
rhyperboloïde  de  révolution. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 
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Questions  de  Géométrie  élémentaire  ;  méthodes  et  solu- 
tionSy  par  M.  Desboves  ;  i^  édition. 

Extrait  de  la  Préface. 

Cette  nouvelle  édition  diffère  de  la  première  par  de  nombreux 
changements  et  d'importantes  additions. 

La  première  Partie  renferme  des  Chapitres  entièrement  nou- 
veaux sur  le  Rapport  anharmonique,  l'Homographie,  l'Involu- 
tioHj  les  Polaires  réciproques,  le  Déplacement  des  figures,  et 
sur  les  principes  élémentaires  de  la  Méthode  infinitésimale,  ap- 
pliqués à  la  détermination  des  tangentes  et  à  celle  des  maxima 
et  minima. 

Dans  le  dernier  Chapitre,  un  théorème  (161,  }).  1 16),  qui  est 
l'analogue  du  théorème  bien  connu  de  Fermât ,  permet,  non- 
seulement  comme  celui-ci,  de  résoudre  des  questions  de  maxi- 
mum et  de  minimum,  niais  encore  de  suivre  la  variation  de 
certaines  expressions  géométriques. 

Dans  la  seconde  Partie,  de  nombreuses  questions  ont  été 
ajoutées.  Je  citerai  en  particulier  des  propositions  nouvelles 
sur  le  cercle  des  neuf  points,  la  solution  du  problème  de  Mal- 
fatti,  la  construction  d'un  quadrilatère,  connaissant  ses  côtés 
et  sa  surface,  des  théorèmes  et  des  problèmes  sur  les  droites  et 
les  cercles  faisant  entre  eux  des  angles  donnés,  et  enfin  des 
théorèmes  nouveaux  sur  les  vohimes,  parmi  lesquels  on  re- 
manjucra  celui  qui  donne  une  expression  du  segment  sphérique 
à  deux  bases  plus  simple  que  l'expression  connue. 

L'ancienne  division  de  la  deuxième  Partie  en  trois  Chapitres 
consacrés  respectivement  aux  théorèmes,  aux  lieux  géomé- 
triques et  aux  problèmes  a  été  conservée;  mais,  dans  le  j)re- 
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mier  et  le  troisième  Chapitre,  les  matières  ont  été  distribuées 
dans  un  ordre  meilleur  qui  rend  la  lecture  de  l'ouvrage  beau- 
coup plus  facile.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que,  dans  le  Chapitre 
des  problèmes,  on  a  réuni  ensemble  les  problèmes  relatifs  à  la 
construction  des  triangles,  les  problèmes  sur  les  quadrilatères, 
sur  les  cercles,  etc.  On  a  aussi  insisté,  plus  encore  que  dans  la 
première  édition,  sur  l'utilité  des  Porismes,  dont  quelques  ap- 
plications ont  été  données.  Je  dirai,  à  cette  orcasion,  que  mes 
élèves,  qui  ont  pris  goût  aux  Porismes,  en  ont  souvent  trouvé 
de  remarquables.  Comme  preuve  à  l'appui,  je  citerai  celui  qui 
donne  la  deuxième  solution  du  problème  XVI  (p.  328). 

Une  addition  très-importante  encore  est  celle  des  exercices 
proposés.  J'ai  voulu  surtout  donner  des  questions  nouvelles  et 
intéressantes;  et,  comme  je  ne  pouvais  suffire  seul  à  cette  tâche 
difficile,  j'ai  sollicité  le  concours  de  plusieurs  géomètres  dis- 
tingués. Quelques-uns  d*entre  eux,  dont  on  verra  les  noms  dans 
le  cours  du  Livre,  ont  répondu  à  mon  appel  :  qu'ils  veuillent 
bien  recevoir  ici  mes  sincères  et  vifs  remerciements.  Le  bel 
ouvrage  de  M.  Chasles  sur  les  Porismes  m'a  été  aussi  d'une 
grande  ressource  par  son  inépuisable  richesse. 

Einleitung  in  die  analjtische  Géométrie,  von  K.  Hat- 
TENDORFF.  Hannover,  1872  ("^). 

Comme  le  titre  l'indique,  l'ouvrage  actuel  n'est  pas  un  Traité 
complet  de  Géométrie  analytique.  C'est  un  résumé  des  leçons 
(lue  M.  Hattendorff  professe  à  l'École  Polytechnique  d'Aix-la 
Chapelle.  Le  but  de  l'auteur  est  uniquement  de  fournir  à  ses 
auditeurs  les  connaissances  nécessaires  pour  aborder  ensuite 
l'étude  du  Calcul  différentiel  et  intégral.  A  ce  point  de  vue, 
M.  Hattendorff  a  cru  inutile  d'entrer  dans  des  développements 
superflus.  C'est  ainsi  qu'il  n'a  presque  pas  dépassé  la  théorie 
des  courbes  du  second  degré  dans  la  Géométrie  plane,  ni  les 
surfaces  du  second  ordre  dans  l'espace. 

Cependant  les  limites  que  l'auteur  s'est  imposées  ne  l'em- 


(*)  Introduction  à  la  Géométrie  analytique,  par  M.  Ilatterulorfr,  Ha- 
novre, 1872. 
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pèchent  pas  de  signaler,  chaque  fois  que  l'occasion  s'en  pré- 
sente, les  points  plus  élevés  qui  se  rattachent  aux  théories  qu'il 
traite.  C'est  ainsi  qu'il  cite  en  passant  les  coordonnées  ellip- 
tiques, les  coordonnées  trilinéaires,  en  ajoutant  cependant 
qu'il  n'entre  pas  dans  son  programme  d'en  entretenir  ses  lec- 
teurs. Nous  avons  trouvé,  en  outre,  dans  son  ouvrage,  les  dis- 
cussions de  quelques  courbes  usuelles  :  les  courbes  parabo- 
liques, la  lemniscate,  la  logarithmique,  les  cycloïdes  et  les  spi- 
rales (Chapitre  VII). 

Le  Chapitre  VI  renferme  la  discussion  générale  des  courbes 
du  second  ordre  et  quelques  propriétés  de  ces  courbes.  De 
même,  dans  la  Géométrie  à  trois  dimensions,  après  avoir  ex- 
posé séparément  les  propriétés  des  trois  surfaces,  l'auteur  traite 
(Chapitre  XI)  quelques  questions  générales,  entre  autres  la 
recherche  du  point  de  rencontre  d'une  droite  avec  une  surface 
du  second  degré,  et  la  discussion  générale  de  l'équation  com- 
plète du  second  degré. 

Nous  ne  pouvons  terminer  sans  faire  remarquer  le  para- 
graphe lo  de  l'ouvrage  de  M.  Hattendorff,  L'auteur,  après 
avoir  montré  qu'un  point  est  déterminé  par  deux  équations, 
savoir  : 

1°  En  coordonnées  polaires, 

(.)  !^='' 

^   o  :=  an  ; 
2°  En  coordonnées  rectilignes, 

a:  :=  a. 


remarque  que  cela  revient  à  considérer,  au  lieu  de  (i),  les 

équations 

A/'   :-  Bo)  zrz  C, 

et,  au  lieu  de  (2),  les  équations 

A^  -r-B/  -=C, 


(  49«  ) 
dans   Icsquclks   on  considère  les  coordonnées  du   point  (soit 
/•,  y,  ou  bien  x,   }  )   comme   des  inconnues.    Après  cette  re- 
marque bien   simple,   M.    Haltendorff  arrive  facilement  à  la 
théorie  de  la  li^ne  droite.  J.  Graindorge. 


COHRESPOJVDAIVCE. 

Extrait  d^une  lettre  de  M.  Fouret.  —  Dans  le  nu- 
méro des  Annales  du  mois  de  mai  iS^S,  se  trouve  re- 
produite une  remarque  de  M.  Bouiguet,  au  sujet  de  la 
question  1109  dont  l'énoncé  serait  incomplet,  et  devrait 
être  complété  eii  disant  : 

<(  Les  points  d  intersection  des  diamètres  des  para- 
boles, relatifs  aux  points  de  contact,  avec  les  côtés  du 
triangle,  sont  sur  trois  droites  issues  des  trois  sommets  et 
concourantes,  ou  biensonttrois  points  en  ligne  droite.  » 

Or  il  est  facile  de  voir  que  cette  alternative  n'existe 
pas  \  le  premier  cas  seul  est  vrai,  et  la  démonstration  de 
M.  Pou  jade,  qui  se  trouve  au  numéro  d'avril  de  la  même 
année,  l'établit  rigoureusement. 

/'x  l~x'  /'jc'' 

Le  produit  des  trois  radicaux     i/— 5    V/  "' '    \/  ~' 

comporte  à  la  vérité  le  double  signe,  ce  qui  a  pu  motiver 
l'erreur  de  M.  Bourguet;  mais  l'examen  de  la  figure, 
comme  le  fait  observer  M.  Poujade,  montre  clairement 
que  ((  les  points  de  division  sont  sur  les  côtés  du  triangle 
et  non  sur  leurs  prolongements.  »  Ce  fait  est  évident  si 
l'on  considère  que  cliaque  point  de  division  est  l'inter- 
section d  un  diamètre  de  parabole  avec  un  des  côtés  du 
triangle  qui,  par  suite  de  la  construction,  est  une  corde  de 
la  même  ])arabole. 

Lesdioites  qui  joignent  les  points  de  division  aux  som- 
mets opposés  du  triangle  concourent  donc  en  un  même 
point. 
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ESSAI  DDIVE  ClASSIFiCATION  DES  ENGRENAGES; 

Par  m.   V.  LIGUINE, 

Professeur  à  l'Université  d'Odessa. 


1 .  Le  premier  pas  qu'on  fait  en  abordant  l'étude  de  la 
théorie  géométrique  des  mécanismes  ou  de  la  Cinéma- 
tique appliquée  [*)  consiste  toujours  à  établir  une  clas- 
sification systématique  des  divers  organes  de  transmission 
qui  font  l'objet  de  cette  étude.  L'importance  d'une  pa- 
reille classification  est  évidente;  elle  est  du  même  ordre 
que  celle  des  systèmes  célèbres  de  Linné,  de  Candolle,  de 
Jussieu,  en  Histoire  naturelle,  et  de  tant  d'autres  sys..èmes 
ayant  pour  but  de  rendre  méthodique  l'étude  d'une  nom- 
breuse série  d'objets  de  même  nature  et  d'en  faciliter 
une  énumération  complète.  Une  première  classification 
des  mécanismes  a  été  ébauchée  par  Monge  et  exécutée 
par  Hachette,  Lanz  et  Bétancourt;  elle  demeura  long- 
temps classique,  jusqu'à  ce  que  M.  Willis,  en  iS^i,  en 
proposât  une  autre,  beaucoup  plus  simple  et  naturelle,  et 
presque  généralement  adoptée  aujourd'hui  (**). 


C*^)  Ce  nom,  pour  l'étude  géométrique  des  transmissions,  lut  proposé 
par  Bour,  par  opposition  à  celui  de  Cinématique  pure,  introduit  par 
M.  Resal,  pour  la  partie  théorique  de  la  science  qu'Ampère  a  définie 
dans  son  Essai  sur  la  Philosophie  des  sciences,  sous  le  litre  général  d»' 
Cinématique .i!/ est  précisément  la  Cinématique  pure  que  Wronski,  comme 
M.  Transon  l'a  démontré  récemment  dans  ce  journal  (t.  XIII,  p.  3i5- 
3i8),  avait  définie,  seize  ans  avant  Ampère,  sous  le  nom  de  Phoronomie; 
mais  la  priorité  d'une  définition  complète  de  la  Cinématique  appliquée, 
dont  une  première  idée  seulement  remonte  à  Monge,  ne  peut  pas  être 
contestée  à  Ampère. 

{**)  Tous  les  autres  systèmes,  à  l'exception  de  celui  de  M.  Ch.  Labou- 
laye,  ne  sont  que  des  modifications  îles  classifications  de  i\Ionge  cm  de 
M.  Willis.  On  trouve  une  analyse  détaillée  et  savante  de  tous  ces  sys- 

ytnn.  (le  Malhém.,  t.  XIII,  2*-'  série.  (ISovomhre  iS;').)         32 
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Par  les  classifications  de  Monge  et  de  Willis,  tous  les 
mécanismes  se  trouvent  divisés  en  un  certain  nombre  de 
classes  et  de  genres:  chaque  genre  renferme  une  série  de 
types  distincts,  comme  engrenages,  excentriques,  paral- 
lélogrammes, etc.;  mais,  parmi  ces  différents  types,  il  y 
en  a  (juelques-uns  qui  embrassent  eux-mêmes  un  si 
grand  nombre  d'espèces  particulières,  qu'ils  exigent  à 
leur  tour  une  classification  spéciale,  afin  de  pouvoir  être 
étudiés  d'une  manière  métliodique  et  complète. 

Parmi  ces  derniers  types  figure  en  première  ligne  celui 
des  engrenag<^s,  dont  les  systèmes  admissibles  sont  en 
nombre  infini,  ce  qui  dépend  de  l'arbitraire  très-large 
que  comporte  le  problème  fondamental  de  leur  construc- 
tion géométrique.  Je  me  propose  dans  cette  Note  d'exposer 
une  classification  spéciale  des  engrenages,  classification 
systématique  et  complète  qui  embrasse  toutes  les  espèces 
possibles  du  type,  c'est-à-dire  non-seulement  celles  qui 
ont  été  proposées  jusqu'à  présent,  mais  aussi  toutes  celles 
qui  sont  admissibles,  en  général,  d'après  les  conditions 
du  problème  fondamental.  En  partant  de  l'énoncé  com- 
plètement général  de  ce  dernier  problème,  renfermant 
la  définition  géométrique  des  engrenages,  je  commence 
par  élablir  les  caractères  distinctifs  sur  lesquels  doit 
reposer  le  classement  en  question-,  je  fais  suivre  ensuite 
la  classification  même,  et  je  finis  par  rappeler  toutes  les 
solutions  proposées  en  théorie  ou  réalisées  en  pratique, 
en  les  citant  consécutivement  comme  exemples  des  sub- 
divisions particulières  obtenues. 


tèmes  dans  un  travail  bécent  de  RI.  Reuleaux,  intitulé  :  Kinematische 
Mittheihmgen,  et  inséré  dans  les  Verhandlungen  des  Vereins  ziir  Bejiir- 
derufig  des  Gewerhfleisses  in  Preiissen,  1 8-1-1 87/1,  travail  plein  d'idées 
nouvelles  et  fécondes  sur  la  composition  des  machines,  et  destiné  peut- 
être  à  réformer  complètement  la  Cinématique  appliquée,  ainsi  que  la 
science  des  machines  en  {général. 
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2.  Le  problème  général  des  engrenages  s'énonce  ainsi  : 

Etant  donnés  deux  axes  C,  Ci  situés  d^ une  jnanière 
quelconque  dans  T espace^  tT'Ou{^er  deux  surfaces  (,v),  (,Çj) 
qui^  étant  liées  inuariablement,  la  première  à  VaxeQ,^ 
la  seconde  à  V axe  Cj,  et  tournant  respectivement  autour 
de  ces  axes  a^ec  des  vitesses  angulaires  dont  le  rapport 
conserve  constamment  une  même  valeur  donnée ,  restent 
toujours  en  contact  pendant  leur  mouvement. 

Les  deux  surfaces  (5),  [s^)  ainsi  déterminées,  et  que 
nous  nommerons  surfaces  ou  dents  conjuguées^  consti- 
tuent par  leur  ensemble  un  e?tgrenage  au  point  de  vue 
géométrique  ou  cinématique. 

Les  conditions  principales  et  nécessaires  énoncées 
dans  le  problème  fondamental,  pouvant  être  spécialisées 
davantage,  laissent  arbitraires  plusieurs  nouvelles  con- 
ditions, compatibles  avec  les  premières,  ce  qui  conduit 
à  établir  les  distinctions  suivantes  ; 
-  i^  Les  surfaces  conjuguées  peuvent  être  telles,  que 
pendant  la  transmission  de  mouvement  entre  les  deux 
axes  leur  mouvement  relatif  soit  un  roulement  simple, 
ou  bien  telles,  que  ce  mouvement  relatif  soit  un  glisse- 
ment mixte,  c'est-à-dire  un  mouvement  composé  d'un 
roulement  et  d'un  glissement.  A  ce  point  de  vue,  tous 
les  engrenages  se  subdivisent  en  engrenages  de  roule- 
ment et  engrenages  de  glissement.  Il  est  évident  qu'en 
général  la  pratique  doit  préférer  les  premiers  aux  se- 
conds, attendu  que  la  résistance  au  roulement  est  très- 
peu  considérable  en  comparaison  du  frottement  de  glis- 
sement; néanmoins  on  ne  connaît  pas  de  systèmes  de 
roulement  satisfaisant  en  même  temps  à  Joutes  les  autres 
exigences  pratiques,  et  la  plupart  des  systèmes  usités  sont 
des  engrenages  de  glissement. 

2°  Les  surfaces  conjuguées  peuvent,  pendant  la  trans- 
mission de  mouvement,  être  constamment  en  contact  par 

3?.. 


(  ^^^^> } 

une  ligne  ou  par  un  seul  point.  Dans  les  engrenages  du 
premier  genre,  les  dents  en  prise,  agissant  Tune  sur 
l'autre  simultanément  eu  une  infinité  de  points,  peuvent 
supporter  des  efforts  beaucoup  plus  considérables  que 
dans  les  engrenages  du  second  genre,  où  toute  l'action 
mutuelle  des  dents  en  prise  est  concentrée  en  un  point 
unique 5  c'est  pourquoi,  dans  tous  les  cas  où  il  s'agit  de 
transmettre  l'action  de  forces  considérables  entre  deux 
axes,  on  emploie  tes  engrenages  du  premier  genre,  ap- 
pelés pour  cette  raison  engjenages  de  force  y  tandis  que 
les  engrenages  du  second  genre,  aptes  à  ne  transmettre 
que  de  faibles  efforts,  sont  employés  principalement  dans 
les  instruments  de  précision,  ce  qui  leur  a  fait  donner  le 
nom  ô^ engrenages  de  précision, 

3°  Enfin  une  troisième  distinction  essentielle  se  rap- 
porte à  la  position  relative  des  axes  entre  lesquels  il 
s'agit  d'établir  une  transmission  de  mouvement;  à  ce 
nouveau  point  de  vue,  trois  cas  sont  possibles,  les  axes 
pouvant  être  :  i°  non  situés  dans  un  même  plan,  2°  pa- 
rallèles, 3"  concourants.  Toutes  clioses  égales  d'ailleurs, 
le  type  de  l'engrenage  sera  différent  dans  chacun  de  ces 
trois  cas;  mais,  le  cas  1°  embrassant  les  deux  autres,  il 
doit  aussi  exister  entre  les  trois  types  respectifs  d'engre- 
nages une  relation  qui  permet  de  déduire  les  types  du 
deuxième  et  du  troisième  cas  de  celui  du  premier, de  ma- 
nière que,  dans  une  théorie  géométrique  des  engrenages, 
il  suffirait  de  ne  traiter  en  détail  que  le  premier  cas,  et 
d'indiquer  ensuite  ce  que  deviennent  les  résultats  ob- 
tenus pour  les  deux  cas  particuliers,  lorsque  l'angle  entre 
les  axes  devient  égal  à  zéro  ou  à  180  degrés,  ou  lorsque 
la  plus  courte  distance  des  axes  s'annule  {*). 


(*)  Il  y  a  lieu  de  faire  bon  marché  de  la  distinction  entre  les  engre- 
nages extérieiirSy  intérieurs  et  à  crémaillère  ;  car,  dans  chaque  cas  par- 
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3.  En  adoptant  comme  premier  élément  d'une  classi- 
fication générale  des  engrenages  la  distinction  i°,  comme 
deuxième  élément  la  distinction  3^,  et  comme  troisième 
élément  la  distinction  2°,  on  obtient  le  tableau  synop- 
tique suivant  : 


(A)  Engrenages  de 

GLISSEMENT   : 


(rt)  Axes  non  situés  dans     (   (a)  Engrenages  de  précision 
un  même  plan  :         (   (/3)  Engrenages  de  force.  .  .  . 

t  (a)  Engrenages  de  précision 
(  (;3)  Engrenages  de  force.. .  . 

\  (a)  Engrenages  de  précision 
(  (/3)  Engrenages  de  force. . .  . 

(«)  Axes  non  situés  dans     \  (a)  Engrenages  de  précision 
un  même  plan  :         {  (y5)  Engrenages  de  force.... 


{b)  Axes  parallèles  : 
{c)   Axes  concourants 


(B)  Engrenages  de 


ROULEMENT 


{b)  Axes  parallèles  : 


[c/.)  Engrenages  de  précision 
(/3)  Engrenages  de  force.  . . . 


,    .      .  (  (^-j  Engrenages  de  précision 

(c)  Axes  concourants  :         1,1,.  ,     ^ 

(  (  .3)  Engrenages  de  force.  . . . 


Par  cette  classification,  tous  les  engrenages  admissibles 
se  subdivisent  donc  en  douze  variétés  distinctes. 

4.  Il  ne  me  reste  qu'à  citer  des  exemples  de  ces  diffé- 
rentes variétés,  ce  que  je  ferai  en  donnant,  dans  l'ordre  de 
la  classification  ci-dessus,  une  énumération  de  tous  les 
systèmes  proposés  en  théorie  et  employés  en  pratique. 

Variété  I.  —  i°  Engrenage  de  précision  dont  les 
deJits  conjuguées  sont  les  eiweloppes  d^une  même  surface 
quelconque  qui  se  meut  parallèlement  à  elle-même  dans 
V espace  et  dont  l'exécution  mécanique  consiste  à  tailler 


I 
n 

III 
IV 

y 

VI 

VII 

VIII 

IX 
X 

XI 
XII 


ticulier,  les  deux  derniers  systèmes  se  déduisent  trop  facilement  du 
premier,  et  conservent  en  môme  temps  les  propriétés  essentielles  do 
l'espèce.  Cette  distinction  ne  peut  donc  servir  utilement  d'elemenl  à  une 
classification  des  engrenages.  II  est  vrai  que  la  distinction  3'\  rolalivo  à 
la  position  des  axes,  donne  lieu  h  trois  systèmes  dont  les  doux  derniers 
se  déduisent  aussi  du  premier;  mais,  dans  ce  cas,  les  propritlés  essen- 
tielles de  l'espèce  ne  restent,  en  général,  plus  les  mêmes  après  la  trans- 
formation. 


(     5o2    ) 

l'une  des  roues  par  une  vis  triangulaire,  et  1  autre  par 
l'ecrou  de  cette  vis.  Ce  système  fut  proposé  par  Olivier, 
qui  l'annonça  h  la  Société  d'encouragement  pour  Vin- 
dustrie  en  i83r,  et  en  exposa  ensuite  la  théorie  dans  son 
important  ouvrage  sur  les  Engrenages  (*);  plus  lard, 
Olivier  construisit  même  une  machine  spéciale  pour 
Texécution  pratique  de  ces  engrenages,  qui  est  exposée 
au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers. 

2°  Engrenage  de  précision  dont  les  dents  conjuguées 
ont  la  Jorme  d' liélicoïdes  dé^eloppahles  servant  d'enve- 
loppes à  un  plan  qui  se  meut  parallèlement  à  lui-même 
dans  l'espace.  Ce  système  n'est  qu'un  cas  particulier  du 
précédent,  savoir  lorsque  la  surface  enveloppée  est  un  J 

plan  ^  il  fut  aussi  indiqué  par  Olivier  ( "''*),   et  reproduit  1 

ensuite  avec  plus  de  détails  relatifs  à  sa  réalisation  pra- 
tique  par  M.  Pûtzer  (■^■*'^). 

3^  Engrenage  de  précision  dans  lequel  les  dents  de 
Vune  des  roues  sont  des  hélicoïdes  dé^eloppahles  et  les 
dents  de  Vautre  des  cylindres  dont  les  sections  droites 
sont  des  développantes  de  cercle.  Cette  solution,  due  à 
M.  Piitzer  ^*-^**j^  est  à  son  tour  un  cas  particulier  de  la 
précédente,  savoir  quand  le  plan  mobile  est  parallèle  à 
l'un  des  deux  axes  de  rotation. 

4*^  Engrenage  de  précision  d'Olivier  (■*'^*-^*j^  dans  le- 
quel  les  dents  des  deux  roues  sont  des  cj  lindies  à  déve- 
loppantes de  cercle,  el  que  l'on  obtient  en  faisant  tourner 

(*)  TJiéorie  géométrique  des  engi'enages,  Chap.  IIF  ;  i8/|'2. 
(**)  Ibid. 

(***)  PÙTZKR,    Uehcr  dcn  spiraloidischen  Zahneingriff  {Zeitschrift  des 
Vereins  der  deutschen  Ingenieure,  Band  IV,  p.  234  ^^  seq.^  1860). 

(*****)  Voir  Bulletin  de  la  Société  d' encowagement  pour  l'Industrie 
nationale,  1829,  p.  4^0,  et  i83o,  p.  293. 
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l'une  des  roues  d'un  engrenage  cylliidrique  à  dévelop- 
pantes autour  de  la  droite  parcourue  par  le  point  de 
contact  de  deux  dents  en  prise.  Ce  système  dérive  de 
l'espèce  2°,  en  supposant  le  plan  mobile  parallèle  à  la 
fois  aux  deux  axes  de  rotation. 

Variété  II.  —  1°  Engrenage  de  force  dans  lequel 
les  dents  des  deux  roues  sont  des  hélicoïdes  dévelop- 
pahles.  Ce  système,  dû  à  Olivier  ('*'),  dérive  de  l'es- 
pèce 2"  de  la  variété  précédente,  en  admettant  que  les 
deux  cylindres,  sur  lesquels  sont  tracées  les  hélices  ser- 
vant d'arêtes  de  rebroussement  aux  hélicoïdes  dévelop- 
pables  conjugués,  ont  un  môme  plan  tangent  perpendi- 
culaire au  plan  enveloppé  par  les  hélicoïdes. 

2^  Engrenage  de  force  dans  lequel  Vune  des  deux 
dents  conjuguées  est  un  hélicoïde  développahle,  V autre 
un  cylindre  à  déi^eloppantes  de  cercle.  Cette  espèce 
provient  de  la  précédente  dans  l'hypothèse  particulière 
que  le  plan  enveloppé  par  les  hélicoïdes  est  parallèle  à 
l'un  des  deux  axes  de  rotation-,  elle  est  due  à  Olivier,  qui 
la  présenta  à  la  Société  d'Encouragement  en  i83o,  cl 
Ta  beaucoup  recommandée  à  la  pratique. 

3°  Engrenage  à  vis  sans  fn,  employé  depuis  Pap- 
pus  (**)  pour  transmettre  le  mouvement  de  rotation 
entre  deux  axes  non  situés  dans  un  mième  plan  et  rec- 
tangulaires. Olivier  a  démontré  (^'^^J  que  le  même  système 
peut  aussi  servir  à  réunir  deux  axes  non  situés  dans  un 
plan  et  formant  entre  eux  un  angle  aigu. 

4"  Engrenage  hélicoïdal  qui  dérive  de  la  vis  sans  fin 


(*)  Théorie  géométrique  des  e/ii^renaoes,  p.  /(i  et  68. 
(**)  Pappi  Alexandrini  inatlieinaticcc  collectiones,  lib.  VIll,  prop.  il\ 
Boiion.,  iGGo. 

(*"**)   Théorie  géométrique  des  eiii^rciiages,  p.  i/j  et  8;. 


(  5o4  ,) 
en  augmentant  le  nombre  des  filets  et  le  diamètre  de 
cette  vis,  et  réduisant  en  même  temps  son  épaisseur  (*). 

5"  Sjsthnie  de  deux  hyperholoïdes  primitifs,  repré- 
sentant les  lieux  géométriques  des  axes  instantanés  des 
mouvements  relatifs  de  deux  systèmes  invariables  tour- 
nant autour  des  deux  axes  de  rotation  avec  des  vitesses 
angulaires  dont  le  rapport  reste  constant.  De  ce  système, 
indiqué  par  M.  Willis  (**),  et  dont  une  théorie  correcte 
a  été  faite  pour  la  première  fois  par  M.  Bélanger  (*'*'■*'), 
dérive,  en  couvrant  deux  troncs  des  hyperboloïdes  pri- 
mitifs par  des  stries  rectilignes  fines  suivant  les  généra- 
trices de  contact  des  liyperboloides,  une  solution  approxi- 
mative, étudiée  d'abord  également  par  M.  Bélanger  ('*'***) 
et  nommée  engrenage  hyperboloïde. 

6^  Engrenage  hyperboloïde  à  flancs  paraholoïdes  de 
M.  Tessari  (*'*'**'^),  espèce  proposée  récemment  et  dont 
on  a  pu  voir  un  modèle  en  relief  à  l'Exposition  de  ^  ienne 
en  i8j3.  C'est  la  première  solution  rigoureuse  pour  le 
système  hjperholoïdique ^  analogue  aux  solutions  connues  : 
engrenages  à  lanterne,  à  développantes,  etc.,  dans  les 
systèmes  cylindriques  et  coniques  [voir  variétés  I\  et  VI) . 

Variété  III.  —  On  ne  saurait  indiquer  de  systèmes 


(  *  )  Voir  Haton  de  la  Goupillière,  Traité  théorique  et  pratique  des 
engrenages,  p.  /(3,  18G1.  Il  faut  bien  distinguer  cette  espèce  de  l'engre- 
nage dit  de  JVhite,  que  quelquefois  l'on  désigne  sous  le  nom  d'engre- 
nage hélicoïdal,  mais  qui  se  rapporte  aux  variétés  IX  et  XI  de  notre 
classification. 

(**)  Willis,  Principles  of  mechanism,  1''®  édition,   iS/ji. 

(***)  Belanc.er,  Résumé  d'une  théorie  de  l'engrenage  hyperboloïde 
{^Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  1861,  p.  126). 

(****)  Ibid.,  et  Traité  de  Cinématique  du  même  auteur,  p.  1 59-161, 
1864. 

(  *»^*''*^  Voir  DoMEMCO  Tessaiu,  Sopra  la  costruzione  degli  ingranaggi 
ad  assi  non  concorrenti  [Annali  del  Jî.  Museo  industriale  italiano,  1871). 
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proposés  appartenant  h  cette  variété 5  mais  on  peut  citer 
comme  exemples  plusieurs  engrenages  qui  proviendraient 
des  espèces  i-3  de  la  variété  I,  en  y  supposant  Tangle 
des  axes  égal  à  zéro  ou  180  degrés. 

Variété  IV.  —  Engrenages  cylindriques,  système 
bien  connu  et  le  plus  répandu  en  pratique,  qui  embrasse 
les  genres  particuliers  suivants  : 

i^   Engrenage  à  lanterne  j 

1^  Engrenage  à  déi^eloppajites  ^ 

3^  Engrenage  à  flancs  (tracé  simple  et  double); 

4®  Engrenage  à  épicycloïdes  (tracé  simple  et  double) . 

C'est  par  des  recherches  sur  les  systèmes  de  cette  va- 
riété, la  plus  simple  de  toutes,  que  La  Hire,  Ch.  Camus 
et  Euler  ont  commencé  l'étude  géométrique  des  engre- 
nages. 

Variété  V.  —  Ce  qui  a  été  dit  plus  haut  sur  les  sys- 
tèmes de  la  variété  III  se  rapporte  également  aux  espèces 
de  la  variété  V,  avec  cette  seule  différence  que,  pour 
obtenir  des  exemples  de  ces  dernières,  il  faut,  dans  les 
systèmes  i-3  de  la  variété  I,  supposer  la  plus  courte 
distance  entre  les  axes  égale  à  zéro. 

Variété  VI.  —  Engrenages  coniques,  système  éga- 
lenient  connu  et  répandu  comme  les  engrenages  cylin- 
driques et  admettant  des  genres  particuliers  analogues. 

Variété  VII.  —  1°  Engrenage  de  roulement  intenté 
par  Olivier  en  181 6,  et  dont  on  trouve  la  théorie  et  la 
description  dans  le  Chapitre  IV  de  son  ouvrage  sur  les 
engrenages  (*).  Dans  ce  système,  ainsi  que  dans  ceux 
des  variétés  IX  et  XI,  systèmes  regardés  pendant  long- 
ea)  Théorie  géomélrique  des  erigrctiagos,  p.  ioo-ii/|. 
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temps  comme  impossibles  (*),  les  dents  doivent  être 
considérées  non  conmie  étant  terminées  par  des  surfaces, 
mais  comme  étant  seulement  des  courbes  (**).  Les  espèces 
des  variétés  \1I,  IX  et  XI  représentent  ainsi  en  quelque 
sorte  des  solutions  singulières  du  problème  fondamental 
des  engrenages. 

a"  Engrejiage  à  tire-bouchon  cV Olivier  (^^^). 

Variété  VIII.  —  La  théorie  prouve  ("^■''**)  qu'on  ne 
peut  construire  aucun  système  de  cette  variété. 

Variété  IX.  —  Engrenage  à  axes  parallèles,  dit  de 
Wliite  (*****),  mais  dont  la  première  idée  remonte  au 
moins  au  D""  Robert  Hookequi,en  1666,  présenta  un  mo- 
dèle du  même  engrenage  à  la  Société  royale  de  Londres, 
et  en  publia  la  description  en  1674  ['^^*'^*^). 


{*)  Voir  Théorie  géométrique  des  engrenages,  p.  100.  «  Pendant  long- 
temps on  a  cru  que  l'on  ne  pouvait  pas  construire  un  engrenage  dans 
lequel  le  frottement  fût  de  roulement,  en  môme  temps  que  le  rapport 
des  vitesses  des  axes  était  constant.  Le  Mémoire  publié  par  Euler,  dans 
lequel  il  avait  démontré  que,  pour  les  engrenages  cylindriques,  le  frotte- 
ment est  toujours  de  glissement  lorsque  le  rapport  des  vitesses  des  axes 
est  constant,  avait  contribué  à  maintenir  cette  erreur,  et  cela  parce  qu'on 
n'avait  pas  vu  qu'Euler  établissait,  par  le  fait,  la  condition  que  le  point 
de  contact  des  deux  courbes  qui  se  conduisaient  ne  sortait  pas  du  plan 
de  ces  courbes,  et  qu'il  pouvait  bien  arriver  qu'en  prenant  deux  courbes 
à  double  courbure  leur  point  de  contact  se  mouvant  dès  lors  dans 
l'espace,  le  frottement  de  glissement  se  trouvât  transformé  en  flottement 
de  roulement,  en  assujettissant  le  point  de  contact  à  parcourir  dans 
l'espace  une  certaine  ligne  courbe  ou  droite.  » 

(**)  Voir  aussi  le  iMcmoire  cité  de  M.  Pûtzer,  §  18. 

("**)  Voir  Olivier,  Note  sur  les  engrenages  de  White  {Journal  de 
M.  Liouvillu,  t.  V,  18/io). 

(**"*)  Voir  Olivier,  Théorie  géométrique  des  engrenages,  p.  io3. 

(**♦«*)  White  a  pris  un  brevet  pour  ce  système  en  181)8,  et  l'a  décrit 
d'abord  dans  une  brochure  publiée  à  part,  et  ensuite,  en  182.?,  dans  son 
Centurj  of  inventions. 

(******)  KoBERT  HooKE,  Cutlerian  lectures,  r\°  2,  p.  70,  1674. 
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Variété   X.    —    L'unique   système  possible   de  celte 
variété  est  celui  des  cylindres  de  friction. 

Variété  XI.  —  Engrenage  à  axes  concourants  dit 
de  Wliite  [*). 

Variété  XII.    —   Les  cônes  de  friction    constituent 
le  seul  système  possible  de  cette  dernière  variété. 


SOLUTIOi\  DE  LA  OIJESTIOX  DE  MÉCA\IQIIE  RATIO^\ELLE 
PROPOSÉE  Al]  COMOllRS  D'AGRÉGAT10.\  DE  1875  5 

Par  m.  V.   HIOUX. 


Une  circonférence  homogène  de  masse  totale  m  peut 
tourner  autour  d^un  diamètre  horizontal  AA'  comme 
charnière.  Cette  charnière  fait  corps  en  son  ndlieu  a\^ec 
un  axe  vertical  BB'  autour  duquel  le  système  tourne  auec 
une  vitesse  constante  et  donnée.  Par  suite  de  cette  jo- 
tation.  Vanneau  tend  à  se  placer  dans  un  plan  hori- 
zontal^ mais  celte  tendance  est  combattue  par  V action 
de  la  pesanteur  sur  une  masse  addilionnelle  M  fixée  à 
Vextrémité  C  du  diamètre  perpendiculaire  à  la  char- 
nière. On  propose  :  i^  de  déterminer  la  position  angu- 
laire pour  laquelle  V anneau  resterait  en  repos  relatif  -^ 
qP  de  trouweret  de  discuter  pour  une  époque  quelconque 
r expression  de  la  vitesse  angulaire  de  r anneau  autour 
de  la  charnière. 


(*)  La  théorie  des  engrenages  à  axes  parallèles  et  à  axes  concourants 
de  While  a  été  faite  pour  la  première  l'ois  par  Olivier  dans  doux  Mé- 
moires rédigés  par  lui  depuis  iSiG,  présentes  en  i8>r>à  l'Acadonue  dos 
Sciences,  et  insérés  ensuite  dans  lo  Journal  de  31.  Lioiunîlc,  t.  IV  et  Y, 
1839  et  1S40. 
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Soient  O  le  centre  de  l'anneau,  R  son  rayon  et  G  le 
centre  de  gravité  du  système  des  deux  masses  m  et  M.  Le 
point  G  se  trouve  sur  OC  à  une  distance  /  du  point  O, 
telle  que  Ton  ait 

/«/r=rM(R  —  /),       d'où       /ir.-_^^-. 

Cette  longueur  /  est  indépendante  du  temps  et  de  la  vi- 
tesse de  rotation  o).  Si  Ton  suppose  le  point  G  invaria- 
blement lié  à  l'anneau,  la  question  se  trouve  ramenée  à 
la  suivante  : 

Uii  point  matériel  de  masse  u.  —  M  -f-  m  décrit  une 
circonférence  dont  le  plan  est  ^vertical  et  qui  tourne 
uniformément  autour  de  V axe  BB'  a\^'ec  une  ^vitesse 
donnée  oj  :  étudier  le  mouvement  de  ce  point  maté- 
riel G. 

Prenons  pour  axe  des  z  la  droite  OB  (fig.  i)  dirigée 
dans  le  sens  de  la  pesanteur,  et  pour  axe  des  x  la  direc- 


tion  OC  perpendiculaire  à  O^*,  désignons  par  0  l'angle 
BOG  que  fait  le  rayon  OG  avec  O zk  l'époque  t. 

D'après  le  principe  de  Coriolis,  le  cercle  OG  de  rayon  / 
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pourra  être  considéré  comme  immobile  si  1  on  joint  à 
l'action  de  la  pesanteur  sur  la  masse  a  les  forces  fictives 
dues  à  la  rotation.  La  force  centrifuge  composée  agit 
perpendiculairement  à  la  vitesse  relative  dirigée  suivant 
la  tangente  au  cercle  5  l'effet  de  cette  force  est  donc  nul 
sur  le  mouvement  du  point  G  qui  s'effectue  dans  la  direc- 
tion de  cette  tangente.  Nous  n'avons  donc  à  tenir  compte 
que  de  la  force  centrifuge  (j.(.ù~Isui9  et  du  poids  ij.g 
du  point  G. 

Si  Ton  projette  ces  deux  forces  sur   la  tangente  au 

point  G,  en  remarquant  que  leur  résultante  est  y. — J-  ou 

i^^  ~7^'  on  a,  pour  l'équation  différentielle  du  mouve- 
ment, 

(i)  /  — -=:  —  irsinO -^  /w-sm9cos9, 

en  observant  que  la  pesanteur  agit  de  façon  à  diminuer 
l'angle  0,  et  que  la  force  centrifuge  produit  l'effet  op- 
posé. 

1°  Le  point  G  sera  en  repos  relatif  si  l'on  a 

c'est-à-dire 

sin  ô  (  /w-  ces  G  —  ^^  )  -:^  o. 

Si  l'on  pose  siiiô  — -  o,  d'où  0  =  o  ou  0  nz  7:,  on  voit 
qu'il  y  a  possibilité  de  repos  relatif  quand  le  point  G  se 
trouve  sur  l'axe  Oz  soit  en  L,  soit  en  L'. 

Si  l'on  pose  /a)-cos0  —  g  =  o,  d'où  cosô  =  ~-    et  si 

la  valeur  de  cos0  est  admissible,  c'est-à-dire  égale  ou  inté- 
rieure à  I,  il  pourra  y  avoir  repos  relatif  pour  une  valeur 
0,  de  9  déduite  de  celte  relation. 

Soit  LOGi  =  ^1  ^  si  l'on  place  le  point  G  en  Gi  sans 


(   5io   ) 
vitesse  initiale,  il  y  restera  en  repos  relatif,  ce  qui  revient 
à  dire  que  le  point  G  décrit  sur  la  splière  de  rayon  OG 
un   parallèle  déterminé  dont  le  plan  est  perpendiculaire 
à  l'axe  Oz. 

2°  Multiplions  les   deux  membres  de  l'équation  (i) 
par  ilcîQ^  et  intégrons  par  rapport  à  0,  il  vient 


igl cosQ  -h  /'^w'sin^O  -f-  c. 


Pour  déterminer  la  constante,  supposons  que,  pour  £  =  o, 
le  mobile  soit  en  L,  point  de  repos  relatif,  avec  une  vi- 
tesse ^Q.  L'équation  précédente  donne  alors,  pour  6  =  0, 

c  ■=:z  v'I  —  2^'/. 
L'expression  de  la  vitesse  est,  par  suite, 

(2)       (/'!=—  l^o^'^cos^Q  -f-  2.gicosB  -h  Poi''-]-  u]—  Igl. 

Nous  sommes  ainsi  conduit  à  étudier  les  variations  d'un 
trinôme  du  second  degré  en  cosQ.  Cette  étude  se  fait  ai- 
sément si  l'on  met  l'expression  (2)  sous  la  forme 

(  3  )  ^>-^=  —^ ^^^— -  P  or'    cos  0  -  -^- 


w^  \  /w^ 


Les  racines  du  second  membre  sont  données  par  la 
formule 


cos9  —  ^ 


On  voit  que  la  racine  positive  doit  être  rejetée,  et  que 
la  racine  négative  n'est  admissible  que  si  l'on  a 

''Kis^    oii    2^x2/. 

Ainsi  la  vitesse  du  mobile  G  ne  s'annulera  jamais  si  la 
vitesse  r^  du  point  L  est  supérieure  à  celle  qu'il  acquerrait 
en  tombant  le  long  de  Oz  d'une  bauteur  égale  à  2I. 
Si  1  on  a 

"0^  -  ^ASf, 
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on  a 

t"^  =^  O       pour       COS0=  —  I,        ou       6  =:r  TT. 

Le  mobile  décrit  le  demi-cercle  LGL',  s'arrête  en  L'  et  y 
demeure  indéfiniment  en  éuqilibre  relatif  instable. 

L'inégalité  v]  <^  gl  est  indépendante  de  la  vitesse 
de  rotation  w.  Faisons,  dans  l'équation  (2),  o)  ==:  o  et 
^l  =  4g^j  nous  obtenons 

p2  =r  2  gl{  I  -h  cos  0)  z=  4  gl cos'^  -  •. 
d'où 


cos  -  ) 
2 


et,  par  suite, 

1=    -loglang— ,-       X  ' 


et  enfin 

/7 


T 


i/  -  X  (—  log  o  -I-  o)     ou     T  — -  X  . 


On  peut  donc  dire  que,  dans  ce  cas,  l'anneau  n'atteindra 
jamais  une  position  verticale,  mais  s'en  rapprochera  in- 
définiment en  marcliant  dans  le  même  sens. 

Discussion  du  trinôme. 

Première  hypothèse  :  ■—  <f  i  et  ^'J<^  ^gl.  —  Le  tri- 
nome  s'annule  pour  une  valeur  û' de  0  telle  que 

Si  l'on  fait  varier  0  d'une  manière  continue  depuis 
0  ==:  o  jusqu'à  0  '.=  6\\a  valeur  de  r",  d'abord  égale  à  i'% 
croît  d'une  manière  continue,  et  prend  une  valeur  maxi- 
mum quand  on  a   cosô  --  -^ ,  ->  c'est-à-dire  pour  û  :^  0,. 
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La  valeur  do  B  augnieiUaiit  toujours,  celle  de  i^^  di- 
minue et  devient  nulle  pour  0  =  Q' .  Le  point  G  atteint 
une  position  limite  G' qu'il  ne  peut  dépasser. 

Si  Ton  fait. décroître  0  depuis  Q  =2  6'  jusqu'à  9  -—  o,  la 
vitesse  ^  repassera  par  les  mêmes  valeurs,  mais  eu  sens 
inverse,  et,  comme  le  changement  de  0  en  — B  n'altère 
pas  le  trinôme,  le  point  G  franchira  le  point  L  et  décrira 
un  arc  GG'^  symétrique  de  GG'.  Le  point  G  se  mouvra 
par  suite  indéflniment  du  point  G'  au  point  Çr" ^  et  inver- 
sement. Ainsi,  dans  ce  cas,  l'anneau  a  un  mouvement 
oscillatoire  dont  l'amplitude  angulaire  est  égale  à  iB' , 

La  vitesse  ^  est  deux  fois  nulle,  deux  fois  maximum, 
et  deux  fois  égale  à  Vq  en  des  couples  de  points  corres- 
pondants sur  les  deux  arcs  GG'  et  GG^^ 

Si  l'on  suppose  v\  ^  Agh  le  trinôme  ne  s'annule  pour 
aucune  valeur  de  6;  la  valeur  de  v^,  maximum  pour 
0  zrr  0j,  devient  minimum  pour  0  =  7:  ou  cos9  rz=  —  i. 
L'anneau  tourne  indéfiniment  dans  le  même  sens  autour 
de  son  axe  AA',  d'un  mouvement  périodique. 

Deuxième  hypothèse  :  -p-^  =  i,  ^'o  <C  4§^-  —  Dans  ce 

cas,  on  a  6*.  r=r  o,  et  le  point  Gi  se  confond  avec  le  point  L. 
Le  maximum  de  t'"  est  i^l  ;  c'est  la  seule  restriction  qu'il 
faut  apporter  à  l'étude  de  l'hypothèse  précédente. 

Troisième  hypothèse  :  -^  >  i .  —  Le  point  G  ne  peut 

encore  être  en  repos  relatif  qu'au  point  L  ou  au  point  L'. 
Si  l'on  a  p-y  <C!  4g^^-)  1^  mouvement  est  oscillatoire,  et  le 
maximum  de  i^~  est  r^.  Si,  au  contraire,  on  a  ^l'^  4s^-) 
la  valeur  de  p»^  est  minimum  pour  cosB  -—  —  i,  et  ce 
minimum  est  égal  à  p-J —  4^^-  On  a  un  mouvement  pé- 
riodique s'efTectuant  toujours  dans  le  même  sens. 
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SIR  LES  CONIQUES  BITAIVGENTES  A  liXE  AUTRE  CONIOIE 

Par  m.  R.  LEFÉBURE  DE   FOURCY. 


La  Re^^ue  scientifique,  dans  un  de  ses  derniers  Bul- 
letins, mentionne  un  travail  récent  communiqué  par 
M.  Niewtschik  à  l'Académie  de  Vienne.  Voici  l'énoncé 
du  problème  : 

Inscrite  une  ellipse  à  un  cercle^  étant  donnés  le 
centre  et  une  tangente  à  cette  ellipse. 

Nous  nous  sommes  attaché  à  résoudre  ce  problème 
par  une  méthode  qui  donne  celle  solution  plus  générale  : 
construction  d'une  conique  bitangente  à  une  autre  et 
déterminée  d'ailleurs  par  trois  autres  conditions.  Tel 
est  le  sujet  que  nous  allons  traiter. 

Construction  d^une  ellipse  déterminée  par  son  centre^ 
un  cercle  bitangent  et  un  cercle  tangent. 

Si  Ton  suppose  le  problème  résolu,  on  reconnaît  fa- 
cilement que  le  cercle  peut  être  considéré  comme  la 
ligne  de  contour  d'une  sphère  sur  un  plan  horizontal 
passant  par  son  centre;  l'ellipse  sera  la  projection  d'une 
section  plane,  ayant  son  centre  sur  une  normale  au  plan, 
et  dont  par  suite  la  trace  est  le  point  donné,  et  de  plus 
ayant  une  tangente  commune  avec  une  autre  section  de 
la  même  sphère,  section  qui  fait  deux  dièdres  égaux 
avec  le  plan  horizontal  puisqu'elle  se  projette  suivant  la 
corde  donnée. 

Le  problème  plan  est  ainsi  ramené  à  un  problème  de 
l'espace  qui  se  résout  par  la  règle  et  le  compas  en  pro- 
jetant la  figure  sur  diilérents  plans,  ou,  ce  qui  revient 
au  mèinc,  par  des  mouvements  de  rotation.  \  oici  com- 
ment : 
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(  5>4  ) 

On  aperçoit  tout  de  suite  que  toute  section  de  la  splière 
assujettie   à    toucher  une  autre  section  donnée  a    son 

centre  sur  un  tore  engendré  par  un  cercle  de  rayon  —  » 

R étant  le  rayon  de  la  splière.  De  plus,  ce  tore  est  tangent 
à  la  sphère  tout  le  long  de  la  section  donnée.  Si  donc 
nous  voulons  avoir  la  section  particulière  dont  la  pro- 
jection donne  l'ellipse  cherchée,  il  suffit  de  prendre  l'in- 
tersection du  tore  et  de  la  droite  qui  se  projette  suivant 
un  point.  Cette  droite,  dans  le  cas  de  notre  figure,  étant 
perpendiculaire  à  l'axe  du  tore,  la  construction  se  fait 
avec  la  règle  et  le  compas. 

On  voit  ainsi  que  nous  aurons  en  général  quatre  so- 
lutions. 

Nous  allons  étudier  les  conditions  de  possibilité  du 
problème;  les  résultats  que  nous  obtiendrons  seront  la 
clef  des  conditions  de  possibilité  pour  les  problèmes  ana- 
logues auxquels  nous  devons  passer  bientôt. 

La  zone  où  doit  se  trouver  le  centre  n'est  autre  que  la 
projection  du  tore,  puisqu'il  faut  qu'il  y  ait  rencontre 
de  la  droite  avec  cette  surface  pour  que  le  problème  soit 
possible. 

INous  aurons  deux  solutions  seulement  si  le  centre 
tombe  dans  l'un  des  deux  cercles  qui  tlgurent  la  section 
horizontale  du  tore.  En  elTet,  la  droite  dont  ce  point 
est  la  trace  ne  rencontre  que  deux  fois  la  surface. 

Nous  aurons  quatre  solutions  dans  la  partie  inter- 
médiaire. 

Parmi  ces  solutions,  il  faudra  distinguer  celles  qui  don- 
nent des  contacts  effectifs  de  celles  qui  ne  donnent  que 
des  contacts  idéaux. 

On  trouverait  pour  ligne  de  séparation  la  projection 
d'une  courbe  gauche  placée  sur  une  certaine  splière,  et, 
quel  que  soit  hî  plan  de  projection,  toujours  d'un  degré 
supérieur. 
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On  traiterait  sans  difficulté  à  l'aide  de  procédés  ana- 
logues notre  problème,  en  y  changeant  les  données  de  la 
façon  suivante  : 

(2)  Cercle,  — centre, —  point  de  la  courbe; 

(3)  Cercle,  —  ligne  du  centre,  —  point  avec  sa  tan- 
gente (*)  5 

(4)  Cercle,  —  ligne  du  centre,  —  deux  points; 

(5)  Cercle,  —  trois  points. 

Quant  aux  combinaisons  autres,  on  rencontre  immé- 
diatement des  impossibilités. 

Il  est  temps  de  généraliser,  en  passant,  un  cas  où  la 
conique  à  construire  devient  extérieure  au  cercle,  ce  qui 
aura  lieu  forcément  quand  la  tangente  ou  un  des  points 
donnés  seront  eux-mêmes  en  dehors. 

Prenons  d'abord  le  problème  de  la  tangente  comme 
nous  l'avons  fait  précédemment;  cette  fois  elle  est  don- 
née extérieure  au  cercle  bi tangent. 

Pour  ne  pas  changer  de  méthode,  nous  sommes  natu- 
rellement conduit  à  prendre  notre  figure  plane  comme 
projection  d'une  figure  de  l'espace.  Le  cercle  sera  le 
cercle  de  gorge  d'un  hyperboloide  de  révolution,  la 
droite  une  section  verticale,  le  centre  la  trace  d'une 
droite  normale  au  plan  de  projection. 

Supposons  maintenant  une  autre  section  parallèle  à  la 
première  :  par  les  deux  on  fera  passer  un  cône.  Menons 
un  plan  langent  le  long  d'une  directrice  ;  il  détermine 
dans  l'hyperboloïde  une  section  dont  la  projection  sera 
bilangente  au  cercle  de  gorge,  et  tangente  à  chacune  des 
sections  projetées.  Le  centre  se  projette  au  centre  de  la 


(*)  Le  point  et  sa  tangente  peuvent  se  remplacer  par  point  et  ellipse 
tangente  en  ce  point,  l'ellipse  étant  telle  qu'on  puisse  la  supposer  la 
projection  d'un  cercle  de  la  sphère.  Un  mouvement  de  rotation  ramène 
au  cas  le  plus  simple. 

33. 
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génératrice,  et,  quand  elle  change  de  place,  décrit  une 
courbe  semblable  aux  courbes  directrices,  et  qui,  par 
suite,  comme  elles,  se  projette  suivant  une  droite.  Il 
reste  à  déterminer  la  section  arbitraire  de  telle  sorte  que 
cette  droite  rencontre  le  point. 

On  a  deux  cônes  qui  donnent  chacun  deux  solutions. 

Nous  aurons  encore  les  problèmes  indiqués  au  cha- 
pitre de  la  sphère,  c'est-à-dire 

(•2)   Cercle,  —  ceutre,  —  point; 

(3)  Cercle,  — ligne  du  centre,  —  point  et  sa  tan- 
gente •, 

(4)  Cercle,  —  ligne  du  centre,  —  deux  points; 

(5)  Cercle,  —  trois  points. 

Nous  allons  entrer  à  ce  sujet  dans  quelques  détails. 
Prenons  le  n^  (3). 

Pour  qu'une  droite  passant  par  le  point  donné  con- 
tienne le  centre  de  la  courbe,  il  faut  que  la  tangente  à 
l'extrémité  inconnue  soit  parallèle  à  la  tangente  donnée. 
Nous  sommes  ainsi  conduit  à  chercher  sur  l'iiyperbo- 
loïde  le  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes  à  des  sec- 
tions verticales  parallèles  soient  parallèles.  On  vérifie 
facilement  que  ce  lieu  se  projette  en  ligne  droite  sur  un 
plan  vertical,  ce  plan  étant  déterminé  par  une  ligne  de 
terre  parallèle  à  la  droite  donnée.  Nous  avons  donc  une 
section  plane  de  Thyperboloïde.  Le  centre  cherché  décrira 
une  courbe  semblable  et  moitié  moindre;  on  prendra 
l'intersection  avec  le  plan  projetant  de  la  ligne  du  centre, 
et,  en  revenant  à  la  figure  primitive,  on  aura  les  deux 
solutions. 

(4)  Cherchons  les  plans  tangents  à  la  surface  en  chaque 
point.  Les  tangentes  aux  sections  se  rencontrent  deux  à 
deux  à  l'intersection  de  ces  plans.  Le  diamètre  conjugué 
à  la  corde  donnée  passe  par  le  point  de  rencontre  de  ces 
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tangentes.  Il  décrit  donc  un  plan  dans  l'espace  en  passant 
par  un  point  fixe. 

Pour  avoir  le  lieu  du  centre,  nous  sommes  ramené  à 
ce  problème  : 

Par  un  point  fixe,  on  mène  une  sécante  à  une  conique  ; 
trouver  le  lieu  du  milieu  de  la  corde.  On  sait  que  ce  lieu 
est  une  conique. 

Rien  à  dire  du  n°  (5). 

Il  resterait  à  démontrer  que  notre  méthode  donne 
toutes  les  solutions  des  problèmes  étudiés. 

La  démonstration  est  facile  :  il  suffit  de  la  signaler  à 

l'attention. 

Généralisation . 

Nous  avons  traité  le  cas  du  cercle  bitangent  :  nous 
allons  démontrer  que  ce  cercle  peut  être  remplacé  par 
une  ellipse  quelconque. 

En  effet,  la  courbe  étant  fermée,  on  pourra  toujours 
par  une  projection  orthogonale  la  déformer  de  telle  sorte 
qu'elle  devienne  un  cercle;  dans  cette  opération,  les 
droites,  les  points,  le  centre  donnés  prendront  une  posi- 
tion nouvelle  et,  quand  on  aura  fait  la  construction  sur 
cette  figure,  on  reviendra  à  la  primitive.  Une  seule  chose 
sera  changée,  les  axes  seront  devenus  des  diamètres  con- 
jugués. On  peut  par  suite  construire  les  nouveaux  axes. 

Si,  au  contraire,  la  courbe  est  à  branches  infinies,  on 
ne  pourra  la  fermer  que  par  la  projection  perspective. 
Or  on  sait  que  les  centres  de  deux  sections  non  paral- 
lèles ne  sont  pas  sur  une  même  droite  avec  le  sommet. 

Cette  difficulté  ne  nous  permet  pas  d'étendre  aux 
autres  coniques  ce  que  nous  avons  dit  de  Tellipse,  et  nous 
ne  pensons  pas  qu'on  puisse  y  parvenir. 

La  généralisation  subsiste  pour  le  cas  où  les  données 
sont  trois  points  et  une  conique  bitangente. 
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PR0P0SITI01\S  RELATIVES  A  LA  THÉORIE  DES  KOMRRES^ 

Par  m.    E.   CATALAN. 


I. 

1.  Soit  Vcqualion 

(6^=pi)'^-f-(6j=pi)^+(6zzpi)2=r3(2/z  +  i)% 

dans  laquelle  les  inconnues  ne peuv^ent  leceuoir  que  des 
^valeurs  entières ^  nulles  oupositii^es.  L^ excès  du  nombre 
des  valeurs  paires  sur  le  nombre  des  valeurs  impaires 

de  X  -\-  y  -\-  z  égale  [in  4-  i  )  (  —  i  )" . 

2.  Soit  r équation 

(6.rqzi)-+(6jzpi)--+-  (6z=p:i)2=24N  +  3, 

dans  laquelle  les  valeurs  des  inconnues  sont  encore  as^ 
sujetties  aux  conditions  précédentes.  Si  le  second 
membre  n'est  pas  le  triple  d'un  carré,  la  somme 
x  -h  y  -\-  z  admet  autant  de  valeurs  paires  que  de  va- 
leurs impaires.  (Jacobi.) 

3.  Le  triple  d'un  carré  impair  est  toujours  décompo- 

sable   en    trois    carrés  de  la  forme   (6p=p:i)^.   Si  le 

nombre  donné  65/  3  (2/i  -f-  i)%  il  y  a  au  moins  autant 

de  décompositions  que  V indique  le  plus  grand  entier 

j         2  //  -i-  I 

contenu  ciajis  — pi ' 

0 

4.  Soit  r  équation 

(*)  Les  conditions  relatives  aux  valeurs  que  peuvent  recevoir  les  in- 
connues sont  les  mêmes  que  précédemment. 
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Li^ excès  du  nombre  des  valeurs  paires  de 

3  r^^r 

jC   -1-   y  -4-  3   _| , 

2 

sur  le  nombre  des  valeurs  impaires,  égale  (2  ^  H- 1  )  ( —  i  )* . 

5.  Soit  l'équation 

(6x  =p  i)^ -}- (6/ zp  1)2 -h  4  ( 62  =p  ï)2  =z  24N -f- 6. 

Si  le  second  membre  n  est  pas  le  sextuple  d'un  carré, 
la  quantité 

X  -h  J  -{-  z  ~\ 

2 

admet  autant  de  valeurs  paires  que  de  valeurs  im- 
paires. 

6.  Le  sextuple  d^un  carré  impair  est  toujours  décom- 
posable  en  trois  cannés.  Les  deux  premiers  ont  la  forme 
(6|!x  zp  i)^,  et  le  troisième  la  forme  4  (^/^  =F  0^* 

7.  Soit  V équation 

[lX   -f-l)2-h    [iy   -1-1)2+   l62;2—   (2/2   +1)'. 

Soit,  pour  z  =  o,    £  Vexcès   du  nombre  des  valeurs 

Y  (  Y     1    I  \ 

paires  sur  le  nombre  des  valeurs  impaires  de  — 

Soity  semhlablement,  z'  V excès  du  nombre  des  valeurs 

Y  (  Y  —\~  I  ) 

paires  de  —^ h  z  sur  le  îiombre  des  valeujs  im- 
paires y  z  étant  positif.  On  a 

£-1-  2s'=r  (2/7  -f-l)  (  —  1)". 

8.  L'excès  du  nombre  des  valeurs  paires  de  x,  satis- 
faisant à  r équation 

4x-H-  4j'+  (2z  -|-i)^=  (2/2  4-i)% 
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sur  le  nombre  des  valeurs  impaires,  est 

4  ^  ^' 

9.  Si  un  nombr-e  premier^  P,  n'est  pas  la  somme 
de  deux  carrés,  P^  est  décomposable  en  trois  carrés, 

10.  Si  un  nombre  premier,  P,  est  égal  à  la  sonune 
de  trois  carres,  P^  est  généralement  égal  aussi  à  la 
somme  de  trois  carrés. 

11.  L^ équation 

4^:2-4- 4j>-2  4- (2Z  +l)'r=  8N +1, 

dans  laquelle  le  second  membre  nest  pas  carré,  est 
vérifiée  par  un  même  nombre  de  valeurs  paires  et  de 
valeurs  impaires  de  x  ('*'*). 

12.  a  étant  le  nombre  des  solutions  de  V équation 

(iœ  H-l)^+  (2J  -f-i)^=:  2  [in  +l)% 

Vexcès  du  nombre  des  valeurs  paires  de  z,  qui  vérifient 

{ix  -{-i)-+(2j-|-i)2+  Sz-=z  2  [in  -f-i)% 

sur  le  jiombre  des  valeurs  impaires,  est 

[m  -\-i)  {  —  i)"  —  a 
£  r=  — '- • — . 

2 

13.  Si  Von  fait  n  =  di^  le  nombre  des  solutions  de 

Inéquation 

i]  -+-/;;  -h  il -\-.  ..-h  il  —  8/^ 


(*)  Dans  l'application  de  ce  théorème,  on  peut  l'aire^  =  o,  mais  non 
X  =  o.  En  outre,  à  cause  de  la  valeur  de  e,  n  doit  être  pair.  On  peut 
donc  remplacer  ré(iuation  par  [\x^-\- [\j'-{- ['iz -\-i)' =^  [!\ iJ.-ir-\Y^  et 
alors  la  formule  devient  s  =  /j.. 

(**)  On  fait  toujours  abstraction  de  x  =.  o. 
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est  égal  à  la  somme  des  cubes  des  diviseurs  d  (^). 

14.  Siy  de  plus  y  ^71  =  i'  -h  i"  -,  alors 

l{fi'Xfr)=:Slcf'   {**). 

15.  La  som,me  des  diviseurs  d'un  nombre  impair,  z, 
est  égale  à  la  somme  des  produits  deux  à  deux  des  excès 
relatifs  aux  nombres  impairs  dont  la  somme  est  i  i  (***)  • 


II. 


Les  propositions  précédentes   sont  extraites  d'un  Mé- 
moire intitulé  :  Recherches  sur  quelques  produits  indé- 
jinis,  MM.  Le  Bcsgue  et  Chabanel   ont  fait  voir  que  la 
proposition  10,  corollaire  du  théorème  8,  est  tout  sim- 
plement la  traduction  de  l'identité 

Ce  moyen  de  démonstration,  basé  sur  de  simples  iden- 
tités, est-il  applicable  à  quelques-unes  des  propositions 
énoncées  ci-dessus?  Cela  est  désirable.  Quoicju'il  en  soit, 


(*)  /,  /,,  /j,  /g, . . .  désignent  des  nombres  impairs. 

(**)  La  notation  fp,  employée  par  Euler,  représente  la  somme  des 
diviseur- s  de  p . 

(***)  J'appelle  excès  relatif  a  un  nombre  impair  N  l'oxcôs  du  nombre 
des  diviseurs  de  N,  ayant  la  forme  /| //.  -|-i,  sur  le  nombre  de  ceux  qui 
ont  la  forme  [\  fj.  —  i . 

(****)  En  outre,  comme  le  fait  observer  M.  Chabanel  :  i<'  il  est  inutile 
que  le  nombre  a--\-b--^c^  soit  premier  ;  2°  on  y>c\\\,  permuter  les  lettres 
«,  b^  c.  dette  seconde  remarque  donne  lieu,  par  exemple,  aux  trois  dé- 
compositions suivantes  : 

(  4' -i- 3» -+-  •.?»  )' :;^  2/,  ' -h  I  2- -,- 1  I  », 


(  5^^  ) 

voici  quelques  identités  (*)  qui  se  rapportent  à  la  dé- 
coniposition,  en  quatre  carrés,  du  carré  d'une  somme 
de  trois  carrés  : 

(   {a' -h  l)^-hc'y-={c'-ha'y-i-  [bc  +  baY 
\  _f_  [bc—  bay-h  (b'-y, 

(    (a^-h  b'-hc'y-=--  [n'-{~b'y-h{ca-{-cby 
i  -^(^ca--cby-^{c-'y, 

(    {a'--h  b'-hc'y={a'-h2.bcy+{ab  —  acy 
i  -{- (^ab  —  acY-h  (b^—c-^Yy 

j    (a'-h  l^'-hc'y^ib'-hicay-hibc—bay 
l  ^[hc^  bay-{~  (c-  —  a'-y, 

(   («'+  b--^c''y={c-'-\-9.aby+  [ca  —  cby 
I  -^  [ca  —  cby -\- [a'— b^y, 

(^2+  b--^c-'y=(a''-—ibcy~h  (ab  -^  acy 
-i-{ab  -hacy-h  [b'^—c^y, 

(a'-f-  b^-^c-'y={b'—  icay-\-  (bc -{-  bay 
-f-  [bc  -h  bay  +  (c^  —  a-'Y, 

-^  {ca -{-cby-\-[a^—b''y, 

+  {b''—cay~\-  (c^—  aby. 


(3 

(4) 

(6) 

(7) 
(8) 

(9) 

(10) 


(*)  Toutes  ces  relations  sont  des  cas  particuliers  de  l'égalité 

(a>4-  è»H_  c»-h  d^)  (a'«-i-  è'^-h  c'»-h  J'=)  ==  (««'+  ^-^^'-h  ce' -^  ddj 
-\-{ab'—ba'—cd'-{-dcy-\-{ac'-^bd'  —  ca'—dby-^{ad-^cb'—bc'—day 

trouvée  par  Euler.  Je  ferai  remarquer,  en  passant,  que  le  second  membre 
de  celle-ci  peut  être  écrit  û.'au  moins  ^ingt-quaCre  manières  différentes. 
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(12) 

(l3) 


{a^-h  b^-{-c^Y=  (ca  -^  ab  —  bcy -h  (b^ -{- ca) 

(«'+  ^2_|_c2j2__  j^^  _|_  le  —  caY-\-  (c'-f-  ab) 
-f-  («2-1-  èc)^-}-  (b""—  ca 

III. 


2 
î 


Puisque  l'occasion  s'en  présente,  je  rappellerai  ici  les 
énoncés  de  deux  théorèmes  d'Arithmétique  démontrés 
dans  des  recueils  peu  répandus  : 

1°  a,  Z>  étant  deux  nombres  entiers ,  premiers  entre 
eux,  la  fraction 

1 .2.3.  ,  .(a  -i-  b  —  i) 
i.2.3...rtXi.2.3...^ 

est  réductible  à  un  nombre  entier. 

i'^  a  y  b  étant  deux  nombres  entiers  quelconques,  la 
fraction 

(«  -f- I  )  (<7  4-  2V  .   .  2 «7  X  (^  H- 0  (^  -f-  2)  .  .  .  2  ^ 

I  .2.3.  . .  («  -f-  ^j 
est  réductible  à  un  nombre  entier. 

NOTE  RELATIVE  AU  M\0\  DE  LA  SPnÈRE 
CIUC0]\SCR1TE  Al]  TÉTRAÈDRE,  EN  VALEUR  DES  ARÊTES 

(  voir  7."  série,  t.  XII,  p.  ;'7(>); 

Par  m.   g.   DOSTOR, 

Docteur  es  sciences. 


i.  L'expression,  sous  forme  de  déterminant,  du  rayon 
de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre,  en  fonction  des  six 


(  5.4  ) 

arêtes  de  ce  tétraèdre,  peut  s'obtenir  immédiatement  au 

moyen  de  l'équation  (I)  de  la  page  371.  En  effet,  cette 
équation 


4r2 

a 

b 

c 

a 

I 

cosv 

COS|:/ 

b 

cosv 

I 

COS  A 

c 

CCS  y. 

cos). 

I 

donne  d'abord 


4R=' 


I  cosv      COS|X 

cos  y         I        cosX 
COS|X     cosX        I 


o       a  b         c 

a       I  cosv  cos[/. 

b  cosv  I  cosX 

c  cos  p.  cos>        I 


=  o. 


Si  nous  multiplions  par  les  quantités  respectives  a, 
b^  c  d'abord  les  trois  dernières  colonnes,  puis  les  trois 
dernières  lignes  du  second  membre,  et  que  nous  remar- 
quions que  le  facteur  de  4^%  multiplié  par  a^b^c^  ou 
a^b^c^  A^,  est  égal  à  36\^,  nous  voyons  que 

«2              b^  c^ 

a^  ab  cos-if  c/^cosp 

ab  cosv          b'^  bc  cosl 

ca  cos  II  bc  cosl  c^ 


i44v=^R' 


o 

à- 
b-^ 


Dans  ce  déterminant,  retranchons  la  première  colonne 
de  chacune  des  trois  suivantes,  multiplions  ensuite  les 
trois  dernières  lignes  par  —  2  et  divisons  la  première 
colonne  résultante  par  —  2,  il  nous  vient 


576V^R'=: 


o 

a} 

b' 


a'                            b^  c" 

o  là^ 2<7^C0SV  la}  —  2C«C0Sp. 

2^-  —  2.abcosv                  o  ib"^  —  2èccosX 

le-  —  2C<2C0Sp  1C-  —  2^CC0SX  O 


Ajoutons  actuellement  la  première  ligne  à  chacune  des 
trois  suivantes,  et  retranchons  de  même  la  première  co- 
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lonne  des  trois  suivantes,  nous  trouvons  que 


o 


b^ 


576V2R'= 


a}  o  a'^-\-b'^ — 2ûZ»cosv  c--{-a- — 2c«cosu 

^'  «--4-^2 — 2.abcosv  o  b^-+-c- — 2a^cos> 

c^    c^-\-à^ — 2Cflcosp.  b^-\-c- — 2^ccosA  o 


Dans  ce  déterminant,  il  nous  suffira  de  remplacer 
les  éléments  b'^ -}- c^ — 2Z>ccosX,  c~ -\- a^ — 2c<2cos|ui, 
a^-\-b^ — 2aZ>cosv  par  les  carrés  des  arêtes  latérales 
a',  b\  c',  pour  avoir  l'équation  demandée 


(I) 


576V'R'  = 


o 

a' 

b' 

c- 

a' 

o 

c" 

b^ 

b' 

c'^ 

o 

a^' 

?'     b'     a^ 


2.  Autre  forme  de  ce  déterminant,  —  Multiplions  les 
trois  dernières  colonnes  par  les  quantités  respectives 
Z>^c^,  c^<2^,  a*^Z)^,  le  déterminant  sera  multiplié  par  le 
produit  b"^ c^  .c^o}  ,a^b'^  ■=1  a^b^ c^ ^  et  nous  obtiendrons 


576rt''/^^c<V^R'- 


o 

a'b'c' 

a^b'c' 

a-b^c- 

a' 

o 

a^c-c'- 

a'b'b'^ 

b' 

b'-c^-c'^ 

o 

b'a-a'- 

b-^b'^ 


c'a^a'- 


divisons  ensuite  les  quatre  ligues  respectivement  par 
a^b^c~,  a^,  b^,  c^;  le  déterminant  sera  divisé  par  le  pro- 
duit a'*b''c''^  et  il  nous  viendra  aussi 


(II) 


57GV'R'  =  — 


o 

I 

I 

I 

I 

o 

c'c" 

bH,'-^ 

I 

rV- 

o 

frn'- 

I 

b^b'- 

a-a' 

-     o 

(     52()    ) 

3.  Troisième  forme  de  déterminant  (I).  —  Dans  ce 
dernier  déterminant,  multiplions  les  quatre  lignes  par 
les  quantités  respectives  aa'  hh' ce' ^  aa\  hb' ^  ce'  '^  le  déter- 
minant se  trouve  multiplié  par  le  produit  a^a'^h'^b'^c^c'^^ 
de  sorte  que  nous  avons 


5r^Qa}a''bn"c^c''\-'^-'  = 


a  a 
bb' 
ce' 


aa'bb'cc'     aa'bb'cc'     aa' bb' ce' 
G  aa'c'^c'^       aa'b'b" 

bb'c^c"'  o  bb'a'a'-" 


ce 


'b^b'^ 


ce  a- a  ' 


o 


Divisons  ensuite  les  trois  dernières  colonnes  respecti- 
vement par  bb' ce' ^  ce' aa' ^  aa' bb' \  le  déterminant  se 
trouve  divisé  par  le  produit  a^a'^b'^b'^ c'^e'^ ^  et  nous 
trouvons  encore  que 

bb' 


(III) 


576V2A2=::  — 


o  aa 

aa'  o 

bb'  ce' 

ce'  bb' 


ce 
o 
aa' 


ce 

bb' 

aa' 
o 


4.  Transformation  du  déterminant  en  produit.  — 
Dans  ce  dernier  déterminant,  remplaçons  la  première 
colonne  par  la  somme  des  quatre  colonnes*,  le  détermi- 
nant ne  change  pas  de  valeur,  et  il  vient,  en  divisant  la 
première  colonne  résultante  par  aa' 


bb' 


ce 


576V^R' 


O 

aa' 

-+• 

bb' 

aa' 

1 

bb' 

ce 


ce 


j  aa'  4-  bb'  +  ce' 


aa 
o 

ce' 
bb' 


ce 
bb' 
aa' 

O 


—  —  [aa'-r-bb'-hcc') 


bb' 
ce' 

O 

aa' 

0  aa'     bb'     ce' 

1  O  ce'  bb' 
I  ce'  o  a  a' 
I      bb'     aa'      o 


(  5^7  ) 
Donc  le  déterminant  (III)  est  divisible  par 

aa' -\- bb' -\~  ce' . 

Dans  le  même  déterminant,  de  la  somme  des  deux 
premières  colonnes  retranchons  la  somme  des  deux 
dernières  5  nous  obtenons 


576V2R^rrz 


aa 
aa' 
bb' 
bb' 


bb' 


ce 


bb'—cc' 


ce 


ce 


aa 


aa 


a  a 
o 
ce 

bb 


bb'     ce' 

ce'     bb' 

o      aa 


^{bb' 


I 
I 
—  I 


aa       o 

aa'     bb'     ce' 
o       ce'     bb' 
ce'       o      aa' 
o 


ce'  —  aa') 

—  I     bb'     aa' 

par  suite,  le  déterminant  est  aussi  divisible  par 

bb'  -4-  ce'  —  aa' , 

On  verrait  de  même  qu'il  est  encore  divisible  par 

ce'  ^  aa'  —  bb' , 
et  par 

aa'  H-  bb'  —  ce' , 

On  peut  donc  écrire 

576  V^R=^  =  (««'+ ^6'  -+-  ce')  [bb'    ir  ce'  —  aa') 

X  [ce'  +  aa'  —  bb')  [aa'  -{-  bb'  —  ce')  X  q- 

Or,  dans  le  déterminant  (liï),  le  produit  des  éléments 
situés  sur  la  diagonale  de  droite  à  gauche  est  —  c'*c"*  -^  il 
est  aussi  — c*c'''  dans  le  produit  des  facteurs  nui  pré- 
cèdent <75  donc  on  a  (jr  :::=  I ,  de  sorte  que 

5^Ç>N'K'  =  {aa'+  bb'  -h  cc')[bb'  -{- ce'  —aa') 
:K[cc'  -{-an'  —bb')[aa'-hbb'  —  ce'). 


(IV) 
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CARACTÈRES  GÉXÉRAIX  DE  LA  DIYISIRILITÉ  D  IIV  NOMDRE 
PAR  UN  DIVISEUR  Ql]ELCO\QlJE  A  ; 

Par    m.   Joseph   LUBIN, 
Élève  du  collège  Stanislas. 


Nous  avons  trois  cas  à  considérer,  suivant  que  A  est 
inférieur,  égal  ou  supérieur  à  lo. 

1"  Cas.  —  A<  io. 

Puisque  A  est  <:^  lo,  je  puis  poser  A  =  lo  —  a,  d'où 
a=  lo  — A  et  A-}- a  =  10. 

Théorème  I.  —  Toute  puissance  de  10  est  égale  à  un 
multiple  de  A  augmenté  d\ine  puissance  de  a  dont 
Vexposant  est  égal  au  sien. 

En  effet,  on  a  successivement 

10  ==  A  -f-  a, 

io-i=:(A-*-  a)-nr  A- H-  2aA  -i-a^=:=  mult.  A  -f-  :«% 
iO^=r  lO^X  10  r:=  (  lîiult.  A  +  a'-j  (A  -I-  a)  z=z  mult.  A  4-  a%..., 
I  o("-*-')  =ri  o"  X  I  o  =:  (mult.  A  -f-  a«)  (  A  -h  a)  =  mult.  A  -4-  a("-+-'). 

Corollaire.  —  Le  nombre  formé  d'un  chiffre  signifi- 
catif, suivi  d'un  certain  nombre  de  zéros,  est  égal  à  un 
multiple  de  A,  augmenté  du  produit  de  ce  chifiVe  par 
une  puissance  de  a  marquée  par  le  nombre  de  zéros  qui 
le  suivent. 

Théorème  II.  —  Tout  nombre  est  égal  à  un  multiple 
de  A  augmenté  de  la  somme  des  produits  de  chacun  de 
ses  chiffres  par  une  puissance  de  amarquée  par  le  nombre 
de  chijjres  qui  le  suivent. 
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lî''  Cas,  —  A  =-  10  (résultat  connu). 

Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  qu'un  nombre  soit  dis^isihle  par  lo  est  qu  il  soit 
terminé  par  un  zéro. 

Corollaire.  —  Le  reste  de  la  division  d'un  nombre 
par  lo  est  le  même  que  le  chiffre  de  ses  unités. 

IIP  Cas.  —  A>io. 

Puisque  A  est  ^  lo,  je  puis  poser  A  =  lo  H-  a,  d'où 
A  —  a  :=  I  o , 

Théorème  I.  —  Toute  puissance  de  lo  est  égale  à 
un  multiple  de  A  augmenté  ou  diminué  [sui\^ant  que 
r exposant  de  cette  puissance  est  pair  ou  impair)  dhuie 
puissance  de  a  d^ exposant  égal  au  sien. 

En  effet,  on  a 

lO  rir  A  —  a, 

10' r=:  (A  —  o^yz=  A2—  2Aa  -J-  cc~  =^  miilt.  A  +  (X.\ 
lO^rrz  lo'X  10  =  (mult.A  -f-  a')(A  —  a)  —  mult.  A  —  a%..., 
io2"=i:  io(^"-')Xio=(muU.A— a(^"-'))(A— a}=mult.A-l-a% 
I  o(2''+0  —  I  o-"X  I  o  —  (mult.A  -f-  a"')(  A  —  a)  =  mult.A  —  a('"-*-'  ^ . 

Corollaire,  —  Le  nombre  formé  d'un  chiffre  signifi- 
catif suivi  d'un  certain  nombre  de  zéros  est  égal  h  un  mul- 
tiple de  A,  augmenté  ou  diminué  (suivant  que  le  nombre 
de  zéros  est  pair  ou  impair)  du  produit  de  ce  chiffre  par 
une  puissance  de  a  marquée  par  le  nombre  de  zéros  qui 
le  suivent. 

THÉ0llÈM^:  II.  —  Tout  nombre  est  égal  à  un  multiple 
de  A  augmenté  de  la  différence  de  la  somme  des  pro- 
duits de  chacun  de  ses  chiures  de  rangs  impairs  à  partir 
de  la  droite  sui'  la  somme  des  produits  de  chacun  de  ses 

Ànn.  de  Mac/it'niat.,  ^^  sôt'i(\  t.  XIII    (Novoinhro  :^7'(.^  3^ 


(  53o  ) 
chiffres  de  rangs  pairs,  par  une  puissance  de  a  marquée 
par  le  nombre  de  chiffres  qui  le  suivent. 

Applications,  —  Gliercher  le  caractère  de  la  divisi- 
bilité d'un  nombre  par  i  et  par  5. 

Pour  cela,  je  remarque  que,  quand,  au  lieu  d'avoir 
A  4-  a  =  lo,  on  a  A  A  H-  a'  =  lo,  il  suffit,  pour  avoir  le 
reste  de  la  division  du  nombre  par  A ,  de  prendre  les  puis- 
sances de  a'  et  non  pas  les  puissances  de  a.  En  effet, 
a  =  {Jk  —  i)  A  4-  yJ \  or  les  puissances  de  cl  se  compose- 
ront de  deux  parties,  dont  l'une  sera  un  multiple  de  A 
(qui  disparaîtra  en  opérant  la  division),  et  Tautre  une 
puissance  de  c/J  d'exposant  égal  à  l'exposant  considéré 
de  la  puissance  de  a;  donc  il  suffit  de  prendre  les  puis- 
sances de  a',  ce  qui  démontre  l'énoncé. 

Cela  posé,  je  remarque  que  lo  =  5  X  2,  ou  que 

10  =  mult,  2  H-o     et     lo  =  mult.  5 -1- o. 

Or  les  puissances  de  a!  seront  aussi  égales  à  zéro,  et, 
par  suite,  leurs  produits  par  les  chilïres  du  nombre  ; 
et  tous  les  cbilFres  du  nombre  étant  multipliés  par  des 
puissances  de  a,  excepté  le  chifTre  des  unités  qui  est 
multiplié  par  i,il  suffira  de  considérer  le  chiffre  des  unités 
et  de  le  diviser  par  i  ou  par  5,  pour  avoir  le  reste  de  la 
division  du  nombre  par  a  ou  par  5. 

TUÉORÈMES;  ^^ 

Par  m.  L.  SANCERY,  à  Nice. 


On  sait  (voir  Nouvelles  Annales,  2^  série,  t.  I, 
p.  19,  ligne  3)  que  les  bissectrices  des  angles  opposés  d'un 
quadrilatère  complet  ABCDEF,  tant  intérieurs  qu'exté- 
rieurs, mais  pris  simultanément  :  1°  de  même  espèce, 
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2^  d'espèces  diflérentes,  sont  les  sommets  de  deux  qua- 
drilatères complets  PQRSTV,  HIKLGJ.  Cela  étant,  on 
propose  de  démontrer  les  théorèmes  qui  suivent  : 

I.  —  Sur  chacun  des  côtés  de  Vun  quelconque  des 
quadiilatères  ABCD,  PQRS,  HIKL  se  croisent^  et  par 
quatre  groupes  différents^  deux  côtés  des  deux  autres 
quadrilatères, 

II.  —  Sur  chacune  des  diagonales  de  Vun  quel- 
conque des  quadrilatères  ABCDEF,  PQRSTV,  HIKLGJ 
se  croisent,  et  par  deux  groupes  dij^érents,  deux  dia- 
gonales appartenant  aux  deux  autres,  La  diagonale  du 
premier  quadrilatè  reest  ainsi  divisée  liarmoniquement  : 
elle  l'est  aussi  par  les  diagonales  restantes  des  deux  autres. 
On  peut  encore  dire,  si  l'on  préfère  :  Huit  diagonales 
des  quadrilatères  ABCDEF,  PQRSTV,  HIKLGJ  déter- 
minent sur  la  neuvième  une  immolation  de  six  points , 
dans  laquelle  les  extrémités  de  cette  dernière  diagonale 
sont  les  points  doubles, 

III.  —  Les  triangles  diagonaux  des  trois  quadiila- 
tères sont  semblables  et  homologiques  entre  eux.  Ils 
ont  pour  centre  d'iiomologie  le  point  de  rencontre  des 
hauteurs  du  triangle  diagonal  relatif  au  quadrilatère 
donné  ABCDEF. 

IV.  —  Les  cercles  circonscrits  aux  triangles  diago- 
naux des  quadrilatères  dérivés  passent  par  le  point 
de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle  diagonal  du  pre- 
mier quadrilatère, 

V.  —  Les  cercles  circonscrits  aux  quadrilatères  for- 
més par  les  couples  des  diagonales  des  quadrilatères 
ABCDEF,  PQRSTV  d'une  part,  et  ABCDEF,  HIKLGJ 
de  Vautre,  qui  comprennent  des  angles  égaux  entre 
eux,  forment  deux  séries  de  cercles  orthogonaux  ayant 

34. 
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pour  axes  radicaux  les  droites  qui  passent  par  les  mi- 
lieux des  diagonales  des  deux  quadrilatères  VQRSTV , 
HIKLGJ. 

1/  \  I.  —  Le  quadrilatère  proposé  ABCD  étant  inscrip- 
tible,  le  quadrilatère  PQRS,  dont  les  sommets  sont  les 
points  de  rencontre  des  bissectrices  des  angles  opposés 
intérieurs  ou  extérieurs,  est  également  inscriptible. 

Les  diagonales  intérieures  de  Vuji  des  deux  quadrila- 
tères ABCD,  PQRS  sont  parallèles  aux  diagonales  de 
Vautre,  et  la  troisième  diagonale  de  l'un  passe  par  les 
milieux  des  diagonales  de  l  autre. 

YII.  —  Le  quadrilatère  proposé  ABCD  étant  inscrip- 
tible et  A'B'C'D^  A'^B^'C^^D^^  étant  les  quadrilatères 
inscriptibles  obtenus  en  menant  :  i°  les  bissectrices  des 
quatre  angles  du  quadrilatère  ABCD  ^  2°  les  bissectrices 
des  suppléments  de  ces  angles,  le  diamètre  du  cercle  O', 
circonscrit  à  A'B'C^D',  est  égal  à  la  somme  des  rayons 
des  cercles  A',  C,  moins  la  somme  des  rayons  des  cercles 
B',  D',  tangents  à  trois  des  côtés  du  quadrilatère 
ABCD.  (Le  point  A' est  supposé  rintersection  des  bissec- 
trices des  angles  aigus  A  et  B,  A  étant  plus  petit  que  B.) 

Le  diamètre  du  cercle  O"  circonscrit  à  K"WC'l}" 
est  égal  à  la  somme  des  rajons  des  quatre  cercles  A!' ^ 
B'^,  C^^,  D''  tangents  à  trois  des  côtés  du  quadrilatère. 

On  a  les  mômes  relations  pour  les  cercles  Oj,  O2  cir- 
conscrits aux  quadrilatères  Al  BjCiDj,  A2B2C2D2,  oble- 
nus  on  menant  les  bissectrices  de  deux  angles  opposés 
et  les  bissectrices  des  suppléments  des  deux  autres  angles. 

VIII.  —  Le  centre  O  du  cercle  circonscrit  à  ABCD  est 
le  milieu  des  distances  O'O'',  O1O2. 
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CORUESPONDAME. 


Extrait  d^ une  lettre  de  M,  E.  Lemoine.  —  Dans  le 
numéro  de  juillet  dernier,  M.  Doucet  revient  sur  cette 
question  déjà  résolue  :  Trousser  Veni^eloppe  de  la  corde 
commune  à  une  ellipse  et  à  son  cercle  osculateur.  Il  en 
donne  une  solution  très-élégante  et  je  ne  fais  d'observa- 
tions à  son  sujet  que  parce  que,  de  même  que  dans  les 
solutions  déjà  données,  la  nature  connue  et  étudiée  de  la 
courbe  enveloppe  n'est  pas  mise  en  évidence. 

On  sait  que  la  corde  dont  on  cherche  l'enveloppe  est 
la  symétrique  de  la  tangente  par  rapport  à  l'ordonnée  du 
point  de  contact  M  ;  or  il  est  évident  que,  si  l'on  considère 
le  cercle  ayant  pour  diamètre  le  grand  axe  de  Tellipse  et 
dont  la  projection  sur  le  plan  de  l'ellipse  est  cette  ellipse, 
l'enveloppe  de  la  droite  symétrique  de  la  tangente  à  ce 
cercle,  par  rapport  à  l'ordonnée  du  point  de  contact  dans 
ce  cercle,  aura  pour  projection  l'enveloppe  cherchée. 

Occupons-nous  de  trouver  cette  enveloppe  dans  le 
cercle.  Soient  OA,  OB'  (*)  deux  diamètres  rectangulaires 
de  ce  cercle.  Soit  M'  un  point  du  cercle,  la  tangente  au 
cercle  en  M'  coupe  OA  en  S,  la  symétrique  de  M' S  par 
rapport  à  l'ordonnée  M'/ix  coupe  OA  en  J.  Menons  OK 
bissectrice  de  l'angle  B'OA  et  OH  perpendiculaire  à  OK. 
Soient  K  et  H  les  points  où  M'J  coupe  OK  et  011.  Appe- 
lons a  l'angle  M'OA,  on  a 

M'OH  —  M'OA  -f-  AOH  =_-  a  -h  45", 

on  a  aussi 

OHJ  —  i8o"  -  HOJ  -  OJH 

=  i8o^'  —  45"  —  M'JS  =  i8o°  -  45"  —  M'SO, 

(*)  Le  lecteur  est  prie  de  faire  la  figure. 
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car,  puisque  M'J  est  symétrique  de  M'S,  on  a 

]\rjS  =  M'SO; 

mais  MSO  ~  go""  ~  a  i\  :  vient  donc 

OHJ  =  i8o°  —  45°  ~  90°  -f-  a  ==  45°  -f-  a. 

Donc  OHJ  r^M'OH,  le  triangle  OM'H  est  isoscèle;  par 
suite,  dans  le  triangle  rectangle  KOH,  M'  est  le  centre 
du  cercle  circonscrit  et  l'on  a  KH  =  aM'O.  Les  extré- 
mités de  la  droite  KH  de  longueur  constante  glissent 
donc  sur  les  deux  droites  fixes  rectangulaires  OK,  OH, 
et  par  suite  la  droite  KH  enveloppe  une  hypocycloïde  à 
quatre  rebroussements,  etc. 

Extrait  d'une  Lettre  de  M.  Haton  de  la  Goupillière, 
—  La  livraison  de  septembre  contient,  à  la  page  447?  le 
théorème  suivant  : 

Uens^eloppe  d'une  droite  de  longueur  constante,  qui 
s  ''appuie  par  ses  extrémités  sur  deux  lignes  rectangu- 
laires,  a  une  déi^eloppée  semblable  à  elle-même. 

Cette  propriété  est  remarquable,  mais  elle  n'est  pas 
nouvelle.  Elle  résulte  de  ce  que  la  figure  en  question 
n'est  autre  que  l'épicycloïde  engendrée  par  un  cercle  qui 
roule  dans  un  autre  d'un  diamètre  quadruple  (Duhamel, 
Cours  d'Analjse,  H*^  Partie,  p.  5o,  1847)  ^^  P^"^  grand 
dans  le  rapport  de  4  t  3,  d'après  le  double  mode  de  gé- 
nération de  ces  lignes  (ibid.,  9.^  édition,  t.  I,  p.  188). 
Elle  participe  dès  lors  aux  propriétés  si  nombreuses  et 
si  intéressantes  de  ces  courbes,  notamment  à  celle  d'avoir 
une  développée  semblable  à  elle-même.  C'est  d'ailleurs 
ce  qui  résulte  directement,  pour  cette  courbe  en  particu- 
lier, de  la  recherche  de  sa  développée  faite  par  Salmon 
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[Treatise  on  the  higher  plane  cur\^es,  p.  io6),  en  par- 
tant de  son  élégante  équation 


-f-J-^    =r/\ 


Indépendamment  des  propriétés  communes  à  toutes 
les  épicycloïdes,  cette  ligne,  que  M.  Montucci  a  nommée 
cubo-cjcloïde  et  employée  à  la  résolution  des  équations 
numériques  [Comptes  rendus,  t.  LX,  p.  ^^o  et  8465 
t.  LXIX,  p.  526),  en  possède  qui  lui  sont  particulières 
et  parmi  lesquelles  on  pourrait  citer  les  suivantes  dans 
le  but  de  vulgariser  la  connaissance  de  cette  courbe  re- 
marquable : 

Enveloppe  des  ellipses  co-axales  dont  la  somme  des 
axes  est  constante  (Desgranges  ,  Nou^>elles  Annales, 
i^®  série,  t.  XX,  p.  35 1)  ; 

Lieu  du  sommet  d'une  parabole  qui  glisse  entre  deux 
droites  rectangulaires  en  se  déformant  de  telle  manière 
que  le  foyer  décrive  un  cercle  autour  de  leur  point  de 
rencontre  (Rispal,  ihid,,  t.  IV,  p.  33 1)  5 

Lieu  du  point  qui  a  pour  coordonnées  rectangulaires 
les  rayons  de  courbure  des  extrémités  des  diamètres 
conjugués  de  l'ellipse  (Brassine,  ibid.,  2®  série,  t.  II, 
p.  12)-  ou  encore  les  courbures  des  extrémités  d'une 
corde  focale  quelconque  dans  la  parabole  (Pigeon,  ibid., 
t.  III,  p.  60) 5 

Enveloppe  des  cordes  communes  à  une  ellipse  et  à  ses 
cercles  osculateurs,  lorsqu'on  a  incliné  les  ordonnées  de 
la  cubo-cycloide  sous  l'angle  des  diamètres  conjugués 
égaux  (Lemoiive,  ibid.,  t.  XIII,  p.  334  ;î 

Courbe  telle  que  le  cube  de  son  arc  soit  proportionnel 
au  carré  de  l'ordonnée  de  l'extrémité  de  cet  arc  (Haton 
DE  LA  GoupiLLiÈRE,  J ounial  de  V École  Polytechnique, 
XLIII"^  Cahier,  p.  i4i); 
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Courbe  telle  que  l'ordonnée  du  centre  de  gravité  de 
son  arc  soit  égale  aux  deux  cinquièmes  de  l'ordonnée  ex- 
trême [ihid.^  p.  142)  ^ 

Courbe  telle  que  si  une  barre  pesante,  homogène  ou 
non,  s'y  appuie  tangentiellement  en  butant  par  son  ex- 
trémité contreune droite  verticale,  elle  reste  en  équilibre 
indifférent  dans  toutes  ses  situations  (William  Waltojv, 
Problèmes  de  Mécanique  rationnelle,  du  P.  JuUien, 
t.  I,  p.  i5i)  -, 

Courbe  tautocbrone  pour  une  force  perpendiculaire  à 
une  droite  et  proportionnelle  à  la  racine  cubique  de  la 
distance  à  cette  droite  (*)  [ihid.^  p.  338)^ 

On  peut  citer  encore  deux  articles  de  M.  Breton  de 
Champ,  dont  le  premier  concerne  les  polygones  semi- 
réguliers  circonscrits  à  cette  ligne  (Nouuelles  Annales, 
i^®  série,  t.  IV,  p.  i35),  et  le  second  appelle  l'attention 
sur  certains  rapports  qui  existent  entre  elle  et  la  déve- 
loppée de  l'ellipse  [ibid.,  t.  II,  p.  223)  ; 

La  courbe  plus  générale  dont  la  cubo-cycloïde  forme 
un  cas  particulier,  et  qui  est  l'enveloppe  d'une  droite  de 
longueur  constante  s'appuyant  par  ses  extrémités  sur 
deux  droites  quelconques ,  a  été  envisagée  par  INI.  Mer- 
lieux  [ibid.y  t.  I,  p.  265),  qui  a  ébauché  la  recherche  de 


(*)  Il  est  remarquable  que  la  cubo-cycloïde  présente  ainsi  un  double 
tautochronisme.  On  sait,  en  effet,  qu'indépendamment  du  précédent 
qui  lui  est  propre,  toute  épicycloïde  est  isochrone  pour  les  forces  cen- 
trales proportionnelles  à  la  distance  (Newton,  Livre  des  Principes,  Pro- 
position LI).  J'ai  même  montré  que  cet  isochronisme  n'est  altéré  ni  par 
le  frottement  ni  par  une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse,  et,  en 
outre,  que  la  reunion  de  toutes  les  influences  précédentes  constitue  le 
cas  le  plus  [fénéral  (jui  soit  renfermé  dans  la  formule  de  Lagranjje  pour 
le  tautochronisme,  lorsqu'à  l'action  centrale,  en  raison  de  la  distance 
et  à  l'influence  du  frottement,  on  joint  une  résistance  d'après  une  fonc- 
tion indéterminée  de  la  vitesse  {Journal  de  Mathématiques  pures  et  ap- 
pliquées, 2*  série,  t,  XIII,  p.  2o/|). 
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son  équation,   effectuée  plus  tard  par  M.  Joacliimstlial 
(ibid.,  t.  VI,  p.  260).  M.  Bouteiller  a,  d'un  autre  côté, 
étudié  sa  polaire  réciproque  [ihid.,  t.  VI,  p.  263). 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  B,  Niewen glowshi .  — 
Dans  son  Algehre,  M.  H.  Laurent  donne  un  moyen  très- 
élégant  pour  calculer  la  somme  des  puissances  négatives 
des  racines  de  l'équation  f^x)  =  o.  La  méthode  indiquée 
pour  les  puissances  positives  me  semble  moins  simple*, 
or  il  n'y  a  qu'à  copier  textuellement  le  premier  cas. 

Si  a  désigne  une  racine  quelconque,  on  a 

f'{^)       "^      I  /?        S,  S^ 


2aàx   - 


f[x)         Jmaà  X  —  a  X     '    x^     '  u:'' *"* 

donc  si  l'on  fait  la  division  à^  f\x)  par/'(x),  ordonnée 
par  rapport  aux  puissances  croissantes  de-jS/  sera  le 

coefficient  de 


X 


X 

I 


Avant  de  terminer,  je  vous  prie  de  m'accorder  encore 
quelques  lignes.  Dans  l'intéressant  exposé  de  la  méthode 
des  équipollences  que  vous  venez  de  publier,  se  trouve  la 
démonstration  d'un  théorème  sur  le  quadrilatère  inscrip- 
tible.  Or  celui-là  est  bien  facile,  et  sa  réciproque  se 
trouve  démontrée  dans  tous  les  Traités. 

Il  n'en  est  pas  de  même  du  théorème  relatif  au  rapport 
des  deux  diagonales.  La  réciproque  de  ce  dernier  ne  se 
trouve,  à  ma  connaissance,  que  dans  la  Géométrie  de 
M.  Compagnon.  Or  la  méthode  des  équipollences  donne 
facilement  le  théorème  cl  sa  réciproque  :  il  suffit  départir 
de  l'identité  algébrique 

(jc-f-j)[xr-r  z(^-l- J-hc)l=:(/-f-3)[jr:;-4-a:(j;-f-j-4-s)], 
qui  donne  pour  quatre  points  A,  B,  C,  D,  formant  un 
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quadrilatère  convexe,  Téquipollence 

AC(ABxBC-}-DAxDC)«=ii:?BD(AB.AD-f-BC.CD), 
que  Ton  peut  écrire 

AB  X  BC  +  DA  X  DC  %A^?5  (AB.  AD-i-BC.CD). 

Si 

incl.  (AB.BC)  =  incl.(DA.DC), 
on  aura 

gr.(AB.BC  +  DA.DC)r:=gr.^  (AB.AD -h  BC.CD), 

et  réciproquement.  Or  l'égalité  relative  aux  inclinaisons 
peut  s'écrire 

incl.  AB  —  incl.  DA  =  incl.  DG  —  incl.  BC , 

OU 

1 80°  —  angle  DAB  =  angle  BCD. 

On  trouverait  de  même  la  relation  analogue  relative  au 
quadrilatère  croisé. 

Extrait  d^une  lettre  de  M,  Bourguet.  —  Dans  votre 
numéro  d'octobre  1873,  page  4^15  vous  donnez  la  solu- 
tion de  la  question  1006.  D'après  M.  Moret-Blanc,  l'é- 
noncé de  cette  question  est  inexact  :  c'est  une  erreur, 
l'énoncé  est  parfaitement  exact.  Au  reste,  voici  une  solu- 
tion très-simple. 

Si  l'on  faisait  rouler  un  polygone  sur  la  droite  AB,  on 
aurait,  pour  l'accroissement  de  Faire  correspondant  à 
une  rotation  autour  d'un  sommet  M, 

AA  =  {0]VPa  -i-r, 

t  étant  le  triangle  OMN.  Par  conséquent,  à   la  limite, 
c'est-à-dire  lorsque  le  polygone  se  change  en  courbe,  on  a 

(l)  r/A  =  |p2^a-f-  ;pVp, 
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p  étant  la  distance  du  point  de  contact  au  point  généra- 
teur, doL  l'angle  de  contingence  et  c?(3  la  rotation  de  p. 
Cherchons  ces  trois  éléments.  On  a  d'abord 

(2)  p2  —  «2  _,_    ^2  _  ^^/ . 

puis,  en  appelant  y  l'angle  que  fait  la  normale  avec  les 
rayons  focaux  r,  r'^ 


b 

ces  7  r=:  1 

Sjrr' 

sina 

c    . 
=  -  sm7  = 

a        ' 

C 

A- 

d'où 

(3) 

2 

rr 

//i 

T    \       /       I 

T    \ 

\    \b'         rr')  \rr'         a' 
D'un  autre  côté,  nous  avons 


cos^P       sin^P I  1 

~~â^       ^       ¥~  ^  J'~'  a'^-h  b^  —  rr'  ' 


d'oi; 


ou 


c 


\J a"^ —  rr'         c    .  \J rr'  —  b- 


cosfi=r-'!^ 5      -sinS  = 

«  p  b       ^  p 


-— T-  p^  d^  sin  S  ces  S  = drr' 

d'où 

l  abdrr' 

(4)  pV|î=  -  y^^a^_^r'){^rr'  —  ¥)  ' 

Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  on  a 

[a''-\-b-^-rr')d^  , 

-.1.  rr  I  abdrr 


4      //  I  I  \  /  I  ï  \       4/(^22— r/)(rr'-  ÔM' 


V    U'        /r7\rr'        «7 


d'où 

(5)  clK^- 

d'où 
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I  rr 


4 


^ 


1_^  M   _l 

b""         rr'     \rr'         a' 


2a^b^        , 

a^+6^ 

I                                    rr 
(6)  A  = -r  («■+ ^Marccos • 

4  <^' 

La  valeur  de  A  correspondant  à  une  demi-révolulion 
sera 

(7)  A  =  -j  7Z-  («'  -I-    ^^).  C.Q.F.D. 

L'équation  (6)  conviendra  à  l'hyperbole  en  y  clian- 
geanl  r'  en  — r',  Jd^  en  —  h^  \  mais  alors  A  représente  la 
difFérence  entre  l'aire  limitée  par  la  courbe,  deux  nor- 
males et  sa  développée,  et  l'aire  limitée  par  cette  déve- 
loppée, les  deux  normales  et  la  droite  AB.  La  for- 
mule (6)  devient  alors 

I  rr 

(8)  k.-=:-[a'^ — ^>^)  arc  ces ^ 5 

et,  en  intégrant  entre  les  limites  rr'  =^  /;-  et  rr'  ^^  00  ,  on  a 

{9)  A  = -T  («' — 6^  j  arc  ces ^ 

Dans  le  cas  de  l'hyperbole  équilatère,  on  a  dk  =  o^ 
cela  prouve  que  le  point  correspondant  de  la  développée 
est  le  milieu  de  p,  propriété  vraiment  remarquable  de 
la  courbe. 

La  courbe  décrite  par  le  centre  est  un  ovale,  tandis 
que  sa  développée  se  compose  de  deux  accolades  asym- 
ptoticjues  à  la  droite  AB.  La  différence  entre  les  aires  de 
ces  deux  courbes  est  donc 

,  b'  —  a^ 

(10)  A.=z[a' — è^)  arc  ces ^^ — *, 
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ces  deux  aires  sont  égales,   dans  le  cas  de  l'hyperbole 
équilatère. 

La  recherclie  de  A  n'est  pas  plus  difficile  lorsque  le 
point  générateur  est  un  point  quelconque  de  l'axe  focal. 
Soient  d  la  distance  de  ce  point  au  centre,  p'  la  distance 
de  ce  point  à  un  point  quelconque  de  la  courbe,  on  a 

/  d 


c/s— p'-f-  d^  —  i~sJ a? 


rr 


Appelons  S  le  secteur  elliptique  correspondant,  on  aura 

1  4  ^f 

(12) 


j  I  dab  drr' 


-hû?S, 


2     ^     rr'  sj  rr'  —  h' 

et 

I  A  =  T  («'+ ^'+^')arccos— ^^ — ; 

]        4  ^' 

(13)  \                   I     ,               ^rr'—[à'--^h') 
r«t6arccos 

\  da 

--—7-+- S. 
2    e 

et  pour  l'aire  correspondant  à  une  demi-révolution 

(14)  A=r{7r(«^+  t-+r/').  :..^ 

Si  le  point  est  l'un  des  foyers, 

A  =  %a^\ 
s'il  est  un  sommet, 
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OICLIOGIUPHIE. 


Théorie  des  fonctiojis  de  variables  imaginaires;  par 
M.  Maximilien  Marie,  répétiteur  à  l'Ecole  Polytech- 
nique. 

Nos  lecteurs  connaissent  les  travaux  mathématiques  de 
M.  Maximilien  Marie  sur  les  périodes  des  intégrales  simples, 
doubles  ou  d'ordre  quelconque,  et  sur  la  condition  de  conver- 
gence de  la  série  de  Taylor.  L'auteur  réunit  en  volumes  les 
Mémoires  qu'il  a  publiés  à  diverses  époques  dans  le  Journal  de 
Mathématiques  pures  et  appliquées  de  M.  Liouville,  dans  le 
Journal  de  l'École  Polytechnique  et  dans  les  Annales  de  l 'École 
Normale. 

La  théorie  des  fonctions  de  variables  imaginaires  formera 
trois  volumes  grand  in-8°  de  280  à  35o  pages. 

Le  premier  volume  est  en  vente,  il  est  intitulé  :  Nouvelle 
Géométrie  analytique,  ou  extension  des  méthodes  de  la  Géo- 
métrie de  Descartes  à  l'étude  des  lieux  qui  peuvent  être  repré- 
sentés par  les  solutions  imaginaires  des  équations  à  deux  et  à 
trois  variables. 

Ce  volume  contient  l'exposition  de  la  méthode  que  l'auteur 
s'est  créée  il  y  a  trente  ans  et  qui  lui  a  permis  de  traiter  depuis 
les  plus  hautes  questions  de  l'Analyse  transcendante. 

La  Nouvelle  Géométrie  analytique  est  à  la  Théorie  des  fonc- 
tions de  variables  imaginaires  ce  que  la  Géométrie  de  Descartes 
était  à  la  Théorie  des  fonctions  de  variables  réelles. 

Les  deux  derniers  volumes  paraîtront  en  mars  et  en  dé- 
cembre 1875.  Les  questions  que  l'auteur  y  aborde  étant  en- 
tièrement neuves,  nous  croyons  que  les  jeunes  professeurs  y 
trouveront  de  nombreux  sujets  de  thèses  et  de  travaux  per- 
sonnels. 

Par  convention  spéciale  avec  M.  Gauthier-Villars,  éditeur, 
le  prix  de  l'ouvrage  complet,  fixé  à  20  francs,  est  abaissé  à  i5 
en  faveur  des  personnes  qui  y  souscriront  pendant  l'impression. 
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Bréa,  22,  ce  5  décembre  i86[  ». 

Tirages  a  part.  —  Procli  diadochi  in  primum  Euclidis  Ele- 
mentorum,  etc. 

Intorno  al  comento  di  Proclo,  etc. 

Il  Comm"  prof*^^  Benedetto  viale  prelà,  cenni  biografici  del 
proP®  Vincenzo  Diorio,  seguiti  da  un  catalogo  dei  lavori  del 
medesimo  Comni''®  prof*^^  B.  viale  prelà,  compilato  da  ^.  Bon- 
compagni.  (Estratto  dagli  Jtti  delV  Accademia  pontificia  dé* 
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lata,  num"  211,  A.) 


QUESTION. 

1154.  Considérons  le  cône  circonscrit  à  une  surface 
du  troisième  ordre  à  quatre  nœuds  S  (*),  et  ayant  pour 
sommet  un  point  M  de  cette  surface  j  ce  cône  se  décom- 
pose en  deux  cônes  du  second  degré,  dont  chacun  louche 
S  le  long  d'une  cubique  gauche.  Les  surfaces  développa- 
bles,  dont  ces  cubiques  sont  les  arêtes  de  rebroussement, 
coupent  S  suivant  les  deux  lignes  asymptotiques  qui  se 
croisent  au  point  JNI.  (Laguerre.) 

(*)  Cette  surface  est  la  réciproque  de  la  surface  romaine  de  Steiner, 
Son  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

A       R       C       D 

-  -\ 1 f--  =  o. 

X        J<         z  u 


ÇNote  de  la  Rédaction.) 
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SUR  UN  CAS  PARTICULIER  D'INTÉGRATIOIV  DE  L'ÉQUATIOIV 

f{x,  y)  dx  -}-  9  (x,  j)  dj:^o; 
Par  m.  C.  HARKEMA. 


On  sait  qu'une  équation  différentielle  du  premier 
ordre  peut  être  considérée  comme  intégrahle  si  elle  se 
ramène  à  une  équation  homogène,  les  variables  pouvant 
dès  lors  être  séparées.  S'il  était  possible  de  trouver  dans 
chaque  cas  particulier  les  substitutions  qui  rendent  ho- 
mogène une  équation  différentielle  donnée,  l'intégration 
des  équations  n'offrirait  aucune  difficulté  théorique.  Or 
ceci  n'est  possible  que  dans  un  nombre  de  cas  très-res- 
treint. 

Je  veux  considérer  dans  cette  Note  une  substitution 
fréquemment  employée  en  Analyse  et  établir  les  formules 
exprimant  les  conditions  suffisantes  pour  qu'une  équation 
ditlérentielle  du  premier  ordre  à  termes  algébriques 
puisse  être  rendue  homogène  en  employant  cette  substi- 
tution. 

Soit  une  équation  différentielle 

(l)  f[.T,y)dx-+-  ^[x,y)dy—  o, 

dans  laquelle/(:r,  }  )  ct(^[x^j)  sont  de  la  forme 

,     ,      (  /(•'■»  j)  ~  ^..r^'j".  -4-  rr,.r'o  i*-:  -+-...-:-  ,7„,j'*"'r  ?"•, 
(  2  )       • 

a,  h  désignant  des  coefficients  quelconques,  a,  (3,  y,  ^  des 
nombres  quelconques,  entiers  ou  fractionnaires,  mais 
coniniensurahles , 

Faisons  la  substitution 

X  — :  a^,      Y  -=::  «••% 
."/////.  de  Mathémat.,  t.  XIIT,  i^  sùrio.  (Docombrc  iS;').)    35 
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X  et  fji  étant  des  nombres  constants  et  indéterminés.  L'é- 
quation (i)  se  transforme  en  celle-ci 

^    ^       (<7 1  li^-'^i  v'^^'i  -4-  a.2  ^i"*""; (''''■'■'2  -j- . . .  -f.  ff^^  a''''m  i>['-';-,n'^  \  u^^-^di, 

\  -\-[b,  11^-': i  (''"^t  -f-  h.,  ff'"-::  v'^^i  -! - ...  H-  bn  it^'"-"  f''-^"  )  y. (''•'-'  dv  --  o . 

Pour  que  cette  équation  soit  homogène,  il  faut  qu'on 
ait 

[a]  [m]..  .  \{y.,  -I-  i)  -f-  pp,  —  I  r:^.  D, 

(b)  [n].  ..\-ik-^^[dk-\-  i)-i  z^D. 

Dans  ces  formules,  D  désigne  la  dimension  de  l'équa- 
tion (3)  supposée  homogène^  les  indices  /  et /c  peuvent 
prendre  respectivement  les  valeurs  i,  2,. . ., ///;  i,  2, ..., 
n.  Les  nombres  [m]  et  [/z]  placés  à  côté  de  ces  formules 
indiquent  le  nombre  des  équations  distinctes  renfermées 
dans  chacune . 

Les  quantités  X,  |uc,  ainsi  que  D,  sont  indéterminées 5 
mais  on  voit  que,  X  et  ^  étant  une  fois  choisis,  D  devient 
déterminé.  Le  nombre  des  équations  (a)  et  [h]  étant 
m  -h  w,  on  voit  que  le  nombre  des  conditions  auxquelles 
doivent  satisfaire  les  exposants  des  fonctions  f  Qt  ^  est 
égal  a  m  -h-  n —  2.  Si,  par  exemple,  l'équation  proposée 
contient  trois  termes,  les  conditions  trouvées  se  réduisent 
à  une  seule. 

Les  relations  [a)  et  [b)  peuvent  être  exprimées  en 
forme  de  déterminants.  En  eifet,  éliminant  D  entre  les 
équations  d'un  môme  groupe,  on  peut  écrii^e,  au  lieu  de 
(a)el(b), 

[a')  [  m  -  -  i] .  .  .  /  (  a,  —  a„.)  -\-  p  (  3,-  —  ^m)  —  O, 

[b')  [«—!]••  '^^•(7k~yn)'\-  l^(3k—  (?„;^o. 

A  ces  équations  s'applique  la  même  remanjue  qu'aux 
précédentes.  11  faut  ajouter  aux  équations  [a)  et  [b') 
celles  qui  résultent  de  l'élimination  de  D  entre  les  équa- 
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dons  des  groupes  différents,  savoir  : 

(y)        [i]  .  .  .  >[(a,-l-  I)  -  7,]  -f-  l4?i~(^l^  +  i)]  =  o. 

En  vertu  des  équations  (a')  et  (Z>'),  la  formule  (c')  n'est 
équivalente  qu'à  une  seule  condition.  Comme  1  et  u.  ne 
peuvent  être  égau:^:  à  zéro,  il  faut,  pour  que  ces  équations 
soient  compatibles,  qu'on  ait  identiquement 

"'^i  ^m  Pi  (Jm 


[W    —  2]... 


7^- 


In 


In 


ensuite 


(/)  [>]••• 


(a.i 


et 


te) 


i-i- 


[I].. 


0 

I) 


O, 


O, 


0 


yk  —  lu 


^k  —    ^n 


^r^  O 


I] 


O. 


On  voit  au  premier  abord  que,  en  vertu  des  expres- 
sions [cl)  et  (e),  chacune  des  formules  [f)  et  [g)  est 
équivalente  à  une  seule  condition. 

Le  nombre  total  des  conditions  à  satisfaire  est  donc 
m-{-  n  —  2,  ce  qui  s'accorde  avec  le  nombre  trouvé  plus 
haut.  (Si  l'équation  proposée  ne  contient  que  deux  termes, 
le  nombre  des  conditions  s'annule,  ce  qui  veut  dire  que 
toute  équation  à  deux  termes  peut  être  rendue  homogène  \ 
ceci  est  évident.) 

Si  les  conditions  (rf),  (e),  {/)  et  [g]  sont  remplies,  il 
suffit,  pour  rendre  homogène  l'équation  donnée  (1),  de 
faire  la  substitution 


X  =::  U^i' 


y  z=.  i>° 


Les  formules  que  nous  venons  d'établir  offrent  peu 

35. 
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d'intérêt  dans  le  cas  où  les  polynômes  fei<^  renferment 
un  nombre  considérable  de  termes.  Je  ne  veux  que  mon- 
trer leur  application  au  cas  d'une  équation  de  trois  et  de 
quatre  termes. 

1.   Soit  proposée  l'équation 

Dans  ce  cas,  on  a.j}i=^2,n=zi  et  les  déterminants  (d), 
[e),  (g)  s'annulent;  il  ne  reste  que  le  déterminant  [f), 
qui  se  réduit  à 

a.  H-  I       (j|  —  I 
a..  +  I       3, —  I 


O. 


Si  cette  condition  est  remplie,  on  peut  faire  la  substi- 
tution 

et  l'équation  proposée  devient  homogène. 

II.   Soit  encore  donnée  l'équation 

(«i^r'^ij?!  -f-  <72.r*îj?î)r/.r  -h  [b^x'^^y^i  -4-  biX'tiy^i)dy  =:::  o. 

Nous  avons  maintenant  inz=  2,  7Z  =  2  ;  les  déterminants 
[d)  et  [e]  s'annulent  et  il  ne  reste  que  [f)  et  [g)  5  ceux- 
ci  deviennent 


(a^-f-l)  — 72      p2— («îï-+-l) 


=:  o 


et 


=  o. 


a,  —  aj      p,  —  j32 

7.  —  72      <^i  —  ^-^ 

Si  ces  conditions  sont  remplies  par  les  exposants  de 
l'équation,  celle-ci  peut  être  rendue  homogène  par  la 
même  substitution  que  nous  avons  employée  dans 
l'exemple  précédent. 
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PERMUTATIONS  RECTILIGIVES  DE  2^  LETTRES  ÉGALES  DEIX 
A  DEUX,  QUAND  DEUX  LETTRES  CONSÉCUTiYES  SONT  TOU- 
JOURS DISTINCTES; 

Par  m.  vachette,  à  Mouy  (Oise). 


L  —  Préh 


iinitiaires. 


Le  nombre  total  des  permutations  de  2^  lettres,  ëgale& 

p., 

deux  à  deux,  est  T,,,  :=  -~-  • 
'  ^'       (P,;î 

Soit  B^j2  1g  nombre  cherché;  les  permutations  recti- 
lignes  de  cette  espèce,  désignée  par  la  même  notation 
B,^j2î  seront  telles  que  la  dernière  et  la  première  lettre  y 
seront  distinctes. 

Les  autres  espèces,  contenant  un  ou  plusieurs  binaires 
aa^  bh^ .  .  . ,  ou  groupes  de  deux  lettres  consécutives  pa- 
reilles, seront  désignées  par  la  notation  M^  (/•),  s'appli- 
quant  à  la  fois  à  l'espèce  et  au  nombre,  r  étant  le  nombre 
des  binaires.  B^^a  pourrait  s'écrire  M^(o);  7-  variant  de 
zéro  à  q  inclusivement,  on  a  les  diverses  espèces  ici  con- 
sidérées. 

Le  nombre  q  des  lettres  distinctes  est  Vordre  de  l'es- 
pèce. On  abaisse  Vordre  quand  le  calcul  du  nombre  des 
permutations  d'une  espèce  désignée  d'un  certain  ordre 
s'obtient  par  le  calcul  d'un  ou  de  plusieurs  nombres  de 
permutations  d'espèces  désignées  ,  mais  d'un  ordre 
moindre. 

On  nomme  tournante  une  figure  circulaire  qui  ren- 
ferme plusieurs  permutations  rectilignesdilïércntos,  mais 
où  l'ordre  des  lettres  consécutives  reste  le  même.  Ainsi 
la  même  figure  circulaire  renferme  toutes  les  permuta- 
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lions  différentes  qu'on  obtient  avec 

ahhcadd  ece^ 

en  changeant  de  lettre  initiale.  La  tournante  est  com- 
plète^ si  elle  donne  lieu  à  2<jr  permutations  distinctes; 
les  espèces  M,,  (r),  quand  /'  n'est  pas  nul,  n'offrent  que 
des  tournantes  complètes,  car  il  y  a  au  moins  deux  lettres 
consécutives  pareilles,  ce  qui  ne  permet  point  aux 
lettres  d'y  occuper  deux  à  deux  des  positions  symé- 
triques. Dans  l'espèce  B^^g?  il  y  ^  tl^s  tournantes  incotn- 
plètes  :  ainsi 

abcdeabcdcj 

où  les  lettres  occupent  deux  à  deux  des  positions  symé- 
triques, est  une  tournante  incomplète  ne  contenant  que 
q  permutations  distinctes. 

Le  nombre  des  tournantes  complètes  de  l'espèce  M^  (/ ) 

est--M,(r). 

Le  nombre  des  tournantes  de  l'espèce  B^^a  est 

car  P,^  est  le  nombre  des  tournantes  incomplètes,  à 
q  permutations  dislinctes,  de  sortequ'en  ajoutant  P^  à  B^,2 
on  détruit  l'effet  des  tournantes  incomplètes  dans  la  sup- 
putation de  ce  nombre. 

L'espèce  Mi  (i)  est  une  exception;  elle  ne  présente 
qu'une  permutation  et  qu'une  tournante  aa. 

Les  'Variétés  d'une  même  espèce  d'ordre  q  dépendent 
des  q  systèmes  de  places  occupées  par  les  q  systèmes  de 
deux  lettres  pareilles.  En  général,  une  variété  comprend 
P^  tournantes,  puisqu'on  peut  y  placer  les  q  lettres  dis- 
tinctes, dans  les  q  systèmes  de  places,  d'un  nombre  de 
manières  égal  à  P.^  ;  mais,  dans  certaines  variétés,  une 
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permutation  peut  se  diviser  en  x  parties,  qui  ne  changent 
pas  les  q  systèmes  de  places,   si   la  permutation  com- 
mence à  l'une  quelconque  des  jc  parties  j  ainsi 

an  cd  bb  cd 

en  donne  un  exemple  5   les  deux  parties  étant  aacdal 
hh  cd,  le  nombre  des  tournantes  d'une  pareille  variété 

est  -  P,,  j  X  est  un  nombre  entier  plus  petit  que  q,  pour 

toutes  les  espèces  M^  (r),  cardiaque  parties  doit  con- 
tenir au  moins  deux  lettres^  il  est  donc  diviseur  de  P,^  et 

I  r» 

-  ir^  est  entier. 

Les  variétés  à  P^  tournantes  sont  asymétriques  ;  les  va- 
riétés à  -  P,^  tournantes  sont  symétriques  de  fraction  ~  • 
Si,  dans  une  espèce  M^(/'),  on  trouve  n  variétés  asymé- 
triques et  zz' variétés  symétriques  de  fraction  —  ?   n"  de 

fraction  —  ?  •  •  •  5  on  aura 

X 

Une  formule  de  vérification  sera 

T,^=B^,,-f-y]M,(r). 
1 

IL  —  Exemples  de  calcul  direct. 

1"  L'cîspècc  ]\I,^  [q)  n'a  qu'une  variété  symétrique  de 
fraction -5  puisque  les  </ binaires  sont  consécutifs, 

an  bhccddec'y 
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1 

^M,(î), 

W,(î)^ 

==2P,. 

donc 

d'où 

(7) 

2°  Cliaque  variété  de  l'espèce  M,^  (<7 —  i)  contient 
q  —  I  binaires,  et  deux  lettres  pareilles  isolées/j,  /;  il  y 
a  pour  ces  deux  lettres,  entre  deux  binaires  consécutifs, 
q  —  I  places  disponibles.  Toutes  les  variétés  sont  asy- 
métriques, si  q  est  pairj  en  effet,  il  y  a  un  nombre  im- 
pair de  binaires,  et  la  permutation  ne  peut  se  diviser 
en  parties  symétriques,  comprenant  chacune  le  même 
nombre  de  binaires.  Pour  une  place  occupée  par  l'une 
des  lettres /i  la  seconde  peut  en  occuper  q  —  2,   ce  qui 

donne systèmes  de  places,  puisque  chacun  des  sys- 
tèmes est  répété  deux  fois;  on  a  donc variétés,   et 

il  en  résulte 

My  (7-1)  =  ^-""—27  Pc, 

d'où 

Cette  formule  convient  encore  au  cas  où  q  est  impair. 
Sur  les  q  —  2  systèmes  de  places  occupées  par  les  lettres 
f^q  — -3  répondent  à  des  variétés  asymétriques  et  sont 
répétés  deux  fois,  ce  qui  donne,  pour  le  nombre  Aj,  des 

,         ,  q  —  3        .  ,  , 

permutations  correspondant  a  ces variétés, 

q  -    3 

27  Pfl —  A,, 

'      2 

ou 

Al— -7(7  — 3)  Py. 


(  553  ) 

Le  dernier  système  de  places  répond  à  une  variété 
symétrique  de  fraction  -j, 

aafhh  ce  ddfce  gg, 

et  l'on  a,  pour  le  nombre  Ao  correspondant  à  cette  va- 
riété, 

d'où 

A2  =  ^  Py  ; 
alors 

M,  (y  -  l)  =  ^  (^  -  3)  P,  +  ^  P,  =.:.  q  (  q  -  2)  P,. 

Remarque,  —  Pour  q  =^i,  la  formule  [q)  est  en  dé- 
faut, car 

M,(l)=:l. 


III.  —  Abaissement  d"* ordre  deB^  c,. 

Les  permutations  de  l'espèce  T2(^_i)  servent  à  former 
les  Ts^,  en  introduisant  un  nouveau  couple  de  deux 
lettres  pareilles  h  dans  chacune  des  Ta  ,/_i;.  Si  Ton  sup- 
pose les  places  numérotées  depuis  i  jusqu'à  iq^  l'une  des 
lettres  h  ayant  un  de  ces  numéros,  l'autre  aura  un  des 

.    ,             2<7  (iq  —  i) 
iq  —  I  numéros  restants,  ce  qui  donne ^ — sys- 
tèmes de  places,  puisqu'on  peut  commencer  chaque  sys- 
tème par  l'un  ou  l'autre  de  ses  deux  numéros  :  ainsi 


—  ^y(^7  —  ^^  rp  _  2<7  {iq  —  i)     Pîy-î    _  y^ 


Ce  moyen  sert  à  former  les  B^^^jî  mais  à  cette  forma- 
tion ne  peuvent  concourir  que  les  B,,_i,2î  1*^s  ]M,,_i  (i)  ^^ 
les  M^_i  (2),  parce  que  l'introduction  des  deux  h  ne  peut 
détruire  que  deux  binaires. 


(  554  ) 
Une  B^_i^2  offre   iq  numéros  à  chacune  des  lettres  /i-, 
si  l'on  en  donne  un  à  la  première,  la  seconde,  ne  pouvant 
avoir  un  numéro  immédiatement  voisin,  n'en   prendra 

^,,     ,2r/(2«  —  3)  ,  ,  ,  ^ 

que  2^7  —  0,  don  systèmes    de  places.    La 

part  fournie  par  les  B,^_i^2  sera 

q{iq  —  3)By_,,,. 

Pour  une  tournante  de  l'espèce  M^_i  (i),  on  ferme  le 
binaire  avec  la  première  /z,  et  l'autre  peut  occuper  ^q  —  3 
places;  on  obtient  ainsi  iq  —  3  tournantesde  l'espèce  cher- 
chée; comme  il  y  en  a  — M^_i  (i)  de  l'espèce  gé- 

o  n   3 

nératrice,  on  en  a r  ]\L_,  (i)  :  pour  avoir  la  part 

i[q  —  i]      '      ^  '     ^  ^ 

fournie  en  permutations,  on  multiplie  par  iq^  ce  qui 
donne 

q  —  I  ^ 

Pour  une  tournante  d'espèce  M^_i  (2),  il  n'y  a  qu'une 
manière  de  fermer  les  binaires;  la  part  eïi  tournantes 

est  — T  M<7_i  (2),  et  en  permutations 

--"—M,.,  (2). 
q  —  I       ^ 

On  ajoute  les  trois  parts,  on  multiplie  par  -  —5  et 
l'on  a  la  formule 

By,2  =  [q—l){lq—Z)  B,y_.,,2 

-4-(27-3)]M^_,  (l)  -4-M,_,  (2). 


(  555  ) 

IV,  —  Décomposition  des  T^,j  pour  q  =  2  et  ^  ==r.  3. 

1°  On  trouve  directement 

ab  ab 


B2,2  =  2  \      j        i 

[   ba  ba 

M2(i)  =  o 

M2  (  2  )  =  4         aabb  tournante  complète, 

^   •*■  2X2  ^ 

or 
Dans  M2  (2),  il  n'y  a  qu'une  seule  variété 

aa  bb 

symétrique  de  fraction  j-,  elle  donne  donc,  en  permuta- 
tions, le  nombre  iqV^\^^^,i,i.  7  =  4î  pour  q-=2. 
2^  On  trouve 

83^2  =:  24  =  41*3     P*'^  ^^  formule  B^,2> 

f  63,2  =  2.3  62,2  +  M2(2)  =:  I  2  H-  4  —  16, 

M3  (2)  =  1 8  =  3 P3     par  la  formule  {g  —  i ), 
M3(3)  =  12  =r  2P3     par  la  formule  (7). 

Comme  T=>v3  =  -'- — ^ — ^v— -—  =  iSPs,  on  doit  obtenir 
M3  (i)  =  6P3  :  il  n'y  a  qu'une  variété  asymétrique 

rra  bc  bc, 
d'où,  en  permutations, 

M3(l)=.6P3.I^6P3. 

V.  —  Formule  du  nombre  M,^(7'),  cas  de  r—  i  et  de  r--  2. 

1°  L'espèce  M,/(r)  contient  —  M,^  (/)  tournantes;   si 

27 

Ton    commence  chaque  permutation   par  un   des  /•  bi- 
n aires,  on  évaluera  —  M,,  (/)  permutations. 


(  556  ) 

Si  l'on  enlève  ce  binaire  initial,  les  lettres  qui  l'en- 
tourent sont  ou  non  les  mêmes,  et  les  deux  figures 

aab  eedccdb,     aah  eebd  ccd 

donnent  deux  figures  correspondantes,  permutations 
d'ordre  q  —  i , 

/;  ce  dcc  db ,      b  ee  bdcc  d, 

appartenant  aux  espèces  respectives 

My_.  (r),      M,^_,(r—  i). 

La  somme  des  nombres  de  permutations  ainsi  comptées, 
étant  relative  à  une  seule  des  q  lettres  distinctes  (la  lettre 
a  qu'on  en  a  enlevée),  devra  être  multipliée  par  q.  Or, 
dans  l'espèce  M^_i  (r),  on  ne  compte  que  rdes  i  [q  —  i) 
permutations  d'une  tournairte,  celles  qui  comjnencent 

par  la  seconde  lettre  d'un  binaire,  — ; M,,_i  (r)  ;  dans 

l'espèce  M^_i  [r  —  i),  on  n'en  compte  que  ^q  —  r  —  i , 
les  Q.[q  —  r)  qui  commencent  par  une  des  i[q — r) 
lettres  isolées,  et  les  /' —  i  qui  commencent  par  l'initiale 

d'un  des  /• —  i  binaires,  — ^ —  IVL_,  (r  —  i).    On 

2(r/  — i)  '^        ^ 

multiplie  par  q  la  somme  des  deux  parts,  et  l'on  a  la  for- 
mule, après  les  réductions, 

('•)     — -^— M,  (r)  ^  (27  -  r-  i)  ]M,_,  (r  -  i)  -h  /•¥,_,  (/'). 

1^  Si  l'on  y  fait  r  =  i  et  /■  =:::  2,  on  a  les  deux  for- 
mules suivantes,  préparées  pour  le  calcul  de  B^^a  • 

(i)  ^-^  '-  M^  (1)^2(7-1)  By_,,,  -+-  M,_,  (1), 

(2)         -('^-7-^  M,(2)  rn.  (27  -  3)  1\V.  (l)   -i-  2]M,_.  (2). 


(557  ) 
Pour  <7  =  3,  on  vérifie  M3  (1)  r=:  6P3  *,  en  effet 


-M3(l)=4B,,o=r:8,      d'où      M3(i)  =  36. 


VI.  —  Problème  noui^eau  résolu  à  Vaide  de  la  formule 

M,(r). 

«  Trouver  le  nombre  Bg^/^r  des  permutations  recti- 
lignes  de  iq'  -\-  r  lettres,  dont  iq'  sont  deux  à  deux  pa- 
reilles, les  r  autres  étant  distinctes  entre  elles  et  dis- 
tinctes des  premières,  quand  deux  lettres  consécutives  ne 
sont  jamais  les  mêmes,   w 

Une  tournante  d'espèce  M^  (7), 

iaa  efge  hh  gi  bb  fdd  cc^ 
devient  une  tournante  d'espèce  B2(^_,.)+r  =^  B,^'^^  pour 

iaefge  hgi  hfdc. 


q'  =^q  —  r 


si  l'on  y  suppose  tout  binaire  aa  condensé  en  une  seule 
lettre  a.  Or 

car,  sur  les  iq  permutations  de  l'ancienne  tournante,  il 
y  en  a  r,  celles  où  un  binaire  occupe  les  places  extrêmes, 
qui  ne  donnent  rien  de  plus,  pour  les  permutations  bonnes 
de  la  nouvelle  espèce,  que  les  r  permutations  où  ce  même 
binaire  est  en  tête. 

Ces  B,,,/^;.  sont  des  tournantes  complètes^  il  ne  peut 
exister  entre  les  lettres  la  symétrie  qui  rend  tournantes 
incomplètes  certaines  permutations  de  Fespèce  B„.2. 


(  558  ) 

VII.  —  Applications  numériques. 
En  appliquant  les  formules,  on  trouve  : 
i"  Uecomposi  lion  des  is^i^^  ^ —  ^iodP^ 


^4,2  

3iP, 

M4(l)== 

40  P4 

U,(i)^ 

24  P4 

M,  (3)  = 

8P4 

M4  (4)  - 

2P4 

io5P^ 
1^  Décomposition  des  Ta^s'-"^  Ps  '^— — --945P5 


65,2: 

=  293?^ 

M,(l): 

=:36oP5 

Ms(2): 

=  205P5 

M3(3): 

=  70  p* 

M5(4)^ 

=:      iSPs 

M, (5): 

=         2P, 

945  Ps 

3°  Décomposition  des 

T2X6  ^=    A  2X5 

I  I  .  12 

2          ~~ 

945P5.II. 

^6,2  = 

=     3326  Pe 

Me(l): 

^     3948  Pe 

Me  (2): 

=     2190P6 

Me  (3)  = 

=        740  Pe 

Me  (4)  = 

=        l65P« 

Me  (5): 

24  Pe 

Me  (6): 

=              2P6 

io395Pe 


(  559) 


4°  Décomposition  des 
i3.i4 


i-2^^1    A 


2X6 


io395Po.i3.7z:=:i35i35P, 


B,,2=  44189P, 

M7(i)=  51170P, 

M,  (2)—  27888P7 

M,  (3)=:  9380  P, 

M,  (4)=  2i35P, 

M,(5)r=r  336  P, 

M,(6)rr=  35  p, 

M,  (7):=  2P, 


i35i35P7 


EXPRESSIOIV  m  DÉTERMINANT 

de  la  surface  d'an  qnadrilalère  en  Yâlear  des  coordonnées  de  ses  quatre 
sommets  consécutifs; 


Par  m.  g.  DOSTOR, 

Docteur  es  sciences. 


Problème  I.  —  U/i  quadrilatère  ABCD  a  son  sommet 
A  à  V origine  des  coordonnées  ^  calculer  la  surface  Q 
du  quadrilatère  en  valeur  des  coordonnées  x'^j'^  x" , 
y" ,  x'"^  y'"  des  trois  autres  sommets  B,  C,  D. 

Supposons  que  les  droites  AB,  AC,  AD  forment  des 
angles  croissants  avec  l'axe  des  x\  nous  avons 


2Q-   2ABC-h  2ACD, 


ou 


2Q:=.-- 


.r 

.r 

a, 

x" 

r" 

H- 

X 

(  56o  ) 
Retranclioiîs  du  second  membre  le  déterminant 


multiplié  par  zéro;  nous  obtenons 


2Q  =  iX 

X       y 

-  G 

X 

H-lX 

.7; 
x" 

j" 

il  viendra  donc 

I 

X. 

r                  / 

(I)                                 2Q  = 

G 

X 

"      f 

• 

I 

X 

'"    y'" 

Probliîme  il  — Déterminer  la  surface  (^  d'un  qua- 
drilatère ABCD  en  valeur  des  coordonnées  x,  /,  Xi,  j)  1, 
x^^j^t^zijz  de  ses  quatre  sommets  consécutifs  A ,  B,  C,  D. 

Transportons  l'origine  des  coordonnées  au  sommet  A, 
et  appelons  x\  y' ^  x" ^  j" ^  x'" ,  y'"  les  coordonnées  des 
trois  autres  sommets  B,  C,  D  par  rapport  à  cette  nou- 
velle origine,  de  sorte  que 


X, 


ri=y 


X 


y 


Qu'y    ~ —    «XT 


X 


a-. 


y-i  —  y  —y 


-^x-^  x'\ 

-y-r-f". 


Dans  la  formule  (I),  remplaçons  les  coordonnées  x\ 
y' ^  x" ^y" ^  x"\y"'  par  leurs  valeurs  tirées  de  ces  éga- 
lités; nous  obtenons 


I     x,-~  x     r,  —  y 

2  Q  =  j   o     X2  —  X     y-i  —  y 

I     X.  —  X    y^—y 


ou 


2Q 


I  G  X  y 

0  I  j^i  —  X  jKi  —  y 

o  o  x-i  —  X  y-i—  y 

o  I  Xj,~  X  y^—  y 


(  56i  ) 
Si,  dans  ce  déterminant,   nous  ajoutons  la  première 
ligne  à  chacune  des  trois  autres,   la  valeur  du  détermi- 
nant ne  sera  pas  altérée,  et  nous  aurons 


(II) 


2Q  = 


o     X      y 

o     x^     y. 


pour  la  double  surface  du  quadrilatère. 

neutre  expression  de  cette  surface.  —  Si  l'on  déve- 
loppe le  déterminant  (II),  on  trouve  que 


2Q:r= 


I 


.X 


r. 


o       X2       Y-, 

0  X        J 

1  ^1      Xx 


O  X  y 

o  .^2      yo 

o  .r  j)^ 

O  ^,  J, 


Or  le  second  et  le  quatrième  de  ces  déterminants,  étant 
égaux  et  de  signes  contraires,  s'entre-détruisent^  il  vient, 
par  suite, 


2Qr=^ 


ou  encore 


2Q  r=lX 


+  iX 


I 

X, 

J. 

0 

X 

f 

0 

x^ 

J2 

--{- 

I 

.v^ 

J. 

? 

I 

•^3 

J3 

I 

^^ 

J3 

I 

Xy 

7. 

0 

X 

r 

0 

X.y 

Jï 

—  oX 

0 

.rj 

j2 

I 

X, 

J3 

I 

•^"3 

J'3 

0 

X 

J 

0 

.r 

J 

I 

X, 

r. 

—  OX 

I 

•»•. 

J". 

I 

.7% 

J'.i 

0 

.r. 

^'•-' 

Ce  déterminant  est  le  développement  suivant  les  dé- 

yi/in.  de  Matltém.,  1^  série,  t.  XIH.  (DociMiibro  187'!.)         3() 


(  56.  ) 

terminants  mineurs  du  troisième  ordre  d'un  déterminant 
du  (juatrième  ordre,  dont  la  première  colonne  a  pour 
éléments  i,  o,  i,  o.  On  a  donc 


(iii) 


2Q  = 


I  o  ^  r 

0  I  JT,  j, 

1  o  X;  y., 

o  I  ^3  Xz 


Aire  du  quadrilatère  Q  en  valeur  des  quatre  côtés 
consécutifs  a,  b,  c,  d  el  des  deux  diagonales  m,  n.  — 
La  formule  (I)  nous  donne 


2Q 


I 

x' 

y 

I            .r' 

/ 

o 

x" 

y 

-~ — 

O           x" 

y 

I 

x'" 

y" 

O      x'-x'" 

y-f 

x" 

y" 

— 

x'-x'"     y' 

-y 

> 

et,  en  élevant  au  carré,  puis  en  multipliant  chaque  co- 
lonne par  2, 


i6Q^  = 


i(x"^-^y"^) 


i{x'x"-^y'y]-i{,T'-x'"^y"-y") 

2.{x"''^y"^) 


2  (x\r"-^yy)  -  2  {x^'x'"  -^y"y") 

Or  il  est  évident  que 

2  j^//._l_y'2)_  2A//%      2  (x'  —  x'"  j'-^i  (/  —y"'fz=zin^'^ 
ensuite,  puisque 
a'  =  x'-  -f-  y\      h'  rrr  x''  +  y"  -+-  x"'-^y"'—  2  {x'x"-hyy) 

c^  =  x"^  ^  y^  -I-  x'"^  -f-  y'"'  -  2  [x"x"'  -f-  y  y"), 

il  vient 

2  (a:'x"-hyy)  -'  2{x"x"'  -f-  r"y")  --:^a'-  b^  -1-  c^  -  d\ 


(  563  ) 
Substituant  dans  la  valeur  de  i6Q%  on  obtient 


i6Q2 


im' 


b'-\~ 


a' 


2.n? 


OU 


l6Q^r=: 


a''  —  h-"  -f-  c^  —  d' 


imn 

a^  —  b"^  -\-  c"-  —  d"^  2  mn 

pour  le  carré  de  la  quadruple  surface  du  quadrilatère. 
En  développant,  on  trouve  la  formule 

que  nous  avons  donnée  dans  ces  Annales  y  t.  VII,  p.  69, 
1848. 


TÉTRAÈDRE  DO^T  LES  SIX  ARÊTES  SONT  TANGENTES 
A  \m  MÊME  SPHERE, 

Par  m.   g.   DOSTOR, 

Docteur  es  sciences. 


1.  Supposons  que  le  tétraèdre  SABC  soit  circonscrip- 
tible  par  les  arêtes  à  une  sphère,  dont  nous  désignerons 
le  rayon  par  p.  Posons  SA  =  a,  SB  =  h^  SC  =  c  et 
BG  ==  a\  CA  =  b\  AB  =  c\  et  soient  A',  B',  C,  k\ 
B'',  Q"  les  points  de  contact  de  ces  arêtes.  Nous  avons 
évidemment 

AA'  ~  AB'^  r=  AC"  =  a,     BB'  :     BG  '  =  BA"  ^:  p, 

ce  rrr  CA''  r^  CB"  =  7,       SA'  _    -   SB'  :-^:  SC    z.     ^, 

de  sorte  que 

a  "  AA'  -I-  SA'  =  a  +  (î, 

b  —  BB'  -h   SB'  rr_  [i  -f-  (î, 
C    ~  ce  -+-    se  =y  -+-(î; 

«'^-BA"-!-A"C=:zp  H- 7, 
Z>'--CB"-i   B"A:_7  -}-a, 

C'  —  AC"-|-   C"Bz::raH-p. 

3b. 


(I) 


(  564  ) 
Ajoutons  ces  égalités  membre  à  membre,  nous  obte- 
nons les  relations 

<7  H-  rt'  zir  ^  -f-   ^'  =r  c  -h  c'  r=  a  -{-  3  -h  7  -^  S. 

Donc,  dans  tout  tétraèdre  circonscriptible  par  les 
arêtes,  les  sommes  des  arêtes  opposées  sont  égales 
entre  elles, 

*2.  Désignons  par  6,  6',  0"  les  inclinaisons  mutuelles 
des  arêtes  opposées  a  et  a',  b  et  b' ^  c  et  c' .  Nous  avons 
prouvé  dans  ce  journal  [Nouvelles  yinnales ,  1867, 
p.  4^2)  que 


2aa'  €0s9  =  b'^  -V-  b'^  —  c^  —  c  \  . 


J2 


Si  nous  remplaçons  les  arêtes  par  les  segments  tangen- 
tiels  (I),  nous  trouvons  les  expressions 

C0S9  -  L^-^^P^^ 
(5 +  «)(?  + 7) 

{S-J  )(y-a) 


(II)  {  cos9'z= 

cos9"  = 


(*  +  7)(«  +  P)' 
nous  en  tirons 

^    2         I  +  COS9"     (ô^  +  a)(p4-7)  +  ((J— a)((î  —  p)' 


ou  bien 

0    __  aB  -f-  7(î 
2  a7  -h  p^ 


tang^  -  =  :., 


Ô'         37  -f-  a(î 

III)  y  tang^  -  ^    ft  ^    ^^ 

'  1  2  ap  -h  70 


G"         a7  +  8^ 


'o 


o 


P7 
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Multiplions  ces  trois  égalités  membre  à  membre,  et  ex- 
trayons la  racine  carrée  du  résultat  j  il  nous  vient 


(IV) 


0  G'  G" 

tang  —  tang  —  tang  —  =:  i . 


3.  Soit  O  le  centre  de  la  sphère  tangente  aux  arêtes 
du  tétraèdre;  représentons  par  c^  l'inclinaison  commune 
de  la  droite  SO  sur  les  trois  arêtes  contiguës  SA,  SB,  SC. 
Si  l'on  pose  l'angle 

BSG=::>,       CSAi=:^,       ASB  =  V, 

et  que  Ton  désigne  par  x,y,  z  les  coordonnées  du  centre 
O,  on  a  les  relations 

—  p  -I-  .r  CCS  <y  -f-  /  cos  fs>  -\-  z  cos  ©  =  o, 

p  cos  <p  +  j:  -(-  J  cos  V  -f-  3  COS|X  nu  O, 

—  p  cos<p  4-  X  cosv  -\-  y  ■\-  z  cos^  --=  o, 


p  cos<p  -\-  X  cosp-  H-  y  cosX  -}-  z 


qui  donnent 


o, 


I  C0S(p       COS«p        COSCp 

cos  Ci)  I  COSV       COSU. 

COS©     COSV  I        cos). 

I    COS^       COSU       cos A  I 

ou,  en  développant, 

cos^çp  [sin^)i  -f-  2  (cospt.  cosv  —  cos^) 
-h  sin^o.  -i-  ?,  (cosv  cosX  —  cos  pi) 

-1-   sin^v    -H   1  (  COSX  COSf^  —  C0Sv)]rr:  A', 

A^  ayant  la  valeur 

A'=:  I  —  COS-X  —  COS'tx  —  COS'v  +  2  COS>  COS  p.  COSV. 


Cette    égalité    peut    s'écrire,    v\\   intervertissant    les 
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membres, 

A^r=  COS^(jp  [  A^  -h  2  (l  —  COS).)  (l  —  COSa)  (l  —  COSv)], 

et  donne 

2(1  —  COsX)(l  —  COSf/)(T— COSv) 

(V)   tang'(p 


I  —  COS^A  —  COS^  u.  —  COS^V  +  2  COSX  COS|X  COSV 

OU  encore 

2  sm  -  sm  —  sin  — 
(VI)   tang^  = 


y/sin 


sm sm  ^  sm ' 

2222 


Tel  est  r angle  cf  que  fait  auec  trois  axes  obliques  la 
droite  également  inclinée  sur  ces  axes, 

4.   Le  triangle  SBC  donne 

a'^ z=z  b'^ -\-  c""-  —  ibc  cosX, 
ou 

(p  -f-7)2=(p  -+-  r-;--^  (7  -^§Y—  ibccosiy 

de  sorte  qu'on  a 

,         .            .                  2P7                                   27a                                 2ap 
(VU)     COSArr^I j — 5      COSa  ==:  I —•>      COSv  irz:  I }-<, 

OC  ca  ab 

et,  par  suite, 

(VIII)        Sm^-rrr-^,        sm^  -  r==  ^  ,        sm^  -  z^"  -^  ' 

1         bc  2         cr/  2         rtc> 

d'où 

/Tv\  .     >•     .     y-    .     V         ap7 

(IXj  sm  -  sm  -  sm  -  rr=  -^  • 

222  ÛC>C 


Si  nous  substituons  cette  valeur  clans  l'expression  (VI) 


et  que  nous   remplacions    tang©  par  son  équivalent^» 
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nous  obtenons 


(X)  p  = 


pour  r expression  du  rayon  de  la  sphère  tangente  aux 
six  arêtes  du  tétraèdre  dont  le  volume  est  V. 

5.  Si  la  sphère  tangente  aux  arêtes  BC,  CA,  AB  lou- 
chait extérieurement  les  arêtes  SA,  SB,  SG  aux  points 
Al,  Bi,  Cl,  on  aurait  toujours 

rt'=:pH-7,      />'  — 7-ha,      c':=a4-P; 

mais  il  viendrait 

OU 

^'r^SA,  =::SB,  rz    se,. 

On  trouverait  alors  que 

(XI)        oi  +  ^  -^.-  ^  —  §'  z=z  a'  —  a  ~  b'  —  b  —c'  —  c, 


c'est-à-dire  que  les  différences  des  arêtes  opposées  se- 
raient égales  entre  elles. 

Le  rayon  de  la  sphère  serait,  dans  ce  cas,  p'  =  — ^      » 

o  V 

6.  Pour  le  tétraèdre  régulier,  on  a  a=(3=:^y--J=  - 

-,        n^Ji     ,,      . 
et  V  =  — —  ;  11  vient,  par  suite, 


(XII)  p=     " 


2  Sjl 


et,  comnie  les  rayons  des  sphères,  Tune  inscrite,  l'autre 


circonscrite,  sont 


asJÎ6  asJZ 

-       -,         JK.  -=  ■ — -  -  - 

12  4 
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on  voit  que 

Donc,  flûjis  le  tétraèdre  régulier,  le  rayon  de  la 
sphère  tangente  aux  six  arêtes  est  moyen  proportionnel 
entre  le  rayon  de  la  sphère  inscrite  et  celui  de  la  sphère 
circonscrite. 


LOIS  IVOIYELIES  DES  PUÎSSAMES  DES  KOMRES; 

Par  m.   g.  DR  CONINCK,  à  Dinan. 


Lois  I  et  II.  —  Lois  des  séries  des  puissances  des 
nombres. 

Loi  III.  —  Le  carré  du  complément  d\ni  nombre  se 
compose,  à  droite,  d'autant  de  chiffres  identiques  à  ceux 
du  carré  du  nombie  qu'il  y  a  de  cliilïres  dans  ce  nombre. 

Démonstration  du  carré  de  V hypoténuse  résultant 
de  la  loi  IV . 

Loi  IV.  —  La  différence  entre  le  carré  d'un  nombre  et 
le  carré  du  complément  de  ce  nombre  est  égale  à  la  dif- 
férence entre  le  nombre  et  son  complément  multipliée 
par  la  puissance  de  lo  égale  à  la  quantité  des  chiffres 
du  nombre. 

Loi  V.  —  La  différence  entre  le  carré  d'un  nombre  et 
le  carré  de  la  différence  (R)  de  ce  nombre  à  un  nombre 
quelconque  plus  grand  est  égale  à  la  différence  entre  le 
nombre  Qi  cette  différence  (K)  multipliée  par  ce  nombre 
quelconque. 

Loi  \I.  —  La  différence  du  carré  d'un  nombre  et  du 
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cam  de  son  complément  est  exprimée  par  le  produit  de 
lo,  élevé  à  la  puissance  égale  à  la  quantité  de  chiffres  du 
nombre,  par  cette  même  puissance  de  lo. 

Exemple.  Nombre  =6i.  Complément  loo  —  6i  =  Zc). 
Carré  du  n  ombre  =^3721.  Carré  du  complément  ::::=  1 5  2 1 . 
On  a,  d'après  la  loi, 

C"—  1X2  —  (10  —  2]X)  X  io"=  (10  —  122)  X  lo 

r=  22  X  100  ==:  2  200. 

PROPRIÉTÉS  INOllYELLES  DES  FRACTIOIMS  DÉCIMALES 
PÉRIODIQUES; 

Par  m.  g.   de  CONINCK,  à  Dinan. 


^  Loi  I.  —  En  dehors  de  i  ou  de  9  pour  le  premier 
chiffre  à  droite  du  dénominateur,  toute  fraction  dont,  le 
numérateur  étant  l'unité,  le  dénominateur  est  un  nombre 
premier,  a  pour  premier  chiffre,  à  droite  de  la  période, 
le  chiffre  même  qui  termine  le  dénominateur  à  droite. 

Lorsque  le  premier  chiffre  à  droite  du  dénominateur 
est  un  I  ou  un  9,  le  premier  chiffre  à  droite  de  la  pé- 
riode est  inversement  un  9  ou  un  i,  alors  niùnie  que 
le  dénominateur  n'est  pas  premier. 

Loi  IL  —  Toute  fraction,  i  divisé  par  un  nombre, 
fournissant  une  fraction  périodique  dont  les  chiffres  de 
la  période  sont  en  nombre  pair,  jouit  de  la  propriété 
suivante  : 

Partageant  la  période  en  deux  parties  égales,  si  l'on 
fait  glisser  la  partie  de  droite  au-dessous  de  la  partie  de 
gauche,  et  que  l'on  additionne  les  chiffres  correspon- 
dants des  deux  moitiés,  le  résultat  de  l'addition  est  com- 
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posé  d'autant  de  9  qu'il  y  a  d'unités  dans  la  moitié  du 
nombre  des  chiffres  de  la  période.  Il  en  découle  : 

Loi  III.  —  La  somme  des  restes  de  la  division  est  égale 
à  la  moitié  du  nombre  des  restes  multipliée  par  le  dé- 
nominateur A  de  la  fraction  —  ciui   a  donné  la  fiaction 

A  ^ 

périodique,  ou  à  la  moitié  du  nombre  des  chiffres  de  la 
période  multipliée  par  le  dénominateur  A. 

Loi  IV.  — La  somme  des  clujj'res  de  la  période,  aug- 
mentée de  la  somme  des  restes ,  égale  le  dénominateur  A 
augmenté  de  9,  multiplié  par  la  moitié  du  nombre  des 
chijj'res  de  la  période. 

Loi  V.  —  La  somme  des  chiffres  de  la  période  égale  la 
moitié  du  nombre  des  chijjres  de  la  période  multipliée 
par  9. 

Loi  YI.  —  La  somme  des  chiffres  de  la  période  est 
toujours  un  multiple  de  9. 

Loi  VIL  —  Toute  fraction  périodique  - ->  dont  la  pé- 

liode  a  un  nombre  pair  de  chiffres,  offre  la  propriété 
suivante  : 

Ecrivant  sur  une  même  ligne  horizontale  tous  les 
restes  y  en  nombre  pair,  de  gauche  à  droite,  dans  l'ordre 
où  ils  sont  obtenus;  partageant  cette  ligne  de  nombres 
en  deux  parties  égales,  autant  de  nombres  à  gauche  qu'à 
droite,  si  l'on  fait  glisser  la  partie  de  droite  sous  la  partie 
de  gauche,  et  que  l'on  additionne  les  nombres  correspon- 
dants, on  trouve  pour  résultat  de  toutes  ces  additions 
une  somme  constante  égale  au  dénominateur  A  de  la 
fraction. 

Loi  mil  —  Faisant  glisser  la  moitié  de  droite  sous 
la  moitié  de  gauche,  puis  additionnant  les  nombres  cor- 
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respondants,  on  obtient  une  somme  constante  égale  au 
dénominateur  A  de  la  fraction,  augmenté  de  9. 

Loi  IX.  —  Lorsque  le  dénominateur  (nombre  premier) 
est  terminé  à  droite  par  un  9,  tous  les  restes  de  la  divi- 
sion ont  pour  premier  chiffre,  à  droite,  le  chiffre  cor- 
respondant de  la  période. 


Loi  X.  • —  La  période  ayant  un  nombre  pair  ou  im 
pair  de  chiffres,  soit  A  le  dénominateur  de  la  fraction  — 


On   obtiendra  la  période  d'une   fraction  —  par  la  règle 

A. 

suivante  : 

Ptetranchez  la  période  p  de  la  fraction  —  (que  l'on 

M\ 
obtient  après  avoir  dégagé  les  entiers  de  —  j  d'un  nombre 

composé  d'autant  de  9  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  cette 
période. 

Plaçant  les  entiers  devant  cette  fraction  périodique, 

on  aura  le  nombre  fractionnaire  —  converti  en  fraction 

A 

décimale  périodique. 


NOTE  SIR  L'EPELOPPE  D  l].\  SYSTÈME  DE  COIRDES  PLANES  5 

Par  m.  a.  LAISANT. 


La  recherche  de  l'enveloppe  d'un  système  de  courbes 
planes  ne  se  fait  ordinairement  que  dans  les  cours  d'Ana- 
lyse infînilésimalc.  Par  un  détour  bien  simple,  il  me 
semble  cependant  qu'elle  peut  être  présentée  de  manière 
à  trouver  place  dans  l'enseignement  des  INlathémaliques 
spéciales,  et  cela  de  la  manière  suivante. 
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Soit  /(a;,  7,  a)  =  o  une  équation  renfermant  un  pa- 
ramètre arbitraire  a,  et  représentant,  par  suite,  un  système 
de  courbes.  Nous  pourrons  la  considérer  comme  représen- 
tant une  surface,  en  regardant  a  comme  une  troisième 
variable.  Chaque  équation  obtenue  pour  une  valeur  par- 
ticulière de  a  représente  la  projection  m/z,  sur  le  plan 
XY,  d'une  section  MN  de  la  surface,  parallèle  à  ce  plan 
et  se  projetant  en  vraie  grandeur. 

Le  point  de  l'enveloppe  que  nous  clierclions  est  la  li- 
mite de  l'intersection  p  de  deux  courbes  voisines  m^nx', 
mn^  lorsque  la  première  tend  indéfiniment  à  se  rappro- 
cher de  la  seconde.  Or  soient  MN,  M^N,  les  courbes  cor- 
respondantes de  l'espace,  P  et  Pj  les  points,  respecti- 
vement situés  sur  ces  courbes,  ayant  p  pour  projection 
commune.  Lorsque  M^Ni  se  rapprochera  indéfiniment 
de  MN,  la  corde  PiP  tendra  à  devenir  tangente  à  la  sur- 
face, sans  cesser  d'être  parallèle  à  l'axe  des  a.  Donc,  à  la 
limite,  le  plan  tangent  au  point  cherché  sera  parallèle  à 
cet  axe,  c'est-à-dire  que  l'enveloppe  sera  la  trace,  sur  le 
plan  XY,  d'un  cylindre  circonscrit  à  la  surface  et  paral- 
lèle à  l'axe  des  a. 

Comme  les  cosinus  des  angles  du  plan  tangent  en  x, 
y,  a,  avec  les  axes,  sont  respectivement  proportionnels  à 

fL(^,y,y-)y    fyi-^^y.^^),    /a(.^,J,  a), 

il  en  résulte  que  nous  devrons  avoir 

/J(.r,7,  a)  — o. 

En  combinant  cette  équation  avec  celle  exprimant  que 
le  point  (jc,  }  ,  a)  est  situé  sur  la  surface 

/(.r,j,  a)  —  O, 

et  en  éliminant  a  entre  les  deux,   nous  obtiendrons  le 
contour  apparent,  c'est-à-dire  l'enveloppe  cherchée. 
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On  retombe  ainsi  sur  les  résultats  bien  connus  de  la 
théorie  des  enveloppes. 

N.  B.  —  Nous  avons  supposé  les  axes  OX,  OY,  Oa 
reclangulaires,  en  disant  que  les  cosinus  des  angles  du 
plan  tangent  avec  les  axes  étaient  proportionnels  aux  dé- 
rivées partielles^  mais  il  est  bien  aisé  de  voir  que  la  con- 
clusion est  la  même  pour  des  axes  quelconques,  puisque 
l'équation  du  plan  tangent  est  toujours  de  la  forme 

(X  -  x)/;  -f-  (Y  -  j)/;  +  (A  -  a)/:  =  o. 


SIR  LA  LOXODROMÎE  D'l]\E  Sl'UFACE  DE  RÉVOLUTION 

QIELCONQLE5 

Par  m.   a.   LAISANT. 


Étant  donnée  une  surface  de  révolution  à  méridien 
quelconque,  on  peut  se  proposer  d'étudier  la  courbe  qui 
rencontre  tous  les  méridiens  sous  un  angle  constant 
donné.  Nous  la  nommerons  loxodromie  de  cette  sur- 
face de  révolution,  par  analogie  avec  la  sphère. 

L'axe  de  la  surface  étant  pris  pour  axe  des  -z,  et  les 
coordcfnnées  étant  rectangulaires,  nous  nous  proposons  de 
faire  voir  comment  on  peut  toujours  obtenir,  sous  forme 
diflércnticlle,  Téqualiou  en  coordonnées  polaires  de  la 
projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  xy. 

Soit  z  z=fi^r)  la  relation  qui  existe  entre  le  z  d'un 
point  quelconque  M  de  la  surface  et  le  rayon  ]\1I  du 
parallèle  correspondant,  équation  qui  fixe  la  forme  du 
méridien.  Appelons  a  l'angle  donné.  Soient,  au  point  ]M 
de  la  courbe  cherchée,  IMT,  MT^  les  tangentes  au  méri- 
dien et  à  cette  courbe.  Soit   enfin  TTj  une  perpendicu- 
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laire  à  MT.  Dans  le  plan  tangent  MTTi,  projetons  le 
triangle  MTTj  sur  le  plan  des  xj  en  irilt^. 

Il  est  clair  que  MT  se  projette  suivant  le  rayon  vecteur 
Om  et  MTj  suivant  la  tangente  à  la  projection  cherchée. 
Donc  l'angle  tnit^  =  ^  est  l'angle  que  forme  le  rayon  vec- 
teur avec  la  tangente-,  par  suite, 


Or 


Ai 


insi 


,     r 

r 


tancft'  =r  — , 
°  mt 

TT,         tt, 

tancra  ■=^  - — -  m 

^  xMT        MT 


MT 

tangp  zrr  tanga 


Or,  dans  le  plan  méridien  considéré,  l'équation  de  la 
courbe  méridienne  est  z  z=zj{^r].  Donc 

MT  / — r- 


f  =  tanga  sj  i  -+-  [f'[r)Yz=  rw;, 


w 


tanga  v/idJ/Vir. 


Toutes  les  fois  qu'on  pourra  remonter  à  la  fonction 
primitive,  on  aura  donc,  sous  forme  finie,  l'équation 
cherchée. 

1°  Si  a  ==:  90",  w',.  =  00  ,  /-^  =  o,  7'  =  const.,  on  re- 
trouve dans  ce  cas  un  parallèle, 

2^  Si  a  =  o,  w'^.  =  o,  o)  =  const.,  la  courbe  se  ré- 
duit à  un  méridien. 

3"  Lorsque  le  méridien  est  une  droite,  c'est-à-dire 
(jue  la  surface  est  conique,  f'{r)  =  const.,  et  o)',.  prend 
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la  forme /f-,  d'où  w  —  AIog-,  r  =  Ge^5  de  sorte  que  la 
projection  est  une  spirale  logarithmique. 

4°  Dans  le    cas   d'une  sphère,  z  =2  ^R^  -^^^^   et   il 


vient 


w'^.  =r  R  tanga 


v/r2  —  a^ 

En  remontant  à  la  fonction  primitive, 


R  +v^R2 
0)  =z  langa  log  — 


C 

d'où  l'on  tire  l'équation  connue 


Une  dernière  remarque  importante  consiste  en  ce 
qu'une  telle  courbe  peut  toujours  être  rectifiée  lorsque 
le  méridien  est  lui-même  reclifiable^  cardiaque  élé- 
ment étant  incliné  d'un  angle  constant  sur  le  méridien 
est  égal  à  l'élément  correspondant  du  méridien,  divisé 
par  le  cosinus  de  celte  inclinaison.  Il  en  est  donc  de 
même  pour  un  arc  fini  compris  entre  deux  parallèles  de 
la  surface  5  et  cet  arc  est  égal  à  l'arc  du  méridien  compris 
entre  les  mêmes  parallèles  divisé  par  cosa. 

N.  B.  —  Le  nom  de  loxodroniie  employé  ici  pour- 
rait tout  aussi  bien  être  remplacé  par  celui  à' hélice,  car 
ces  courbes  se  définissent  comme  l'hélice  cylindrique,  et 
la  loxodromie  proprement  dite  n'est  autre  chose  qu'une 
hélice  sphçj'iqiie. 
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OIJESTION  D'EXAMEN^ 

Par  m.   s.  REALIS. 


En  désignant  par  m  une  quantité  positive,  la  substi- 

, donne  le  résultat 

logz 

r^    dz    _^    r'A"'-'dx 

Jo  H'-"X      '%'-^ 

On  a  de  même,  par  le  changement  de  ///  en  n, 

Jo     log^"Jo        K^-^- 


'.r 


en  sorte  que  l'on  serait  conduit  à  conclure  que  la  valeur 
de  l'intégrale 


X 


logJT 


esc  nulle.  Or  cette  conclusion  est  inadmissible,  car  on 
sait,  à  n'en  pas  douter,  que  Ton  a 


X 


'(x'"-'  — .r"-'U/.z."  .        m 


En  quoi  consiste  le  paralogisme? 
CORRESPOMÎANCE. 


Extrait  d' une  lettre  de  M.  Bourguet.  —  C'est  encore 
une  critique  que  je  vous  envoie.  Elle  a  trait  à  la  solution 
de  la  question  n"^'  970  et  1028. 
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D'abord  le  résultat  n'est  pas  exact  :  il  faut  mettre  è  à  la 
place  de  a,  et  vice  versâ^  en  dehors  de  la  parenthèse^ 
puis  ce  résultat  se  décompose  eu  deux  facteurs,  en  sorte 
que  la  conique  fait  partie  du  lieu,  comme  il  était  facile 
de  le  prévoir  5  puis,  il  n'y  a  pas  de  discussion  de  la  courbe. 

Voici  une  solution  de  la  même  question.  Soient 

G  =  F  —  A.r^  +  2B.ZJ  -h  Cj-  -f-  2 D z.r  H-  2 Ejz  +  Fz^ 

l'équation  de  la  conique  en  coordonnées  homogènes, 
(j^i,  /i,  Zi)  un  point  du  lieu,  (xg,  j^i  -^a)  It;  point  de 
contact  opposé;  on  aura,  pour  les  deux  tangentes  issues 

de  (jt'i,  ji,  ^1), 

(1)  4FF.-  (.rF;^^H-...)^=o, 
et  pour  les  deux  hauteurs  correspondantes 

(2)  4FF,  -  {^F'^.^+...Y  +  l[:ct\+...){.vP^^_  +  ..  .=  o). 

Si,  dans  l'équation  (i),  nous  changeons  x  en  y^j  en  —  x 
et^z  en  o,  nous  aurons  deux  droites  parallèles  aux  deux 
droites  (2).  Exprimons  que  les  coefficients  sont  propor- 
tionnels et  l'on  aura 

4AF,  — F';  +XF',  F'  8BF,-2F',  F'  -^)>  (F'   F'  -hF',  r  ) 

4CF,  — f;^^       —  _8bf,-{-2f;f;^ 

et  de  là 

[4(a  +  c)f,-f:^^-f;^j 

^-Ay,,Fl.J8BF.-2F,F,,)  +  (4GF.-F;^)(F;F;-h...)] 

8BF,— 2F'  f; 

_-4.n,n.^BF.~2i^-:,t;j+(4AF.-F.?,)(F-,,F;.+F;,F',.)i 
~"  8bf,-2f',_f;._ 

On  a  pour  une  partie  du  lieu 

4(A-hC)F,-F'f^F;;  =  o, 

qui  représente  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  cir- 
conscrits à  la  conique. 

yfnn.  de  Mathéimit.,  x*^  série,  l.  XIII.  (Dccoinbir  i^^7'i-)      ^7 
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L'autre  partie  du    lien  sera   donnée  au  moyen  de  l'é- 
([uation 

l  ■^F'._F',^(4BF,-  r^  f;)  +  (4cf,-  f;^)(f;f;,  +  f;f;j 
^'■'  i    =2f;„f;,(4  bf,-  fi_f;.,)+(4  af,-f';j(f:,f; +f',_f',.j, 

combinée  avec  l'équation  de  la  normale,  (jui  est 

(4)  (•-.-^OF;,-(j.--r.)F:r,=-o, 

et  l'équation  de  la  conique 

Fj=r0. 

Remarquons  d'abord  que  l'équation  (3)  représente  une 
courbe  du  troisième  degré  en  (j:,,ji),  et  qui  passe  parle 
point  (jTg,  j^s);  donc  la  conique  fait  partie  du  lieu;  ce 
sont  les  deux  autres  points  d'intersection  de  (3)  et  (4) 
qui  donnent  le  lieu  proprement  dit.  Déterminons  ces 
deux  points,  et  pour  cela  prenons  pour  axes  la  tangente 
et  la  normale  à  la  conique  au  point  {x^^jç^).  Appelons 
2h  la  corde  interceptée  sur  la  normale  par  la  conique, 
a  et  (3  les  coordonnées  du  centre,  nous  aurons  sans  dif- 
ficulté 

(5)  7;-2j.  (~^-  -f-p 


Cette  équation   permettra  de  construire  les  deux  points 

avec  élégance.  On  obtiendra  d'abord .-  en  joignant 

le  centre  de  la  conique  au  milieu  de  2  A  et  en  menant  une 
perpendiculaire  par  le  centre  à  cette  droite.  Le  reste  de 
la  construction  est  connu.  Remarquons  que  les  deux  ra- 
cines de  cette  équation  sont  toujours  réelles-,  que,  dans 
le  cas  où  [3  ^  /«,  cas  de  l'ellipse,  les  deux  racines  sont  de 
même  signe,  l'une  plus  petite  que  7J1  et  l'autre  plus 
grande.  L'un  des  points  est  donc  à  l'intérieur  de  l'ellipse 
et  correspond  aux  triangles  imaginaires  ayant  un  sommet 
réel  et  l'autre  au  lieu  proprement  dit. 

Clierchons  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  rap- 
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portée  à  ces  deux  axes,  et,  pour  cela,  représentons  par  ^ 
le  premier  membre  de  l'équation  (5)  ;  on  a 

^ydy\  -f  ^^  d^  4-  cf^'^^a  -h  r^fdh  ^  o. 

Mais,  d'un  autre  côté,  si  l'on  représente  par  5,  /,  u  les 
distances  du  centre  de  courbure  de  la  conique  aux  points 
(o,  7"i),  (o,  j3),  (o,  A),  par  y  la  cotangente  de  l'angle 
que  fait  la  tangente  à  la  conique  au  point  (o,  ih)  avec 
l'axe  des  j^  et  par  o)  l'angle  de  contingence,  on  aura 

^ydy\  -f-  cp'^aw  -f-  ^'^rw  -|-  <f,jU(^  z=z  o, 


dont 


dx^  s 


De  la  discussion  précédente,  il  ressorJ  que  la  courbe  se 
compose  de  deux  boucles,  dont  l'une  est  intérieure  à  l'el- 
lipse et  l'autre  extérieure. 

Cherchons  à  présent  Téquation  de  cette  courbe  rap- 
portée aux  deux  axes  de  l'ellipse.  Si  nous  transportons 
cette  hypothèse  dans  les  équations  (3)  et  (4),  elles  de- 
viennent 

b^XiX^[a'r]  -4-  bhr\  —  a'- h"^  —  (c^ x]  ■— a')] 
—  a^y.,x,[a^f-^b^x'  —  (ûb'-^  [Cy]-}-  h')], 
(x,  —  J',)  a^y\  —  (j,  —  jj)  b\r^  ~~  o, 

et,  en  éliminant  .r^,  ja  entre  ces  deux  équations  et  l'équa- 
tion rt^j^J  H- Z>^a:^ —  a"b^  =  o^  on  trouve  sans  dllFiculté, 
en  posant 

S  =  a'y]  -h  b^x]  —  a^^b^     U  ==  c^x\  -  a\     y  —  c-j]  -f-  b\ 
pour  l'équation  de  la  courbe 

";'--(l^)-'-Ks-J)'--'"' 

qui  est  satisfaite  par  S  =^  o,  ot  se  décompose  pnr  consé- 
quent en  deux  facteurs^  le  lieu  est  du  huitième'  degré. 
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